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Vorwort. 


Be 


►ei  Herausgabe  des  vorliegenden  dritten  und  letzten  Teiles  meines 
Lehrbuches  der  Arithmetik  fühle  ich  mich  gedrungen,  noch  einmal 
den  Blick  auf  die  Beweggründe  zurückzulenken,  welche  für  mich  bei 
Abfassung  meines  Werkes  bestimmend  waren  und  in  dem  Vorwort 
des  ersten  Teiles  nur  im  allgemeinen  angedeutet  werden  konnten. 

In  erster  Linie  erschien  mir  anregend  die  sich  alltäglich  mir 
aufdringende  Erfahrung  von  zahlreichen  Mängeln  in  den  bisher  meist 
geübten  Methoden  und  in  der  systematischen  Bewältigung  des  Stoffes. 
Wenn  die  Mathematik  auf  strenger  Anwendung  logischen  Denkens 
fufsen  soll,  so  war  doch  bisher  der  annähernde  Versuch  einer  solchen 
wissenschaftlichen  Behandlung  vornehmlich  nur  innerhalb  des  Ge- 
bietes der  Geometrie  unternommen  worden,  und  auch  in  dieser  Rich- 
tung des  mathematischen  Denkens  läfst  die  stufenmäfsige  Entwicke- 
lung  aus  nur  wenigen  Fundamentalsätzen  (Axiomen  u.  s.  w.)  dem 
strenger  folgernden  Schlufsvermögen  noch  mancherlei  bessernde  Ab- 
änderung an  den  vorhandenen  Lehrschriften  als  wünschenswert  er- 
scheinen. 

Im  Gebiete  der  Arithmetik  dagegen  ist  das  Bedürfnis  nach 
einem  streng  logischen  Aufbau  weniger  empfunden  worden.  Ja  man 
hat  wohl  von  mancher,  sonst  zuständiger  Seite  aus  geradezu  dem 
Wahne  sich  hingegeben,  als  sei  für  diesen  Teil  der  Mathematik  eine 
ununterbrochene  stufenmäfsige  Entwickelung  der  Wahrheiten  und 
Lehrsätze  minder  wesentlich,  zumal  eine  vollkommen  logische  Her- 
leitung der  Rechnungsoperationen  aus  dem  Urbegriff  der  Arithmetik 
(der  Einheit)  auf  gewisse,  fast  unüberwindliche  Schwierigkeiten 
stofsen  müsse. 

In  der  hier  angedeuteten  Ungleichmäfsigkeit  der  Behandlung 
beider  Hauptteile  der  elementaren  Mathematik  liegt  nun  aber  eine 
Erscheinung  vor,  welche  vor  einer  tieferen  Erkenntnis  dem  wirklichen 
Sachverhalt  geradezu  widerstreitet.  Denn  vor  allem  ist  es  die  Arith- 
metik, welche  in  noch  weit  höherem  Mafse  einer  streng  logifchen 
Entwickelung  bedarf,  als  die  Geometrie.  Diese  Behauptung  mufs 
jedem  tiefer  gebildeten  Kenner  des  gesamten  mathematischen  Wis- 
sens um  so  mehr  einleuchten,  als  ja  die  eigentliche  Form  der  Sätze 
wie  der  Beweise  auch  in  der  Geometrie  fast  durchgreifend  einen 
arithmetischen  Charakter  hat,  wenn  jene  Form  auch  nicht  immer  in 
ihrem  unmittelbaren  Ausdruck  dem  ungeübteren  Blick  so  erscheinen 
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mag.   Es  sei  mir  vergönnt,  meine  hervorgehobene  Auffassung  durch 
nur  wenige  Beispiele  zu  erläutern. 

Wie  ich  die  Darstellung  des  Wesens  und  der  Reihenfolge  der 
Fundamen talsätze  verstanden  haben  will,  läfst  sich  im  einzelnen 
aus  dem  1.  Teile :  S.  4,  S.  8  (9.  Satz)  u.  s.  w.  erkennen.  Den  Mangel 
zweckmäfsiger  Definitionen  für  manche  mathematische  Begriflfe  glaube 
ich  im  1.  Teile:  S.  2  (8.  Satz),  S.  27  (3.  Satz),  S.  44  (28.  Satz), 
S.  167  (2.  Satz)  und  im  3.  Teile:  S.  8  (1.  Satz)  dargelegt  zu  haben. 
Gewissen  Sätzen,  z.  B.  im  1.  Teile:  S.  32  (11.  Satz)  in  Verbindung 
mit  S.  35  (2.  Zus.)  und  im  3.  Teile:  S.  100,  legte  man  mit  Unrecht 
keine  praktische  und  intensive  Bedeutung  bei.  Was  die  seither  oft 
minder  logische  Anordnung  der  Lehrsätze  und  der  einzelnen  Ope- 
rationen betrifft,  so  rechnete  man  z.  B.  in  der  Multiplikation  und 
Division  mit  Potenzen,  ohne  zuvor  die  nötigen  Lehrsätze  über  das 
Rechnen  mit  denselben  vorgetragen  zu  haben.  Dieser  Vorwurf  triflft 
z.  B.  die  Aufgabensammlungen  von  Heis  (§  25 — §  34)  und  Bardey 
(VII  bis  X — XI).  Auch  bei  Entwickelung  der  Sätze  hinsichtlich  des 
Rechnens  mit  Potenzen  und  Wurzeln  vermifst  man  die  zutreffende 
Ordnung,  die  unbedingt  erst  einerlei  Basen,  dann  verschiedene  Basen 
verlangt.  Ungeordnet  und  zugleich  unvollständig  wurden  ferner  die 
algebraischen  Auflösungssätze  gelehrt.  Als  ein  Hauptfehler  läfst  sich 
das  zu  frühe  Auftreten  der  Proportion  bezeichnen  —  s.  1.  Teil, 
S.  235,  Randbemerkung.  Die  Zinseszinsrechnung  verlegte  man  in 
die  geometrische  Reihe,  mit  der  sie  nichts  gemein  hat.  Wichtige 
Sätze,  z.  B.  1.  Teil:  S.  35  (2.  Zus.),  S.  58,  S.  73  (10.  Satz),  S.  281 
(IV);  2.  Teil:  S.  133  (in  Verbindung  mit  1.  Teil  S.  47,  29.  Satz), 
wurden  nur  ungenügend  begründet.  Wichtige  Rechnungsoperatio- 
nen stellte  man  entweder  in  viel  zu  verwickelter  oder  in  geradezu 
fehlerhafter  Weise  dar  —  s.  1.  Teil:  S.  101,  §  27  (!),  S.  145 
(5.  Satz),  S.  174  (4.  Satz),  S.  182  (5.  Satz),  S.  203  (3.  Satz), 
S.  204  (4.  Satz),  S.  206  (5.  Satz),  2.  Teil:  S.  16,  S.  21,  S.  58  (III), 
S.  70  (3.  Satz),  S.  114—119.  Vornehmlich  gilt  dies  auch  in  Bezug 
auf  das  Rechnen  mit  Logarithmen  (2.  Teil,  S.  343).  Der  Bruch- 
rechnung wurde  eine  vollkommen  falsche  Grundlage  gegeben  — 
s.  1.  Teil:  S.  142  (1.  Satz),  S.  37  (Anmerk.).  Aber  auch  anderen 
Operationen  fehlte  eine  hinreichende  Begründung,  wie  ein  Vergleich 
mit  3.  Teil:  S.  206  (VIII),  S.  110  (B),  S.  156  (III)  erkennen  läfst. 
Am  meisten  vernachlässigt  war  gerade  der  wichtigste  Teil  der  Arith- 
metik, die  Auflösung  der  Gleichungen,  die  bei  offenbar  dürftiger  Be- 
handlung entschiedenen  Mangel  an  Systematik  verriet  (3.  Teil:  S.  13 
bis  92,  S.  182  bis  252).  Sogar  falsche  Sätze  schlichen  sich  hier  ein 
(3.  Teil:  S.  25,  Anmerk.).  Den  unrichtigen  Darstellungen  entsprangen 
natürlich  auch  unrichtige  Einteilungen,  z.  B.  der  Gleichungen  in  ein- 
fache und  quadratische  (3.  Teil:  S.  161,  Anmerk.)  oder  der  Verhält- 
nisse und  Proportionen  (3.  Teil:  S.  109  und  S.  122).  Sehr  wenig 
befriedigend   war  bisher  die  Lehre  von  den  Ungleichungen  und  der 
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Determination  (3.  Teil:  S.  343,  S.  350 — 354).  Bei  manchen  Beweisen 
stellte  man  difficile  Unterscheidungen  auf,  die  sicli  durch  eine  stren- 
gere Untersuchung  leicht  auf  ihren  wahren  Wert  zurückführen  lassen 
(s.  das  Vorwort  zum  2.  Teil,  ferner  2  Teil:  S.  33,  5.  Satz). 

Dafs  solche  Mängel,  solche  zum  Teil  störende  Ungenauigkeiten 
nicht  schon  längst  eine  wirkliche  Besserung  erfahren  haben,  mufs 
jedem  wahren  Freunde  der  Mathematik  fast  unbegreiflich  erschei- 
nen. Allerdings  hat  man  wohl  hier  und  da  ein  Bedürfnis  zur 
Abhilfe  empfunden,  letztere  aber  nicht  auf  dem  naturgemäfsen  Wege, 
durch  Abänderung  der  Methode  selbst,  angestrebt.  Vielmehr  hat  man 
sich  gegenüber  gewissen  Inkonsequenzen  durch  Anwendung  einer 
unfruchtbaren  und,  ich  möchte  fast  sagen,  zweckwidrigen  Sophistik, 
entsprossen  auf  dem  Boden  der  sogenannten  mathematischen  Philo- 
sophie, zu  helfen  gesucht.  Ich  erinnere  nur  an  die  Entstehung  und 
Definition  der  Multiplikation,  über  welche  man  die  einfache  und 
einzig  richtige  Erklärung  in  §  10  vergleichen  wolle.  Auch  der 
so  einfach  zu  begründende  Satz,  dafs  zwei  negative  Faktoren  ein 
positives  Produkt  ergeben,  ist  mit  Hilfe  allerlei  philosophisch  klingen- 
der Spitzfindigkeiten  zu  begründen  versucht  worden,  während  doch  die 
einfache  Beweisführung,  wie  sie  im  1.  Teile,  S.  281  (IV)  in  Verbin- 
dung mit  S.  274  und  275  gegeben  worden,  so  nahe  lag. 

Noch  gestatte  ich  mir  an  dieser  Stelle  einen  Blick  auf  die  pä- 
dagogische Behandlung  dieser  Disciplin  zu  werfen.  Durch  die  oben 
dargelegten  Mängel  der  Methode  müssen  naturgemäfs  auch  die  Er- 
folge des  Unterrichts  beeinträchtigt  werden.  In  der  That  ist  auch 
die  Behandlung  der  mathematischen  Wissenschaften  an  vielen  Ge- 
lehrtenschulen, insbesondere  aber  in  deren  Unterklassen,  so  wenig 
befriedigend,  dafs  der  eigentliche  pädagogische  Wert  der  Mathematik 
als  ein  geistiges  Bildungsmittel  mehr  oder  weniger  verloren  geht. 
Nicht  zu  irren  glaube  ich,  wenn  ich  auf  diese  Erscheinung  die  leider 
nur  zu  allgemeine  Erfahrung  zurückführen  möchte,  dafs  von  einer 
überwiegenden  Mehrzahl  der  Schüler  vorzugsweise  die  Mathematik 
für  besonders  schwer  gehalten  wird  und  der  Unterricht  darin  mit 
einer  gewissen  Abneigung  zu  kämpfen  hat.  Ist  dies  ein  Wunder, 
wenn  das  natürliche  und  einfache  Verständnis  der  Zöglinge  mit  einer 
teilweise  wenig  zusammenhängenden  und  ungleichen  Entwickelung 
der  Sätze  und  Operationen  nur  zu  sehr  verwirrt  wird?  Zu  häufig 
vergifst  man,  wie  sehr  eine  folgerichtige  Anordnung  und  Beweis- 
führung der  einzelnen  Sätze  das  Verständnis  und  das  Festhalten  der- 
selben erleichtern  kann.  Man  begnügt  sich,  aus  den  Knaben  mit 
Mühe  und  Not  gewissermafsen  geistlose  Rechenmaschinen  zu  bilden, 
während  doch  andererseits  der  mathematische  Unterricht  vorwiegend 
als  ein  Denkmittel  ausgegeben  wird.  Nicht  selten  habe  ich  die  Er- 
fahrung gemacht,  dafs  tüchtige  und  wohlmeinende  Lehrer  in  der 
höhern  Mathematik  gut  unterrichtet  sind,  sich  aber  vielleicht  gerade 
deshalb  um  die  niedere  Mathematik  und  insbesondere  um  die  Methodik 
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derselben  wenig  gekümmert  haben.  Im  Hinblick  auf  diese  Thatsache 
erscheint  es  mir  kaum  noch  wunderbar,  wenn  ein  wissenschaftlich 
gebildeter  Mann  z.  B.  eine  Aufgabe  von  der  Form  a :  b  :  c  mit 
a  :  (b  :  c)  berechnet  (s.  1.  Teil:  S.  42,  1.  Zus.  und  S.  41,  2.  Zus.). 

Hinsichtlich  des  Umfanges  meines  Buches  erlaube  ich  mir  zu 
bemerken,  dafs  ich  denselben  mit  Rücksicht  auf  den  praktischen 
Zweck  des  Lehrbuchs  und  auf  das  in  neuerer  Zeit  beschränktere  Ziel 
des  Unterrichts  nicht  zu  weit  ausdehnen  durfte.  Denjenigen,  welcher 
eine  höhere  Ausbildung  anstrebt,  verweise  ich  auf  die  von  mir  be- 
arbeitete 7.  und  8.  Auflage  der  Analysis  von  Lübsen,  worin  ich 
unter  andern  eine  Anzahl  neuer  Sätze,  z.  B.  sechs  neue  Auflösungen 
der  Gleichung  4.  Grades,  eine  neue  Auflösungsmethode  impliciter 
Gleichungen,  niedergelegt  habe. 

Endlich  habe  ich  noch  meinen  Dank  für  die  Anerkennung  aus- 
zusprechen, welche  dem  ersten  Teile  meines  Buches  seitens  der 
öffentlichen  Beurteilung  zu  Teil  geworden  ist.  Einzelne  Stimmen 
haben  zwar  bei  aller  beachtenswerten  Gediegenheit  eine  einflufsreiche 
Originalität  nicht  gefunden.  Dieses  Urteil  wird  sich  jedoch  durch 
ein  sorgfältiges  Studium,  insbesondere  des  2.  und  namentlich  des 
3.  Teiles,  wesentlich  läutern.  Auch  wäre  es  mir  willkommen, 
von  jener  Seite  zu  erfahren,  welchem  andern  der  jetzt  exi- 
stierenden Lehrbücher  ein  entscheidender  Vorzug  einzu- 
räumen wäre.  Wenigstens  würde  sich  aus  solcher  An- 
regung für  mich  eine  angemessene  Gelegenheit  gewinnen 
lassen,  um  gewissen  Herren  Kritikern  deren  vermutliche 
Unbekanntschaft  mit  dem  bezüglichen  Lehrstoff  und  dessen 
Behandlungsweise  nachzuweisen. 

Leipzig,  Mai  1884. 

Der  Verfasser. 


Das  Inhaltsverzeichnis  zum  IIL  Teile  befindet  sich  am 
Schlufs  desselben. 


NB.     Vor    dem    Gebrauche   dieses    Werkes   wolle  man    die    auf   Seite   431 
des  III.  Teiles  angezeigten 

Druckfehler 

gef.  berichtigen. 

Ungeachtet  der  auf  einen  korrekten  Druck  dieses  Buchs  verwendeten  Sorg- 
falt ist  indessen  die  Möglichkeit  nicht  ausgeschlossen,  dafs  bei  dem  äufserst  schwie- 
rigen Satze  aufs  er  den  dort  angezeigten  doch  hie  und  da  ein  Druckfehler 
unberichtigt  geblieben  ist.  Die  Verlagsbandlung  würde  es  daher  mit  grofsera 
Danke  anerkennen,  von  den  verehrlichen  Interessenten  des  Werkes  gegebenenfalls 
auf  solche  Fehler  aufmerksam  gemacht  zu  werden. 


§.  75.    Algebra. 

Einleitende  Sätze.    Auflösung  der  Gleichung  im  allgemeinen. 

1.  Bisher  war  die  Zahlenlehre,  d.  i.  die  Lehre  von  den 
bedingten  Gleichungen  (s.  1.  Teil,  §.  5)  der  Gegenstand  unserer 
Betrachtung.  Die  Sätze  derselben  müssen  vollständig  aufgenom- 
men und  geübt  sein,  wenn  die  nun  folgende  Algebra*),  d.  i.  die 
Lehre  von  den  bedingten  Gleichungen,  genügend  verstanden  und 
angewendet  werden  soll. 

Eine  bedingte  Gleichung,  die  auch  synthetische,  hypothe- 
tische, problematische,  algebraische  (im  engern  Sinne),  Bedingungs- 
gleichung oder  Bestimmungsgleichung  genannt  wird,  ist  eine 
Gleichung,  bei  welcher  die  linke  Seite  der  rechten  nur  für  gewisse 
Werte  der  mit  bekannten  (gegebenen)  Gröfsen  verknüpften  Un- 
bekannten (zu  suchenden  Gröfse)  gleich  ist.  So  ist  7  a:  =  21  eine 
bedingte  Gleichung,  weil  man  für  die  Unbekannte  x  nicht  wie  in 
der  unbedingten  (jleichung  x-\-x  =  2x  jeden  beliebigen,  sondern 
nur  den  bestimmten  Wert  3  setzen  kann,  denn  nur  7-3  ist  =21. 

Die  Unbekannte  bezeichnet  man  gewöhnlich  mit  einem  der 
letzten  Buchstaben  des  Alphabets ,  vorzugsweise  mit  x.  In  ax  =  b 
ist  daher  x  die  Unbekannte,  die  aus  den  bekannten  Gröfsen  a  und 
b  bestimmt  werden  soll  (vergl.  §.  52,  5).     In  dieser  Gleichung  hat 

X  den  Werth  —  und  keinen  andern,  weil  nur  a  —  =  b  ist. 
a  a 

Eine  Gleichung  (d.i.  eine  bedingte  Gleichung)  auflösen  heifst 
mit  Rücksicht  auf  die  in  derselben  enthaltenen  bekannten  Gröfsen 
einen  Wert  suchen,  der  an  die  Stelle  der  Unbekannten  {x)  gesetzt, 
die  linke  Seite  der  rechten  gleich  macht. 

5a;  =  4-|--^ 

ist  daher  aufgelöst,  wenn  x  =  %  gefunden  ist,  denn  es  ist 

5-8  =  4  +  ^. 


*)  Algebra,  das  g  wie  in  „Gold"  gesprochen. 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    HI.  Teil. 


2  §•  75.     Algebra.     Einleitende  Sätze. 

Der  gefundene  Wert  der  Unbekannten  wird  „Auflösung" 
oder  „Wurzel"  der  Gleichung  genannt.  Die  Auflösung  der  vor- 
stehenden Gleichung  ist  8. 

Die  Auflösung  kann  entweder  durch  einen  geschlossenen  Aus- 
druck (der  nur  eine  endliche,  begrenzte  Anzahl  von  Gröfsen  ent- 
hält —  s.  §.  66,  13)  oder  durch  eine  unendliche  Reihe  gegeben 
sein,  die  jedoch  nur  bei  genügender  Convergenz  brauchbar  ist  (s. 
§.  66,  14). 

Die  Form  a:  =  «,  im  letzten  Beispiele  x^^S,  wird  Auf- 
lösungsgleichung oder  Wurzelgleichung  (Endgleichung,  Fi- 
nalgleichung) genannt. 

Algebra  kann  nun  auch  als  „Lehre  von  der  Auflösung  der 
Gleichungen"  definiert  werden.  Diese  Definition  ist  jedoch  nicht 
verschieden  von  jener  zuerst  gegebenen,  weil  der  Begriflf  „Auf- 
lösen" die  unbedingte  Gleichung  voraussetzt.  Das  Wort  al-gehra 
[al-djebr]  ist  arabisch  und  bedeutet  das  Versetzen  eines  Subtrahend 
auf  die  andere  Seite  der  Gleichung  als  Summand  (z.  B.  das  Ver- 
wandeln der  Gleichung  x  —  3  =  8  in  a:=8  4-3). 

Anmerkung.  Eine  Gleichung,  bei  welcher  die  in  ihr  ent- 
haltenen Gröfsen  in  solchen  Beziehungen  zu  einander  stehen,  dafs 
jede  derselben  als  Unbekannte  gedacht  und  durch  die  übrigen 
ausgedrückt  werden  kann,  nennt  man  eine  Relation  (zwischen 
diesen  Gröfsen).  Ist  z.  B.  die  gröfste  Seite  des  rechtwinkeligen 
Dreiecks  =a  und  sind  die  beiden  andern  Seiten  b  und  c,   so  ist 

In  dieser  Relation  zwischen  ö,  b  und  c  kann  jede  dieser  3 
Seiten   aus  den  beiden  andern  gefunden  werden  und  zwar 

a  aus  b  und  c  mit  a==yb^-\-c^, 

b     „     a     „     c    ,,     b^Va—c^, 

c    „     a    „     b    „     c=y  a  — &l 
Die  Relation  ist   mithin  unbedingte  und  bedingte  Gleichung 
zugleich,  da  sämtliche  in  ihr  enthaltenen  Gröfsen  ursprünglich  ge- 
geben sind,  zugleich  aber  auch  jede  derselben  als  Unbekannte  ge- 
dacht werden  kann. 


2.  Den  vorstehenden  Erklärungen  zufolge  mufs  5  a;  —  70  =  0 
sein,  wenn  für  die  Unbekannte  x  ihre  Auflösung  (14)  gesetzt  wird, 
weil  dann  die  linke  Seite  der  rechten,  d.  h.  dem  Werte  0  gleich 
sein  mufs.     Allgemein: 

Enthält  eine  Gleichung  die  Unbekannte  nur  auf  einer  Seite, 
z.  B.  der  linken,  und  ist  die  rechte  Seite  =  einer  bekann- 
ten Zahl  ö,  so  mufs  die  hnke  Seite  =a  werden,  wenn  in 
ihr  an  Stelle  der  Unbekannten  der  Auflösungswert  gesetzt 
wird. 


§.  75.     Algebra.     Einleitende  Sätze.  3 

3.  Eine  Gleichung  ist  eine  entwickelte  (explicite),  wenn 
ihre  Seiten  eine  Summe  von  Gliedern  der  Form  ax^  ist ,  wo  a  eine 
bekannte  Zahl,  r  eine  ganze  und  positive  Zahl  ist.  Nachstehende 
Gleichungen  sind  z.  B.  entwickelte: 

ax+'o  =  1hx^  —  ^x^,  denn  a-x^ +  ^ö'x' =  1h'X^ —  ^-x^-, 
cx  =  d,  denn  C'X  =d'x  ; 


3  a:' 


4i  =  71-2a:; 

Ist  dagegen  die  Unbekannte  nicht  in  dieser  Form  vorhanden, 
befindet  sie  sich  z.  B.  in  Parenthese,  im  Nenner,  unter  einer  Wur- 
zel u.  s.  w.,  so  heifst  die  Gleichung  eine  unentwickelte  (im- 
plicite).     Z.  B. 

Z{x—^f  =  lx', 

2{x  —  h)=n'V'x—U 

7  =  ^[d.i.  7=5^-M]; 

1  2 


X  X 


=  lc. 


4.  Um  eine  Gleichung  auflösen  zu  können,  ist  sie  vor  allen 
Dingen  zu  entwickeln,  d.  h.  die  die  Unbekannte  einhüllenden 
Parenthesen,  Nenner,  Wurzeln  u.  s.  w.  zu  beseitigen,  um  jene  im 
1.  Teile  des  3.  Satzes  angegebene  Form  herzustellen.  Es  geschieht 
dies  teils  durch  die  Sätze  der  Zahlenlehre,  speciell  der  Buchstaben- 
rechnung (denn  mit  x  ist  stets  zu  rechnen!),  teils  durch  die  7  Auf- 
lösungssätze der  Algebra: 

Gleiches  zu  Gleichem  addiert        giebt  Gleiches  (§.    7,    9), 


r 

von        „         subtrahiert     „ 

55 

(§.   9,21), 

n 

mit         „         multipliciert  „ 

55 

(§.11,10), 

n 

durch  Gleiches  dividiert     „ 

»5 

(§.  14,  30), 

55 

mit  Gleichem  potenziert     „ 

59 

(§.15,    7), 

55 

„           „        radiciert 

55 

(§.69,    6), 

55 

„           „      logarithmiert   „ 

W 

(§.73,    5). 

Diese  7  Sätze  lassen  sich  in  eine  Regel  zusammenfassen: 
Man   kann   stets    beide  Seiten   der  Gleichung  auf 
gleiche  Weise  verändern. 

l.Beispiel.      l^^^lll=:-|-  +  7. 

Jede  der  beiden  Seiten  mit  6  multipliciert, 

1* 


4  §.  75.    Algebra.    Einleitende  Sätze. 

denn  Gleiches     -~ — ^  =  — -|-7 
o  2 

mit  Gleichem  6  =  6  multipliciert 

giebt  Gleiches  6»  ^^^~  ^^  =6  T-^ +?),  d.i. 

4(a:  — l)  =  3a;-i-42,  oder 
Ax  —  A  =  Zx  +  A2. 

Die  nun  entwickelte  Gleichung  kann  noch  in  folgender  Weise 
aufgelöst  werden. 

Jede  der  beiden  Seiten  um  3a;  vermindert: 

4x  —  4:—'dx==3x  +  42  —  dx,  d.i. 
a;  — 4=42. 
Jede  der  beiden  Seiten  um  4  vermehrt: 

0^  —  4+4  =  42  4-4,  d.i. 
a;=46. 

Probe.     46  an  die  Stelle  von  x  in  die  gegebene  Gleichung 
eingesetzt,  giebt:  2(46  —  1)        46 

^  ^=4r4-7,  d.i. 


3  2 

2-45 


3 
30  =  30! 


23  +  7,  oder 


2.  Beispiel.        3  =  — f— . 

X        x-\-l 

Jede  der  beiden  Seiten  mit  x{x-{-l)  multipliciert: 
3.a:(a:  +  l)  =  x(x+l)[-|-^|^],  d.i. 

3a;^  +  3a:=5(a:+l)  — 2a:;  oder 

3a:^  +  3a:  =  5a;  +  5  — 2a;. 

Die   Gleichung    ist    entwickelt.      Beide   Seiten    um   3  a;  ver- 

mmdert:  3a;'  +  3a;  — 3a;  =  5a;  +  5 -2a;  — 3a;,  d.i. 

3a;^  =  5. 

Beide  Seiten  durch  3  dividiert: 

3a;^        5      ,  . 
-77—  =  ^,  d.  1. 


3  ' 


2        5 
^  =  3" 
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Aus  beiden  Seiten  die  Quadratwurzel  gezogen: 

3 


l/Z  =  |/4,d.i. 


x  =  +y  -^ ,  oder 

a;  =  + 1,291. 
Es  ist  also  entweder  a;=  1,291  oder  a;  =  — 1,291. 
Probe.     Die  gegebene  Gleichung  geht  mita;  =  — 1,291  z.B. 
über  in  5  2 

^""— 1,291  ""  —1,291  +  1  '  ^'^' 

^=-ii:+W''^'' 

3  =  —  3,873  +  6,873! 

Durch  vorstehende  Beispiele  ist  zwar  gezeigt  worden,  dafs  mit- 
telst der  Sätze  der  Buchstabenrechnung  und  der  7  algebraischen 
Auflösungssätze  Gleichungen  aufgelöst  werden  können,  jedoch  be- 
darf es  immer  noch  einer  besondern  Anleitung  (§.  77),  wie  man 
sich  in  jedem  bestimmten  Falle  zu  verhalten  hat  und  in  welcher 
Weise  man  immer  am  sichersten  und  schnellsten  zur  Auflösung 
gelangt. 

5.  Bringt  man  mittelst  der  beiden  ersten  algebraischen  Auf- 
lösungssätze alle  Glieder  der  Gleichung  auf  eine  (die  linke)  Seite, 
so  dafs  die  andere  (rechte)  Seite  0  wird,  so  hat  man  die  Gleichung 
annulliert  (auf  Null  gebracht  oder  nuUificiert). 

Beispiel.     7x  =  3  —  bx. 
Beide  Seiten  um  bx    vermehrt: 

lx-{-bx  =3  —  bx  +5a;  ,  d.i. 
5a;^  +  7a;=3. 
Beide  Seiten  um  3  vermindert: 

5a:^  +  7a;  — 3  =  3-3,  d.i. 
5a;^  +  7a;— 3  =  0 
und  die  gegebene  Gleichung  ist  annulliert. 

6.  In  besonderer  Absicht  wird  zuweilen  die  Wurzelgleichung 
annulliert.     Die  eine  Wurzelgleichung 

a:  =  — 1,291 
des  2.  Beispieles  im  4.  Satze  wird,  wenn  man  auf  jeder  Seite  1,291 
addiert,  zur  „annullierten  Wurzelgleichung": 

a;+ 1,291=0. 
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7.  Ist  die  Gleichung  entwickelt,  so  kann  der  „Grad"  der 
Gleichung  erkannt  werden,  der  sich  nach  der  höchsten  Potenz 
der  Unbekannten,  dem  sogenannten  Exponent  der  Ordnung 
richtet. 

1.  Beispiel.        2a  —  -Y-  =  ^-\--^ 

ist  vom  1.  Grade,  da  x  in  keiner  höhern  Potenz  als  in  der  ersten 
auftritt. 

2.  Beispiel.     5a;  +  2/=  1  +  ax^  —  3 x^ 

ist  vom  4.  Grade  (4  der  Exponent  der  Ordnung). 

8.  Nach  der  Entwickelung  der  Gleichung  folgt  das  Ordnen 
derselben.  Man  stellt  die  höchste  Potenz  der  Unbekannten  auf 
der  linken  Seite  voran  und  l'afst  die  übrigen  Potenzen  auf  derselben 
Seite  in  absteigender  Ordnung  folgen. 

Bei  Gleichungen  vom  3.  und  höhern  Grade  bringt  man  alle 
Glieder  auf  die  linke  Seite,  annulliert  also  die  Gleichung. 

Beispiel.  7^^— 2  =  5a;  — 9^1 

Auf  jeder  Seite  Qx^  addiert  und  5a:  subtrahiert: 

9a;^  +  7a:'  — 5a;  — 2  =  0. 

Bei  Gleichungen  vom  1.  und  2.  Grade  bringt  man  gewöhnlich 
nur  die  unbekannten  Glieder  auf  die  linke  Seite,  die  absoluten, 
d.  i.  von  X  freien  Glieder,  auf  die  rechte. 

Beispiel.        x^  —  4 — ^bx  =  a  —  ßx^-{-x. 
Auf  jeder  Seite  ßx^  und  4  addiert  und  x  subtrahiert: 
x^-i-ßx^  —  dbx  —  a;  =  a  +  4,  oder 
7a;'  — (3&  +  l)a:  =  «  +  4. 

9.  Ist  die  Gleichung  geordnet,  so  hat  man  die  mit  einerlei 
Potenz  von  x  multiplicierten  Glieder  durch  Ausheben  dieser  Potenz 
in  ein  Glied  zusammenzuziehen. 

1.  Beispiel.     7a  +  5a;  — 8a;'  — fl5a;^  =  2  — 4«a;'  — Goo;. 

Auf  jeder  Seite  4  ax^  und  9  ax  addiert,  2  subtrahiert  und 
links  absteigend  geordnet: 

—  aa;^  +  4öa;'  — 8a;'-|-9aa;  +  5a;+7a  — 2  =  0. 
Die  gleichen  Potenzen  von  x  vereinigt: 

—  aa;^  +  4(a  — 2)a;'  +  (9a  +  5)a;  +  7a  — 2  =  0. 

Hierauf  ist  der  Coefficient  der  höchsten  Potenz  der  Unbe- 
kannten stets  auf  + 1  zu  bringen.  Die  beiden  Seiten  der  vor- 
stehenden Gleichung  sind  daher  mit  —  1  zu  multiplicieren : 
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ax' +  4.(2- a)x^  —  i9a-\'b)x +  2  —  1  a  =  0 

und  durch  a  zu  dividieren: 

3  ,    4(2 -tf)     2       9a  +  5       ,    2  — 7a       ^ 

X  H ^ X x-\ =  0. 

a  a  a 

Die  Gleichung  hat  alsdann  die  Normalform  erreicht. 

2.  Beispiel.  x-\-ahx  =ax  —  b-{-cx^; 

ahx—cx  -\-x  —  ax=^  —  &; 

(a})  —  c)x-\-{\  —  a)x-=  —  'b. 

Beide  Seiten  durch  ab  —  c  dividiert: 

X  -\ ; o:  = ; (Normalform  der 

ah  —  c  ah  —  c 

Gleichung  2.  Grades). 

Anmerkung.  Bei  Gleichungen  1.  Grades  ist  mit  der  Normal- 
form, wie  nachstehendes  Beispiel  zeigt,  zugleich  die  Gleichung 
aufgelöst:  a  +  hx  =  C'\-dx', 

bx  —  dx  =  c  —  a,  d.i. 
(b  —  d)x  =  c  —  a. 
Beide  Seiten  durch  b  —  d  dividiert: 

c  —  a 

^~'b^^' 

10.  Bei  Gleichungen  1.  und  2.  Grades  ist  es  zvv^ar  üblich,  die 
in  jedem  unbekannten  (jrliede  auftretenden  bekannten  Faktoren  als 
„  Coefficienten "  zu  bezeichnen,  z.B.  im  2.  Beispiel  des  9.  Satzes 
ah  als  Coefficient  von  x  ,  «als  Coefficient  von  x,  in  der  die 
Gleichungen  von  jedem  Grade  umfassenden  „allgemeinen  Theorie 
der  Gleichungen"  jedoch  bedeutet  „Coefficient"  die  ein-  oder 
mehrgliederige  Zahl,  welche  in  der  annullierten  Normalform  mit 
einer  bestimmten  Potenz  der  Unbekannten  multipliciert  ist,  und 
zwar  ist  der  1.,  2.,  3.  .  . .  Coefficient  der  Faktor  derjenigen  Potenz, 
deren  Exponent  um  1,2,3...  kleiner  ist  als  der  Exponent  der 
Ordnung.  Der  letzte  Coefficient  ist  daher  das  sogenannte  abso- 
lute oder  con st  ante  Glied,  d.  h.  das  von  der  Unbekannten  freie 

Glied.    Im  1.  Beispiel  des  9.  Satzes  ist  daher der  1.  Co- 
efficient,   ~ —  der  2.  Coefficient,  der  3.  Coefficient 

'  a  '         a 

oder  das  constante  Glied. 

Bei  Bestimmung  der  Coefficienten  hat  man  sich  die  Gleichung 
vollständig  mit  allen  Potenzen  der  Unbekannten  zu  denken.     In 
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ist  daher  0  der  1.,  —(a-\-b)  der  2.,  0  der  3.  Coeff.,  ~2a  —  ^b 
das  constante  Glied,  weil  die  Gleichung  vollständig 

x^'^0'X^—ia  +  b)x^-\-0'X  —  2a  —  db  =  0 
gedacht  werden  mufs. 

11.  Mit  der  Normalform  ist  die  Gleichung  vom  2.  und  hohem 
Grade  noch  nicht  aufgelöst,  vielmehr  hat  man  ein  jedem  Grade 
eigentümliches  Verfahren  anzuwenden,  um  zu  den  Auflösungen 
(Wurzeln)  zu  gelangen.  Auch  hat,  wie  spätere  Sätze  zeigen,  jed3 
Gleichung  vom  1.  Grade  eine  Wurzel,  jede  Gleichung  2.  Grades 
2  Wurzeln  (s.  das  2.  Beispiel  des  4.  Satzes),  jede  Gleichung  3.  Gra- 
des 3  Wurzeln  u.  s.  w.  Die  verschiedenen  Wurzeln  einer  Gleichung 
bezeichnet  man  mit  x^^,  a:^,  x^  .  , .  oder  auch  mit  x,  x" ,  x" ,  x^^  . . . 
Im  2.  Beispiele  des  4.  Satzes  ist  also  0;^==  1,291;  x^  =  — 1,291. 
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1.  Die  Gleichung  ist  eine  algebraische  (im  engem  Sinne), 
wenn  sie  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern  der  Form  ccx" 
besteht  (s.  den  3.  Satz).     Die  Gleichungen: 


ax  =  b 
sind  algebraische  Gleichungen. 

Ist  jedoch  die  Unbekannte  durch  irgend  eine  den  Wert  der- 
selben verändernde  Form  so  eingehüllt,  dafs  bei  der  Umwandlung 
der  Gleichung  in  eine  Summe  von  Gliedern  der  Form  ax^  die 
Anzahl  der  Glieder  unendlich  grofs  wird,  so  ist  die  Gleichung 
eine  transscendente. 

ax  -{-  b  lg  nat  {\  -\-  x)  =^  c, 
xsinx  =  Z, 

sind  transscendente  Gleichungen,  denn  verwandelt  man  die  erste 
derselben  in  eine  Summe  von  Gliedern  jener  Form,  so  erhält  man 
(s.§.  73,1): 

/23t  \ 

"'"*V~'"T"'""T~'T ininf.j  =  c,  oder 

bx         bx 
(a-\-b)x ^ — I — ,  .  .  .in inf.  =  c. 


ax 
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Da  hier  die  Anzahl  der  Glieder  eine  unendliche  ist,  so  ist  die 
gegebene  Gleichung  eine  transscendente. 

1.  Anmerkung.     Die   Gleichungen,   in   welchen  unbekannte 
Exponenten  vorkommen,  nennt  man  Exponentialgleichungen, 

X  X 

Z.B.  a^  =  h,    yä-\-yb  =  c.     Manche   derselben   können  in  alge- 
braische umgewandelt  und  als  solche  aufgelöst  werden  (s.  §.77,  6). 

2.  Anmerkung.     Für  die  Einteilung  der  Gleichungen  über- 
haupt läfst  sich  jetzt  folgende  Übersicht  geben: 

Gleichung 

I 


unbedingte  Gl.  algebraische  Gl.  (im  weitern  Sinne) 

1 — ' — I 

algebr.  Gl.  (im  engern  Sinne)       transsc.  Gl. 

2.     Die  algebraischen  Gleichungen  (ohne  nähere  Angabe 
stets  im  engern  Sinne)  werden  dem  Grade  nach  eingeteilt: 

a)  in    Gleichungen    1.  Grades    oder    einfache    oder    lineare 

Gleichungen, 
Gleichungen  2.  Grades  oder  quadratische  Gleichungen, 
„  3.       „  „     kubische  „ 

„  4.       „  „     biquadratische         „      u.  s.  w. 

b)  Man  teilt  sie  ferner  ein  in  niedere  Gleichungen,  solche 
vom  1.  und  2.  Grade,  und  in  höhere  Gleichungen:  vom 
3.  und  höhern  Grade. 

c)  Die  algebraische  Gleichung  ist  eine  binomische  (oder 
reine),  wenn  sie  auf  2  Glieder,  ein  unbekanntes  und  ein 
bekanntes,  gebracht  werden  kann.     Z.  B.: 

ax-^b==cx-\-d,  d.i. 
ax  —  cx  =  d  —  b, 
(a  —  c)x  =  d—b. 
Diese  Gleichung  enthält  nur  ein  unbekanntes  Glied:  {a  —  cjx 
und  ein  bekanntes:  d — b. 

ax=b  ist  eine  binomische  (oder  reine)  Gleichung  2.  Grades. 

Ist  die  Unbekannte  in  verschiedenen  Potenzen  vorhanden,  so 
ist  die  Gleichung  eine  polynomische   (gemischte  oder  unreine). 

^•^•*  x^^\x=l. 

x  -\-ax=b  ist  daher  eine  gemischte  quadratische  Gleichung. 

d)  Die  Gleichung  ist  eine  vollständige,  wenn  die  Unbe- 
kannte in  allen  Potenzen  vorhanden  ist. 
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x^ -\-l x^ -\-ilx  —  d==0  ist  eine  vollständige  Gl.  3.  Grades, 
X  — 9  a;  =2  eine  unvollständige  Gl.  4.  Grades, 
e)  Ist  die  Unbekannte  nicht  unter  Wurzelzeichen,  sondern  nur 
in  der  bekannten  Form  ao;*^  vorhanden ,  so  ist  die  Gleichung 
eine  rationale  (s.  die  Beispiele  der  Abschn.  c  u.  d). 
3  

ist  eine  irrationale  Gleichung. 

3.  Enthält  die  Gleichung  nur  specielle  Zahlen ,  so  nennt  man 
sie  eine  numerische,  specielle  oder  Zahlen -Gleichung. 

3 

Beispiel.     13 yj+2x  =  b  +  4a;  lg  11. 

dax  — bx=lA  dagegen  ist  eine  literale,  symbolische  oder 
Buchstaben  -  Gleichung. 

Sind  die  sämtHchen  Coefficienten  der  vollständigen  Normal - 
gleichung  allgemeine  und  von  einander  unabhängige  Zahlen,  so 
nennt  man  sie  eine  allgemeine  Gleichung. 

Die  allgemeine  (gemischte)  quadratische  Gleichung  ist  daher: 
x^  -\-ax=^b, 
die  allgemeine  kubische  Gleichung: 

x^  -\-ax^  -^bx-\-c  =  0, 
„  „         biquadratische  Gleichung: 

x'^-i-ax^  -{-bx^  -\-cx-\-d=0. 

Läfst  sich  eine  solche  allgemeine  Gleichung  auflösen,  so  sind 
damit  zugleich  sämtliche  (numerische  und  Buchstaben-)  Gleichun- 
gen desselben  Grades  aufgelöst. 

Für  die  allgemeine  quadratische  Gleichung: 
X  -\-  ax  =  b  .  .  .  .  (Y) 
z.  B.  findet  man  die  beiden  Auflösungen: 


a    ,   \   /  a 


2    ■    1/      4  +* 


a       \   /  a 


2       1/4+^ 


.  (Z) 


Wäre  nun  die  Gleichung 


x''-\^x  =  ^^  .  .  .  .  (W) 
aufzulösen,  so  kann  dies  einfach  dadurch  geschehen,  dafs  man  in 
Z  für  ö:  — 10,  für  b\  39  substituiert,  wie  eine  Vergleichung  von 
W  mit  Y  sofort  erkennen  läfst.     Folglich  ist: 
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Die  allgemeine  Gleichung  des  n^®"  Grades  ist: 

x"  -\-aj^x''~^  -\-'a^x''~^  -{-a^x'~^  -{- ....  -\- a^_^x  -{-cin-ix 

+  «„  =  0, 

wo  also  «j  der  1.,  a^  der  2.,  a^  der  w*®  und  letzte  Coefficient  ist. 

Nur  die  Gleichungen  vom  1.  bis  4.  Grade  können  allgemein 
und  rein  algebraisch  (ohne  geometrische  Hilfsmittel,  z.  B.  ohne  tri- 
gonometrische Funktionen)  aufgelöst  werden. 

4.  Die  Gleichungen  teilt  man  nach  der  Anzahl  der  in  den- 
selben enthaltenen  Unbekannten  ein  in  Gleichungen  mit  einer  oder 
mit  mehreren  Unbekannten.  Die  bisherigen  Beispiele  enthielten 
nur  eine  Unbekannte  {x),  nachstehende  Aufgabe  jedoch  erfordert 
2  Unbekannte: 

„  Ich  habe  2  Zahlen  im  Sinne.  Vermehre  ich  den  4.  Teil 
ihrer  Summe  um  den  3.  Teil  ihrer  Differenz,  so  erhalte 
ich  26.  Vermindere  ich  aber  das  Fünftel  ihrer  Summe 
um  die  Hälfte  ihrer  Differenz,  so  erhalte  ich  7.  Welche 
Zahlen  sind  es?" 

Setzt  man  für  die  eine  Zahl  x,  für  die  andere  y,  so  ist  ihre 
Summe  x-\-y,  ihre  Differenz  x  —  y.  Dem  I.Teile  der  Aufgabe 
zufolge  ist  nun: 

x  +  y    ,    ^-y_26. 


4        '       3 

Der  2.  Teil  der  Aufgabe  führt  zu 

x-{-y        x  —  y 


7. 


5  2 

Nach  §.  80  findet  man  als  Auflösung  dieser  Aufgabe: 

a:  =  49  und  ?/  =  31. 

Probe.     Die  Summe  der  Zahlen  ist  49  -f  31  =  80,  ihre  Diffe- 
renz 49  —  31  =  18,  und  es  ist,  wie  die  Aufgabe  vorschreibt: 

-^  +  -^-  =  26,  d.i.  20  +  6  =  26, 
^_^  =  :,  d.i.  16-9  =  7. 
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5.  Aufgaben,  aus  welchen  man  aufzulösende  Gleichungen 
ableitet,  sind  bestimmt,  wenn  sie  nur  eine  bestimmte,  begrenzte 
Anzahl  von  Auflösungen  zulassen.  So  sind  die  Aufgaben,  welche 
zu  einer  Gleichung  vom  1.,  2.  oder  3.  Grade  mit  einer  Unbe- 
kannten führen,  bestimmte,  da  sie  nur  eine  Auflösung,  resp.  2,  3 
Auflösungen  zulassen.  Die  im  vorstehenden  Abschnitte  4  enthal- 
tene Aufgabe  mit  2  Unbekannten  ist  gleichfalls  bestimmt,  da  sie 
nur  die  Auflösung  a;  =  49,  y  =  dl  hat. 

Würden  die  Gleichungen  jedoch  für  den  Fall,  dafs  keine  be- 
sonderen Bedingungen  in  bezug  auf  den  Wert  der  Unbekannten 
gestellt  werden,  jede  nur  mögliche  Zahl  als  Auflösung  zulassen, 
so  ist  die  Aufgabe  eine  unbestimmte  oder  diophantische.  So  ist 
z.  B.  die  Aufgabe : 

„Die  Summe   zweier  Zahlen  ist  10.    Wie  grofs  sind  die 

Zahlen?" 
eine  unbestimmte,  weil  die  Zahlen  jeden  nur  möglichen  Wert  an- 
nehmen können: 

7-f  3  =  10,  7H-2f=10,  (— 19f)  +  29f=10u.s.w. 

Die  Auflösungen  der  unbestimmten  Gleichungen  schränkt  man 
dadurch  ein,  dafs  man  für  dieselben  in  der  Regel  nur  ganze  (und 
positive  Zahlen  verlangt.  3x-\-y=l  würde  dann  nur  die  Auf- 
lösungen x=l,  y==4:  und  x  =  2,  y=l  zulassen. 

Die  hier  gegebenen  Definitionen  für  bestimmte  und  unbe- 
stimmte Aufgaben  können  auch  in  folgender  Weise  ausgesprochen 
werden : 

Lassen  sich  aus  einer  Aufgabe  eben  so  viele  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  ableiten,  als  Unbekannte  vorhanden  sind, 
so  ist  die  Aufgabe  eine  bestimmte.  Die  Aufgabe  in  4  ist  eine 
bestimmte,  da  sie  2  Unbekannte  enthält,  aber  auch  2  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  aufgestellt  werden  konnten.  Ist  dagegen 
die  Anzahl  der  Gleichungen  geringer  als  die  der  Unbekannten,  so 
ist  die  Aufgabe  eine  unbestimmte;  z.B,  3 x-j-y  =  l  (2  Unbekannte 
und  nur  eine  Gleichung). 

Anmerkung.  Diophant  (im  3.  oder  4.  Jahrh.  n.  Chr.)  schrieb 
13  Bücher  über  unbestimmte  Gleichungen,  von  denen  uns  nur 
noch  6  erhalten  sind. 
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1.  Man  kann  jedes  Glied  von  einer  Seite  der 
Gleichung  auf  die  andere  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen setzen. 

Aus  X  —  b=a  kann  man  daher  x  =  a-\-b, 

aus  x~\'b  =  a:  x  =  a  —  b  ableiten. 
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Beweis,     a)  x  —  h  =  a.    Auf  jeder  Seite  h  addiert  nach  dem 
Satze:  „Gleiches  zu  Gleichem  addiert  giebt  Gleiches": 
X — &  +  &==ß  +  ^,  d.i. 
x  =  a-\-h, 
b)  x-\-lt  =  a.  Von  jeder  Seite  h  subtrahiert  nach  dem  Satze: 
„Gleiches  von  Gleichem  subtrahiert  giebt  Gleiches": 
xA^h  —  h  =  a  —  6,  d.i. 
x  =  a  —  b. 

Anwendung.  Mittelst  dieses  Satzes  bringt  man  die  unbe- 
kannten Glieder  auf  die  linke,  die  bekannten  Glieder  auf  die  rechte 
Seite.  Dieses  Versetzen  der  Glieder  von  einer  Seite  auf  die  andere 
nennt  man  Transposition. 

1.  Beispiel.     5  —  13a;  =  9  —  Ux, 

Da   die   unbekannten    Glieder   auf  die   linke,    die    bekannten 

Glieder  auf  die  rechte  Seite  zu  setzen  sind,   so  hat  man  hier  die 

Glieder  5  und  —  \^x  zu  transponieren,  und  zwar  wird  +  5  auf  der 

rechten  Seite  — 5,  —  \^x  auf  der  linken  Seite  -\-\^x.     Folglich: 

14^—13^  =  9  —  5,  d.i. 

37  =  4  (Auflösung). 

Anmerkung.  Die  Gleichheitszeichen  sind  stets  senkrecht 
unter  einander  zu  setzen. 

2.  Beispiel.  ^-+-5  =  9-1-1/2;    _ 

;r  =  9  — 54-|/2; 
a.  =  4+]/2; 
0^  =  4  +  1,414; 
a?  =  5,414. 

Anmerkung.  Jede  Gleichung  trenne  man  von  der  folgen- 
den durch  ein  Semikolon.  Das  Verbinden  der  Gleichungen  durch 
ein  Gleichheitszeichen,  z.  B.: 

a?+5=9+yT 

-        ^  =  4+j/2, 
ist  unstatthaft,  denn  es  ist  nicht  9-|-'K2  =  4 +]/2. 

3.  Beispiel.     7a?  — 13«^=  19a?— 13^  +  52 fe  («  +  &); 

7a;— 19a?+13a?=13a^  +  52&(ö  +  5); 

Anmerkung.  Die  Auflösungen  sind  stets  so  zu  geben,  dafs 
sie  sich  leicht  benutzen  und  berechnen  lassen  (s.  §.  52,  14,11).  Vor- 
stehende Auflösung  ist  daher  in 

^  =  13(a^  +  4a&4-4&^)  und 
x=^\Z{a-\'2bf  zu  verwandeln. 
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4.  Beispiel.  3  — 11  j? -[-38^  —  46  =  17  — 9 j^  — 24  +  35^. 
Man  schreibe  nicht,  wie  es  in  den  3  ersten  Beispielen  geschehen 
ist,  in  der  nun  folgenden  Gleichung  sämtliche  Glieder  nieder,  son- 
dern vereinige  sogleich  die  gleichartigen  Glieder  im  Kopfe.  Da  hier 
die  Summe  der  unbekannten  Glieder  links  21  x^  rechts  2Qx'  beträgt, 
so  erhält  man  links  21  x  —  2Qx  =  x,  ferner  betragen  die  absoluten 
Glieder  links — 43,  rechts — 7,  folglich  wird  die  rechte  Seite 

4-43  —  7  =  36. 
Auf  die  gegebene  Gleichung  lasse  man  daher  sofort 

a?  =  36 
folgen. 

5.  Beispiel.     12.t  — 13  =  19iP—  24  —  8a.- 

x==—n. 

6.  Beispiel.     9  —  5  (2  —  3a^)  =  17—7  (1  —  2x). 

Da  die  unbekannten  Glieder  allein  auf  die  linke  Seite  zu 
setzen  sind,  so  müssen  stets  alle  die  Unbekannte  enthaltenden 
Parenthesen  aufgelöst  werden. 

9  —  10  4- 15^7=  17— 7  +  14^'; 
x=n. 

7.  Beispiel.     5c  —  Sax-\-3b  =  12b  —  4c  —  Sax  —  x. 

Setzt  man  hier  zunächst  — Sax  von  der  rechten  Seite  auf  die 
linke  mit  -j-Sax,  so  erhält  man  daselbst  die  sich  hebenden  Glieder 
—  Sax-\-Sax.    Die  Regel: 

„  Gleiche   Glieder    (mit    gleichen  Vorzeichen)   auf  beiden 
Seiten  heben  sich" 
ist  daher  selbstverständlich. 

Nach  Beseitigung  von  — Sax  erhält  man: 
x  =  9b  —  9c  oder 
x:=9(b  —  c). 

S.Beispiel.     13-\-bbx-\'\ex  =  b{2b  +  d)x—bbx. 

Hier  heben  sich  die  Glieder  -^bbx  und  — ^bx  nicht,  da  sie 
verschiedene  Vorzeichen  haben,  vielmehr  verwandelt  sich  das 
Glied  — bbx  der  rechten  Seite  auf  der  linken  in  -{-bbx.  Man 
wird  daher  nicht  zuerst  — bbx  transponieren,  sondern  die  Paren- 
these auflösen: 

13-{-bbx-{-lQx=10bx-{-ibx  —  bbx. 

Nun  hebt  sich  links  -\-bbx  mit  10 bx  —  bbx  der  rechten  Seite. 
Die  übrigen  Glieder  geben: 

a;  =  — 13. 
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9.  Beispiel. 

l-(7  — 6a;)(2  +  a:)  =  5  +  (9-2a:)(4  — 3a:)  +  39a:; 
1  —  14  +  12a;  —  7^  4- 6a^' =  5  +  36  —  8a;— 27a;  H- 6a;'H- 39:r. 
Das  Ordnen  und  Vereinigen  der  Glieder  beginnt  man  mit  der 
höchsten  Potenz  der  Unbekannten,  hier  also  mit  x  .   Da  sich  diese 
Glieder  heben,  so  folgt  das  Vereinigen  der  x  enthaltenden  Glieder. 
Man  erhält:  a:  =  54 

10.  Beispiel.     17— 8a;  =  3— 7a;. 
Hier  würde  man  zunächst 

erhalten.  Da  man  aber  nicht  — x,  sondern  x,  d.i.  -{-oc,  kennen 
lernen  will,  so  hätte  man  mittelst  des  nächstfolgenden  2.  Satzes 
—  a;  in  -f-o:  zu  verwandeln.  Um  nun  nicht  mit  zwei  Gleichungen 
aus  der  gegebenen  Gleichung  zur  positiven  Unbekannten  zu  ge- 
langen, verfährt  man  kürzer  nach  folgender  Regel: 

Sieht  man,  dafs  die  unbekannten  Glieder  links  negativ 
würden,  so  denkt  man  sich  dieselben  auf  die  rechte,  die 
bekannten  Glieder  auf  die  linke  Seite,  schreibt  aber  die 
rechts  erhaltenen  unbekannten  Glieder  unverändert  (mit 
demselben  Zeichen)  auf  die  linke,  die  bekannten  Glieder 
der  linken  Seite  unverändert  auf  die  rechte  Seite. 

Hier  würde  man  sich  mithin  rechts  8a:  —  7a;  denken,  dies  aber 
unverändert  links  setzen,  daher: 

x=  .  .  .  , 

Ferner   hätte   man   sich   17 — 3   links   zu   denken,    dies   aber 
unverändert  rechts  zu  setzen: 

a;=14. 
Bew^eis.     14  =  a;  wird  nach  §.3,  2.  Lehrs.  a;  =  14. 
Wäre  die  gegebene  Gleichung: 

2«  —  5a; — db  =  7b  —  ba-{-abx, 
so  würde  man  nicht 

—  bx  —  dbx=  10  b  — 7  a 
schreiben,   sondern   die  rechts  gedachten   Glieder  abx-{-bx  links 
'hetzen:  abx-\-bx=  .  .  .  . 

und  die  links  gedachten  Glieder  la  —  10b  rechts  setzen: 
abx-{-bx=la —  10  b. 

11.  Beispiel.    a  —  db  —  22x  =  0x  +  a  —  23b-\-21a  —  27x. 
Rechts  würde  man  22a;+6a;  —  27a;  =  a;,  links 

a  —  21a  —  db-{-2db  =  20b  —  20a 
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erhalten,  daher:  a:  =  20&-20«; 

a;  =  20(&— ö). 

12.  Beispiel. 

3(2a:+lf  — 24a;(a;  — 2f  =  lla;(12a;--7)  — 13; 

3(8a;^+12a:^4-6a;+l)  — 24a;(a:'— 4a;  +  4)  =  132a:'— 77a;— 13; 

24aj^+36a;'+18a;-H3— 240:^-4-960:'— 96^=132/  — 77a;— 13; 

o:=16. 

13.  Beispiel,     a  +  ö  — o:  =  d 
Hier  kann  man  auch  den  Satz: 

„  Der  Subtrahend  ist  =  dem  Minuend  vermindert  um  den 

Rest" 
anwenden.    Daher  Subtrahend  x  =  dem  Minuend  a-{-b  vermindert 
um  den  Rest  d:  x  =  a-\-b d. 

14.  Beispiel. 

Q^{b -i-2c  +  Af  +2x  —  ~(b -^2c -{- A] x~\-2  ib -\-2c  +  4f 

==ib  +  2c-\-4f  —  Sib-{-2c)x  —  32x-i-nx. 

Für  öfter  wiederkehrende  zusammengesetzte  Ausdrücke  setzt 
man,  um  einfacher  und  übersichtlicher  rechnen  zu  können,  ein 
einfaches  Zeichen.  Hier  wiederholt  sich  öfter  b-{-2c-\-A  und  auch 
—  S(b  +  2)cx  —  d2x  ist  —  8(&  +  2cH-4)a;. 

Setzt  man  daher  &-f-2c-|-4  =  e  '(als  bekannte  Zahl  nicht 
==y),  so  erhält  man: 

6(e'  +  2a:  — ^)  — 2e'  =  /— 8ea:+ll^; 
Ge^  +  12x—Sex  —  2e^  =  e^  —  Sex-\-nx; 

3  4    2 

x^=e  —  Ae  ; 
x  =  e^{e  —  4). 

Entweder  läfst  man  die  Auflösung  in  dieser  Form  und  fügt 
hinzu,    dafs  hier  e  =  &-f-2c  +  4  sei,    oder  man  führt,    wenn  die 
Auflösung  nicht  an  Übersichthchkeit  verliert,   für  e  jenen  gleich- 
bedeutenden Ausdruck  &  +  2c  +  4  wieder  ein. 
Im  letztern  Falle  erhält  man: 

a;  =  (&  +  2c  +  4f(&-{-2c  +  4  — 4),  oder 
a;==(&  +  2c)(&  +  2c  +  4f. 

15.  Beispiel. 

4(a:+7a  — 3Z>  +  38f +  29(a:  +  7a  — 3&  +  38)4-ll 

=  (2a;+ 14a  — 6^^  +  83)1 
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Da  hier  x-\-l a  —  3&-|-38  zweimal  enthalten  ist  und 
2x-\-Ua  —  ^h  =  1{x^la  —  ^h) 
mit  jenem  Ausdruck  zum  grofsen  Teile  übereinstimmt,  so  setze  man 
a;  +  7«  —  3&-|-38  =  ?/   (unbekannte  Zahl,  weil 
jenes  Polynom  x  enthält). 
Aus  der  letzten  Gleichung  ergiebt  sich: 

x-\-la  —  ^h  =  y  —  38,  wovon  das  Doppelte 
1x-\-Ua  —  ^h  =  1y  —  U, 
Mit  diesen  Ausdrücken  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 
4/  +  29?/+ll  =  (2?/-76  +  83f,  d.i. 
4y'  +  292/+ll=(22/  +  7f; 
4/  +  292/+ll=42/'  +  28?/-f-49; 
?/  =  38,  d.  i.  (s.  oben) 
a:  +  7«  — 3&  +  38  =  38,  oder 
a:  =  3&  —  la. 

Lehrsatz.  Hebt  sich  die  höchste  Potenz  der  Unbekannten 
ganz,  so  hat  die  Gleichung  eine  Auflösung  a:  =  oo. 

Behält  die  Gleichung  nach  Entfernung  dieser  Potenz  noch 
immer  die  Unbekannte,  so  ergeben  sich  selbstverständlich  auch 
noch  andere  Auflösungen. 

1.  Beispiel. 

2a;-t-6(a:  — 2)'  =  50  +  (3a:4-2)(2a:  — 9); 
2:i:  +  6a:'-24;r  +  24  =  50  +  6x^  — 23a:— 18  .  .  .  (Z) 

Da  sich  hier  die  Glieder  mit  x  ,  der  höchsten  Potenz  von  a:, 
vollständig  heben,  so  ist  a:  =  oo. 

Nachdem  6ic^  entfernt  worden  ist  (s.  7.  Beisp.),  erhält  man 
noch:  ^,_8. 

Die  Gleichung  hat  mithin  die  beiden  Auflösungen 

x^==oo  und  0^2  =  8. 

Beweis.  Die  Gleichung  ist  richtig  aufgelöst,  wenn  man  für 
die  Unbekannte  einen  Wert  gefunden  hat,  welcher  die  linke  Seite 
der  rechten  gleich  macht  (s.§,75,l). 

Hier  geht  die  Gleichung  Z  zunächst  über  in : 

6a;  -\-x  —  8  =  60:: . 

Dividiert  man  beide  Seiten  durch  ^x  (s.  §.75,  5): 

x  +  —  —  ---=x 
6         6x 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    III.  Teil.  2 
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und  setzt  man  für  x  den  Wert  oo,  so  entsteht: 

,14 

oo  +  -7r  — -3 —  =  00,  d.i. 
6        3oo 

00  +  4-  — 0  =  00  (s.  §,  18,  12),  oder 
b 

,     1 

00+— =  00. 

Da  nun  nach  §.18,2  die  endliche  Zahl  —  gegen  cx)  ver- 
schwindet und  folgUch  die  linke  Seite  der  rechten  gleich  wird,  so 
ist  x=oo  eine  Auflösung  der  Gleichung. 

2.  Beispiel.       3 (2a: +  5)  =  2 (3a;— 16); 

6a:-hl5  =  6a:-32  .  .  .  .  (W) 

Diese  Gleichung  enthält  x^  als  höchste  Potenz,  zugleich  aber 
verschwindet  diese  Potenz  vollständig  aus  der  Gleichung,  folglich 

ist  a;  =  oo. 

Nach  Entfernung  der  Glieder  6  a;   enthält    die  Gleichung   die 
Unbekannte   nicht  mehr  und  folglich  hat  die  gegebene  Gleichung 
auch  nur  die  eine  Auflösung  a;^oo. 
Beweis.     W  läfst  sich  schreiben: 

6a;-f-47  =  6a;. 
a;==oo  gesetzt,  giebt: 

6004-47  =  600,  d.i.  (s.  §.  18,3) 
00  -|-  47  =  00. 

Hier  ist  nach  §.  18,  2  die  linke  Seite  der  rechten  gleich,  folg- 
lich ist  00  eine  Auflösung. 

Anmerkung.  Auch  im  9.,  12.  und  15.  Beispiel  findet  dieser 
Lehrsatz  Anwendung. 

Zusatz.  Mittelst  des  1.  Auflösungssatzes  annulliert  man 
Gleichungen  (s.  §.  75,  5  u.  6). 

Beispiel.  2a:  —  15a:^=  13^  +  7a:^  — a:*; 

a:*  —  22a:^  +  2a;— 13^  =  0. 

2.  Man  kann  beide  Seiten  der  Gleichung  mit  der- 
selben Zahl  multiplicieren. 

X 

Beweis.  —  =  «.  Jede  Seite  mit  &  multipliciert  nach  dem 
Satze:  „Gleiches  mit  Gleichem  multipliciert  giebt  Gleiches": 

^'b  =  a'b,  d.i. 
x  =  ab. 
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Anwendung.  Mittelst  dieses  Satzes  beseitigt  man  die  Nen- 
ner der  Gleichung,  indem  man  dieselbe  mit  dem  Generalnenner 
multipliciert. 

3  7 

1.  Beispiel. h  1  =  — • 

^  x  X 

Unbekannte  Nenner  sind  unbedingt  zu  beseitigen,  denn 
nach  §.  75,  3  u.  5  darf  die  Gleichung  die  Form 

3a;~'  +  l  =  7a:"' 
nicht   haben.     Mithin  ist   die   gegebene   Gleichung   (d.  i.  jede  der 
beiden  Seiten)  mit  x  zu  multiplicieren. 


X 


f--f-l)  =  a:.- (A) 

\  X  J  X 


d.i.     3  +  ^  =  ^; 
x  =  \. 

In  der  Praxis  läfst  man  auf  die  gegebene  Gleichung  unmittel- 
bar die  vorletzte  Gleichung  folgen. 

o  13   .     .   1        13        %x    .  2x    ,  ^   ,    Wx 

2.  Beispiel.     _-  —  +  ,.  =  — +  2 +  ^g-. 

Die  bekannten  Nenner  beseitigt  man,  weil  es  sich  mit  gan- 
zen Zahlen  bequemer  rechnen  läfst.  Die  gegebene  Gleichung  ist 
daher  mit  dem  Generalnenner  4- 9-7  =  252  zu  multiplicieren,  und 
zwar  dividiert  man  stets  zuerst  den  Generalnenner  durch  den  Nen- 
ner des  zu  multiplicierenden  Bruches  und  multipliciert  den  hierbei 
erhaltenen  Quotient  mit  dem  Zähler  (s.  §.  59,  1,  III).     Um  z.  B. 

13       . 
-TT^  mit  4 »9 «7    zu   multiplicieren,   dividiert   man  zunächst  4 -9 -7 

durch  36  und  multipliciert  nun  den  gefundenen  Quotient  7  mit  dem 
Zähler  13. 

91  —  96a;  +  252a;  ==  56a;  +  504  +  99a:; 


3.  Beisp 

.  .       hx         1 
'^•-      63-21  = 

4a: 
49* 

Hier  kann  man  zuerst  mit  dem  in  allen  Nennern 

enthaltenen 

gemeinsamen 

Faktor  7  multiplicieren. 

5a:         1 
9          3 

4a:        . 
=    ^  ;  mit 

7-9  mult. 

35a:  — 21 

=  36a:; 

X' 

=  -21. 

4.  Beisn 

.   ,        8a: — 7c 
lel. 

6a:-f5c  _ 

1 

^  5a:— 15         4a:— 12         20 

Um  den  Generalnenner  nicht  zu  grofs  zu  nehmen,  löse  man 

2* 
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die  zusammengesetzten  Nenner  stets  in  ihre  kleinsten  Faktoren  auf 
(s.  §.  60,3    und  §.  61,  2  vorletztes  Beisp.). 

Daher  8a;  — 7c         Qx-\-bc  1         .    «    , 

5(^-3)-  4(^-3)  =  2Ö'  ™^t  20(^-3)  mult. 

32a:— 28c  — 30a:  — 25c=a;  — 3; 
a:  =  53c— 3. 

^  Tj   •      .    ,       19a:  — 7        5a:-l-3    .    , 
5.  Beispiel.  —  '    * 


■^  3 

Doppelbrüche  sind  stets  zu  vereinfachen: 
38a:— 14  ^  15a;  +  9 
3-j-2a:  3+a:     "^ 

Nun  erst  mit  (3  H-2a:)  (3  4-^*^)  multipliciert: 
(38a:  -  14)  (3 +  a:)  =  (15a: +  9)  (3  + 2a:) +  (3  + 2a:)  (12  4- 4a:); 
100a:  — 42  + 38a:' ==  30a:' +  63  a: +  27-1- 8a:^  + 36a: +  36. 

Da  sich  die  höchste  Potenz  x^  vollständig  hebt,  so  hat  die 
Gleichung  eine  Auflösung  a:=oo.     Alsdann  ist  noch: 

100a:  — 42  =  63a: +  27  + 36a: +  36; 
a;=105  (2.  Auflösung). 

6.  Beispiel.    7  =  2^(^-2)- lf(^  + lo). 

Zusammengesetzte  Produkte  sind  vor  der  Multiplication  der 
Gleichung  auszumultiplicieren,  da  man  sonst  leicht  den  General- 
nenner zu  grofs  (16*9 -5)  nehmen  könnte. 


7  = 

■x  — 

^ 

X 

-16; 

mit  2  mult. 

14  = 

2x- 

-9 

—  X  — 

-32; 

x  = 

55. 

7. 

B 

eispi 

lel. 

4a: 

—  19  — 

37a:  = 

14a: 
13 

-34  a:— 17. 

Um  nicht  zu  viele  Glieder  und  hierbei  oft  unbequeme  Zahlen 
multiplicieren  zu  müssen,  hat  man  vor  der  Multiplication  mit  dem 
Generalnenner  diejenigen  Glieder  zusammenzuziehen,  bei  denen 
dies  sehr  leicht  bewerkstelligt  werden  kann.     Daher: 

14a: 
X  =  —TK — h  2 ;  nun  erst  mit  1 3  mult. 
1  «5 

13a:=14a:  +  26; 

a:  =  — 26. 
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8.  Beispiel. 


3a:  +  2  7^-f-l  _  6x  +  b         IIa;  — 7 


8.r— 11     '        57  19  57       * 

Hier  vereinigt  man  nach  derselben  Regel  die  3  letzten  Brüche, 
nachdem  man   den  vorletzten  Bruch  mit  3  erweitert  hat.     Daher: 
3x  +  2    ^  — 7a:— 14-18a;+15  — lla;-f  7 

3a;  +  2  7 


8a:— 11         19 
57a:  +  38  =  56a:  — 77; 
a:=— 115. 


;  mit  19(8^  —  11)  mult. 


9.  Beispiel. 


Ax-\-2i  5  +  4a:  2-{-x  1  ~2x 


4(a:  — 3)        6(a:  +  3)        x—3    '    3(a:  +  3)* 
Hier  ist  der  1.  und  3.  Bruch,  desgleichen  der  2.  und  4.  zu  ver- 
einigen. 

4a: +  21  — 8  —  40:        5 -f- 4a:  +  14  — 4a: 


4(a:  — 3)                         6(a:-i-3) 

13                   19              .    ,^/  2 

•    mit    1  ^  1  -r 

-9)  mult, 

4(a:-3)        6(a:  +  3)'  "^'^  ^^^^'^ 
39(a:  +  3)  =  38(a:-3); 
39a:+117  =  38a:— 114; 
a:  =  — 231. 

lO.Beispieh      -^-21=1^  +  ^. 

Sind  mehrgliederige  Nenner  nicht  vorhanden,  so  vereinigt  man 
vor  der  Multiplication  der  Gleichung  die  Brüche  mit  sehr  ver- 
schiedenartigen Nennern  nicht.     Hier  wird  man  also  nicht  zu- 

19        2 
nächst  -;r^  —  —   und  If  H-2f  vereinigen,   sondern  weit  bequemer 

zum  Resultate  gelangen,  wenn  man  die  gegebene  Gleichung  so- 
gleich mit  dem  Generalnenner  28  •  3  multipliciert.  (Vergl.  auch  das 
2.  Beisp.). 

57a:  — 240  =  154  + 56a:; 
a:  =  394. 

ii    ü   •      -1        1       A^   ,     36a: +7        _. 
ll.Be.spiel.     -=l^  +  ^^^-g--2|. 

Wollte  man  hier  (wie  im  2.  und  10.  Beisp.)  unmittelbar  mit 
dem  Generalnenner  multiplicieren,  so  würde  die  Rechnung  wegen 
des  mehrteiligen  Generalnenners  ziemlich  zusammengesetzt.     Ent- 
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hält   daher  die   Gleichung  mehrteilige  Nenner,    so   vereinigt  man 
zuvor  die  einteiligen  Brüche,  auch  wenn  sie  verschiedenartige  Nen- 
ner haben  sollten. 
Hier  ist: 

2|  +  |-lf=l+|  +  f-|  =  lT'A, 

131 
wofür  T^TT  zu  setzen  ist,  weil  die  Rechnung  mit  unechten  Brüchen 

oft  bequemer  wird. 

131  360^4-7         .    ,^^,_      ,  ^, 

120  =  3(11^+21'  mit  120 (IIa; +  2)  mult. 

131(lla;  +  2)  =  40(36a;  +  7); 

1441a:  -f-  262  =  1440a;  -f-  280; 

a;=18. 

12.  Beispiel. 

3(y  +  7)(lH-f)  =  40l— ?^(|  +  11A); 

/^        245        ^       '^^\_.A^^i        ^^^         ^^^ 
^Vl8  "^"IS"""  14         2"y""'*^*'~"    14    ""     2' 

bx    ,    245        3a;^        21a;       _,        3a;'        19a; 


m 


6*6  14  2  ^         14  2 

Um   nicht  mit   zu   grofsem   Generalnenner  (hier  mit  42)   zu 
multiplicieren,  hat  man  stets  nachzusehen,  ob  sich  GHeder  heben. 

Hier  verschwindet  — r^"  (Auflösung :  a;  =  oo)  und  man  erhält  ein- 

^^"^^^""^         5a;  ^245        21a;       .„,        19a;       ._        . 
—  + ^  =  40^ —;  mit  6  mult. 

5a;  +  245  — 63a;  =  243  — 57a;; 
a:  =  2. 

714  13  17 

13.  Beispiel.      3^ - 1517— ßi^  =  *  +  99l- 
Hier  würde  der  Generalnenner   unverhaltnismäfsig   grofs  und 

die  Rechnung  daher  sehr  zusammengesetzt,  folglich  verwandelt  man 

die  gemeinen  Brüche  in  Decimalbrüche. 

3,3243243  -  0,4706658  -  ^2^^^!^  =  i  ,8536585  +  ^lUUlll. 

mit  X  mult. 
3,3243243a; -0,4706658a;  — 0,203125  =1,85365850; +  0,1717172; 

a;  =  0,0937106. 
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14.  Beispiel.     ^b  +  -^-~j^~^ba  +  2. 

Befindet  sich  die  Unbekannte  nur  in  einem  Zähler,  so  behält 
man  zunächst  den  zugehörigen  Bruch  allein  auf  einer  Seite  und 
multipliciert  dann  mit  dem  Nenner  desselben. 

a;4-7  =  (a  +  2&— l)(5«  +  2-3^>); 
x==ia-\-2b—\)  (5a+2  — 3^>)  — 7. 

15.  Beispiel. 

lX'{-2Sb  —  S0    "^      x-\-Ab  —  b      ~ 
Da  lx-\'2Sb  =  lix  +  ib);  2\x -{-SU  =  2\  {x-}- Ab): 

bx-\-20b  =  b{x-^Ab),  so  wird  die  Auflösung  sehr  ein- 
fach, wenn  man  für  einen  der  zusammengesetzten  Ausdrücke  der 
:egebenen  Gleichung  ein  einfaches  Zeichen  einführt. 

In   der  Regel  wird   die  Rechnung  am   einfachsten,    wenn  ein 
solches  für  einen  der  Nenner  genommen  wird.     Es  sei  daher: 
x-\-  Ab  —  5  =  ?/,  folglich 

x-\-Ab  =  y-{-b.     Mit  21,  7  und  5  mult.: 
21a;4-84&  =  21(i/  +  5), 
lx  +  2Sb  =  l(y-\-b), 
bx  +  20b==biij  +  bl 
Diese  Werte  in  die  gegebene  Gleichung  substituiert: 
21(y+5)-lQ3    ,    5(y  +  5)-23_ 
7fe+5)-30    "^  y  -^^-i- 

21Z/  +  2    ,     5?/  +  2        ^       , 

^  ^7  r  H ^-^ =  8;  oder 

77/  +  5  ^        y 


21y+2 


5 


72/  +  5     '        '     y  ' 

4^f^  +  -  =  3;  mit  yUy-ho)  mult. 
ly  -\-  D  y 

2\t/  +  2y-\-Hy  +  10  =  2ly'-hl^!j (C). 

Da  sich  y    hebt,  so  ist         y  =  oo,  d.i. 
x-\-Ab  —  5  =  oo,  daher 

x  =  oo  (I.Auflösung). 

Die  Gleichung  C  geht  nach  Beseitigung  von  y    über  in 
?/  =  — 10,  d.i. 
a;-h4&  — 5  =  — 10; 

x  =  —  Ab  —  5  (2.  Auflösung). 
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16.  Beispiel.       — x  =  a  —  2b—  de. 

Um  die  negativen  unbekannten  Glieder  der  linken  Seite  po- 
sitiv zu  erhalten,  multipliciert  man  die  Gleichung  mit  —  1  (wenn 
man  die  beim  10.  Beispiele  des  1.  Satzes  angegebene  Regel  nicht 
anwenden  will).     Hier  mit  —  1  mult. 

x  =  2b-{-dc  —  a, 

Lehrsatz.  Sind  alle  Glieder  der  Gleichung  Brüche  und  ent- 
hält jeder  Nenner  die  Unbekannte  in  höherer  Potenz  als  der  zu- 
gehörige Zähler,  so  hat  die  Gleichung  cx)  als  Auflösung. 

1.  Beispiel.     -^-^_--^  =  ----^. 

Alle  Glieder  dieser  Gleichung  sind  Brüche,  in  jedem  Nenner 
ist  X  ,  in  jedem  Zähler  x  als  höchste  Potenz  von  x,  jeder  Nen- 
ner enthält  mithin  die  Unbekannte  in  höherer  Potenz  als  der  zu- 
gehörige Zähler,  folglich  ist  a;^oo. 

Beweis.  Setzt  man  a:  =  oo  in  die  gegebene  Gleichung,  so 
erhält  man: 

^^— ^=-^.  <^- i-  (§• '8.  4  U.9) 

14  11  ^ 

—  —  —  =  —  oder  (§.  18,  12) 

0  —  0  =  0. 

Da  die  linke  Seite  der  rechten  gleich  ist,  so  ist  oo  ein  Wert 
von  X. 

Nach  der  Multiplication  mit  dem  Generalnenner 

erhält  man: 

U(x-^S){x  —  2)-l\  ix-\-2)ix—2)  =  d(x'\-2)(x  +  d),  d  i. 
3  ^^ -f- 14a;  —  40  =  3  o:^ -I- 15a;  +  18. 

Auch  hier  ist  a:==oo.  Nach  Entfernung  der  Glieder  x^  er- 
hält man  noch  x  =  —  58. 

2.  Beispiel. 


3  a;' -1-7 


Im  1.  Bruche  ist  im  Nenner  x  ,  im  Zähler  x  ,  im  2.  Bruche 
im  Nenner  x  ,  im  Zähler  x  als  höchste  Potenz  von  x^  folglich 
hat  jeder  Nenner  gröfsere  Potenzen  als  der  zugehörige  Zähler, 
daher  x  =  oo.     Nach  der  MultipHcation  mit  dem  Generalnenner: 

15a:'-|-35  =  15a:'-f  o;;  (a:=oo!) 
a;=35. 
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3.  Beispiel.     bx~^  =  6x~^  —  13a;~^,  d.  i. 
5  _  6        13 

X  '^  X 

Da  hier  jede  Potenz  von  x  im  Nenner  gröfser  als  im  Zähler 

ist,  80  ist  a;=oo. 

Nach  der  Multiplication  mit  x  : 

5  =  6a:  — 13a:;  oder 
6a:^— 13a:  — 5  =  0;  d.i.  (s.  §.  64,  1,V) 
(3a:  4-1)  (2a:  — 5)  =  0. 
Folglich  nach  dem  nächsten  (3.)  Satze  noch: 

3a:  +  1  =  0  oder  x  = ^ 

o 


und  2a:  — 

-5  =  0     „      x  =  2^. 

4 

2  a:'— 5            5— 2a:' 

X 

a:'(a:— 1)         a:'(a:  — 1)' 

Da  die  Gleichung: 

4 

2a:'-5        5-2a:' 

x' 

^^„^3         ^^_^^ 

geschrieben  werden  kann  und  jeder  Nenner  x  in  höhern  Potenzen 
als  der  zugehörige  Zähler  enthält,  so  ist  x  ==  oo. 

Nach  der  Multipl.  der  gegebenen  Gleichung  mit  a:'  (x — 1): 
,4(a:— D  — 2a:'  +  5  =  5a:— 2a:^  (a:  =  ooI) 
4a:  —  44-5  =  5a:; 
a:  =  l. 

1.  Anmerkung.     Die  Regel  (s.  Matthiessen,  Schlüssel  zu  Heis, 

1 
§.  61,  97),   dafs  x=oo  ist,  wenn  — -  (positives  n)  als  Faktor  aller 

X 

Glieder   der    Gleichung    auftritt   (s.   das   vorstehende   Beispiel)   ist 
falsch.     Denn  in  j.  i  o  _l    2 

ist  X  nicht  =00,  da  mit  diesem  Werte 

2  «  2      •    •    •    •    ^        '' 

00  7oo  —  00 

entsteht. 

Die    linke  Seite  ist  hier  0.     Rechts  durch  00^  gekürzt,  giebt: 
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0  =  -- ,  d.i. 

-^ 1 

oo 

04-1 
0  =  -^^  oder  0  =  — l! 

Hätte  man  die  rechte  Seite  in  W  nur  mit  oo  gekürzt,  so 
würde  man  ^^ 

oo  ' 

rechts  also  immer  eine  von  0  verschiedene  endliche  Zahl  erhalten 
haben ! 

2.  Anmerkung.  Enthält  die  Gleichung  unbekannte  Nenner, 
so  mufs  sie  mit  dem  Generalnenner,  also  mit  einem  unbekannten 
Ausdrucke  multipliciert  werden.  Dafs  aber  eine  Gleichung  nicht 
mit  einem  beliebigen  (mit  dem  Generalnenner  nicht  überein- 
stimmenden) unbekannten  Ausdrucke  multipliciert  werden  darf, 
wird  der  2.  Lehrsatz  des  nächsten  (3.)  Satzes  zeigen. 

3.  Man  kann  beide  Seiten  der  Gleichung  durch  die- 
selbe Zahl  dividieren. 

Beweis.  bx  =  a.  Beide  Seiten  durch  ^  dividiert  nach  dem 
Satze:  „Gleiches  durch  Gleiches  dividiert  giebt  Gleiches". 

bx        a     ,  . 

a 

Anwendung.  Mittelst  dieses  Satzes  findet  man  aus  der  mit 
einer  bekannten  Zahl  multiplicierten  Unbekannten  die  Unbekannte 
selbst  (verwandelt  man  die  Form  ax  in  x). 

=  12.    Die  Gleichung  durch  3 

=  -3-,  d.i. 

=  4. 

2.  Beispiel.     -^  —  4^  = -^  +  2^  +  20:;  mit  12  mult. 

9a;  —  52  =  1 0.T  +  30  +  24:r; 

25a:  =  —  82  (s.  10  Beisp.  des  1.  Satzes); 
durch  25  dividiert: 
a;  =  — 3,28. 


1.  Beispiel. 

3a; 

dividiert : 

3a; 
3 

X 
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3.  Beispiel. 

x—\        2x-{-b  3x  —  l        ...        . 

— -z =x — ^ ;  mit  24  mult.: 

4  D  ö 

6a;  — 6  — 8a:  — 20  =  24a;  — 9a;  4-21; 

1 7  o;  =  —  47 ;  durch  1 7  dividiert : 
a;  =  -2{f 

4.  Beispiel. 

5  (3a;  — 2)        3  (a;  +  3) 


6a;+12  4a;  — 8 


=  li;d.i. 


5(3a;-2)        3(a;  +  3)  _  7  i2(,;  +  2)  (a;-2) 

6(a;4-2)         4(a;-2)  ""  4  '  ™'^  l2{x-\-l)  {x      I) 

oder  12  (a;^  — 4)  mult 

10(3a;— 2)(a;-2)— 9(a;+3)(a;  +  2)  =  2l(a;'— 4); 

30a;^  —  80a;  4- 40  —  Oo;^  —  45a;  — 54  =  21a;^  — 84; 

x=oOj  weil  sich  x   hebt.     Alsdann: 

125a;  =  70;  durch  125  dividiert: 

14 

^  =  ^- 

3  .  . 

5.  Beispiel.     8a;  =  — .     Die   Gleichung  ist   nicht   mit  7  zu 

multiplicieren,  sondern  sogleich  durch  8  zu  dividieren. 

56* 

6.  Beispiel. 

2i-u(-|-2)(6a;  +  |-)=3t  +  a;(3i-4a;); 


2i-A(3^2_12a;  +  |-y)  =  3|-f 


lOo;        ^    2 
—  4a;  ; 


3 

2i-4a;^+16a;-|  +  |-  =  3H-i|^-4a;^ 

X    hebt  sich,  folglich  x  =  oo.     Alsdann  mit  6  mult. 
15  +  96a;  —  a;  +  4  =  23  +  20  a;; 
75a;  =  4; 

''~  Ih' 
7.  Beispiel. 

{'2a  —  U)x  —  ha-\-1^ah  —  \%h^=^Za'-^ab  +  'dh^; 
(2a  — 3&)a;  =  8a^  — 26a^-|-2U'. 
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Sa—2Qab  +  2ib' 


Durch  2  a  —  3  &  dividiert :   x 


2a  — ^b 

Bei  solchen  Ausdrücken  ist  stets  die  Partialdivision  anzu- 
wenden; x  =  Aa  —  7b. 

0Q7.        1 1  7. 

S.Beispiel.     -^H — ^  =  243;  mit  IS-l?  mult. 
17  1  o 

299a;+187a;=  13. 17.243. 

Sind  andere  absolute  Glieder  nicht  vorhanden,  so  multipliciert 
man  ein  solches  Produkt  nicht  aus,  weil  sich  bei  nur  angedeuteter 
Produktform  die  Gleichung  leichter  dividieren,  resp.  der  entstehende 
Bruch  leichter  kürzen  läfst. 

486^;=  13 -17.243;  durch  243  div.: 
2a:  =  13.17; 
2a;  =  221; 
a;=110i. 

9.  Beispiel. 

Aix  +  dia-\-2b)       ..,,,.  ,^^        u 
.  '       — -i-^  =  ^;  mit  a;+llö  —  17^>  mult. 

44aj+3a  +  6^>  =  5a:4-55a  — 85&; 
39^  =  52a  — 91&. 

Haben  alle  Glieder  der  Gleichung  einen  gemeinsamen  Faktor, 
so  ist  die  Gleichung  vor  allen  Dingen  durch  denselben  zu  divi- 
dieren, um  mit  bequemeren  Zahlen  rechnen  zu  können.  Durch 
13  dividiert:  dx^Aa-U; 

Aa—lb 

10.  Beispiel. 

Sbx  d\x  119 


3a;  — 9         Qx+1  6    * 

Durch  den  gemeinsamen  Faktor  17  dividiert: 

T^^)  -  "6^= I'  ™^'  ^  f^  -  ^^  (^^  +  ^^  "^"^^• 

60;r' +  lOo;  -  18a:^  +  54a;  =  42a:^  -  119a:  — 21. 
x^  hebt  sich,  folglich  x  =  oo.     Alsdann: 

183a:  =  — 21;  durch  3  dividiert: 
61a:  ==  —  7; 
7 
^  =  -61- 
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11.  Beispiel.    ax-\-b  =  cx-\-d; 
ax  —  cx  =  d  —  h. 

Die  Glieder,  welche  mit  einerlei  Potenz  der  Unbekannten  mul- 
tipliciert  sind,  sind  stets  in  ein  Glied  zusammenzuziehen  (s.§.  75,9). 

{a  —  c)x  =  d  —  b;  durch  a  —  c  dividiert : 
d  —  b 


a  —  c 


.  (A) 


Die  gegebene  Gleichung  hätte  man  auch  in  folgender  Weise 
auflösen  können :  b-d==cx-ax; 

b  —  d^(c  —  a)x;  durch  c  —  a  div. 

x  = .  .  .  .  (B) 

c  —  a 

Diese  Auflösung  ist  von  A  nicht  verschieden,  denn  A  mit 
—  1  erweitert  giebt  B. 

12.  Beispiel,    x  —  ax  —  2bx=\  — a  —  4 ab  —  4b^. 

Da  mehr  negative  als  positive  Glieder,  vorzüglich  aber  mehr 
negative  unbekannte  Glieder  vorhanden  sind,  so  multipliciert  man 
die  Gleichung  mit  —  1. 

ax  +  2bx  —  x  =  a^-i-4ab-\-Ab^—l;  d.i. 
ia-i-2b  —  l)x  =  (a-i'2by  —  i; 

ia  +  2bf-^  , 
^  («  +  26)- 1  '  '^•'• 
x=  («  +  2&)  +l  =  a4-2&  +  l. 

13.  Beispiel. 

da  —  Abx        bb-\-Aax  ^  2{a^  +  ^b^) 
Qb  —  2ax        4a  —  Qbx  ~  dab  ' 

3a  — Ux  bb-{-4ax   ^2(a^  +  3^>') 

2(3b—ax)        2{2a—Sbx)~  dab 

Mit  Qab  (Sb  —  ax)(2a  —  Ux)  mult.: 
Sab(2a-  Zbx)ida  — Ux)  —  3ab{3b  —  ax){bb  +  4:ax) 

=  A{a^-\-db^){U  —  ax){2a-3bx); 
Zab{Qa^  —  n  abx -\-  i2b^ x^)  —  'S ab{\bb^ -}-l abx  —  i  a^  x^) 

=  {4a^ -{-  \2b')  {Qab  —  2a^ X --9 b^ X  +  'd abx% 
\Sa^ b  —b\  a^ b^ x-{-dQab^  x^  —  Ab  ab^  —  2\  a^ b^ X-]-  12a^ bx^ 

^2Aa^b  —  Sa'x—dQa^b'x  +  12aHx^-^12ab' 
—  24a^b^x—\0Sb^X'{-Zßab^x\ 
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Die  Glieder  mit  x  heben  sich,  daher  o;  =  00.  Man  vereinigt 
nun  die  Glieder  für  sich,  welche  a  x  als  Faktor  haben,  dann  die, 
welche  a  h  x  enthalten  u.  s.  w.     Daher 

^ax—Xlah^x+XO^h^x^^a^h  -+-117a«>^ 

3a^>(2a'  +  39^>') 

^{la—'6ab'-{-11lf)' 


X 


14.  Beispiel. 


a  —  b    ,    c 


X  —  h        X —  d       X  —  a 

Von  Vorteil  ist  es  oft,    zunächst  die  Brüche  für  sich  zu  ver- 
einigen, welche  gleiche  Zähler  haben. 


\x  —  c       x—dj  \x  —  a        X  —  hJ 


i^-b)',       \,        ,,={c  —  d) 


{x  —  c){x  —  d)  {x  —  a)  {x  —  b)' 

Die  Gleichung  durch  (a  —  b)  (c  —  d)   dividiert  und  dann  mit 
(x  —  ä)  (x  —  b)  {x  —  c)  {x  —  d)  multipliciert : 

{x  —  a)  {x  —  b)  =  {x  —  c)  {x  —  d)\ 
X  —  {a-\-b)  X  -\-  ab  =  x^  —  {c  -\-  d)  X  -{■  cd\  {x  =  00) 
{c-^d  —  a  —  b)x  =  cd  —  ab\ 

cd  —  ab 


X- 


d 


15.  Beispiel. 


c(«+&)-i-a'        c{a+b)—b^  a  ,  fe' 


x  —  a  X  —  b  X  —  (öt  +  c)        X  —  {b  —  c)' 

Die  Brüche  mit  gleichen  Zählern  vereinigt: 

\x — a        X  —  bJ  \x  —  a        x  —  a  —  cj 

^^2/  1 \_\ 

\  x  —  b-^-c        x  —  b  J* 

Die  Brüche  vereinigt: 

__c(y-^ ^Ä .         c6^        _  Q 

{x  —  a)(x  —  b)        (x  —  a){x  —  a  —  c)        {x  —  b){x  —  b-\-c) 
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Die   Gleichung   durch   c  dividiert   und   die  Brüche   mit   dem 


Zähler  a  ,  eben  so  die  mit  h    vereinigt: 


a      l     \ 
—  a  \x  — 


X 


(i{—a-\-h 


!       X  —  h  \x  —  a 


h-\-c 


)■■ 


b\—a-{-b  —  c) 


{x  —  a)(x  —  b)  (x 


c) 


(x  —  b)(x—a)(x—b-^c)  ' 


a;  =  oo   (s.  den  Lehrsatz  im  2.  Satze).     Die  Gleichung  durch 
a-\-b  —  c  dividiert  und  mit  (x  —  a){x  —  b)  multipl. 


X  —  a — c  X  —  &  +  c' 

Mit  (x  — a  —  c)(x  —  b-^c)  mult: 

{a+b^)x=a{b  —  c)-{-b\a-{-c); 
aib  —  c)  +  b^{a-^c) 


a'^b' 


16.  Beispiel. 
a(b  —  c) 
X  —  d 


e{b  —  c)    ,    aid  —  b)-he(f—b) 


X' 


f 


a{d 


X  —  c 
c)-\-h(f-c) 


X  —  b 
Man  setze  die  a  enthaltenden  Brüche  links,  die  mit  e  rechts; 


a(b  —  c)        a(d  —  b)        a(c  —  d) 


X 


X  —  c  X  —  b 

eif—c)    ,    e{b—n 


X' 


e(c  —  b) 


x-f 


Die  Gleichung  mit  {x  —  b){x  —  c)  {x  —  d)  {x  — /)  mult. : 
{J)  —  c)x—{b^—c)x-\'bc{b  —  c) 
+  {d-b)x^  —  {(f  —  b^)x  +  dbid  —  b)  \  (o;— /■)  = 
-{-(c-'d)x^  —  {c^  —  d^)x-{'Cd{c  —  d) 
(f^c)x'-{f-c')x  +  fc(f-c) 
-\-(c--b)x^  —  {d'  —  b'')x-\'Cb(c  —  b)  \  (x-d). 

-{•{b-nx'-{b'-f')x+bnb-n 


und 


Jetzt  heben  sich  die  Glieder  mit  x  in  den  Parenthesen 
man  behält: 
aib-d)  (c  —  b)  (d-c)  {x—f)  =  b{l)-c)  (c—f)  (f—b)  (x  —  d) 
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Durch  c  —  b  dividiert: 

a{b-d)id^c){x-n  =  biC'-nib-ni^-d); 
a{h  —  d)  (d—c)x  —  af{b  —  d)  (d— c)  =  b{c  —  f)  {b  —  f)  x 

-bdic-nic-r); 
_  af{b  —  d){d  —  c)  —  bd{c—f)(b—f) 
^~    a(b-d){d  —  c)  —  b{c—f){b  —  n  ' 

17.  Beispiel. 

a-{-b        (a-\'2b)(bx  —  l)  ^ 
c-hl  3H-4C 

Ist  die  Unbekannte  nur  in  einem  Faktor  eines  Produkts  vor- 
handen, so  entferne  man  die  Glieder  aufserhalb  dieses  Produkts, 
dann  die  Faktoren  und  Divisoren  des  unbekannten  Faktor,  bis 
dieser  allein  auf  einer  Seite  steht.    Daher: 

ia  +  2b){bx^l)  _  a  +  b 

3  +  4c  c  +  1  ' 

(a  +  2b)(bx-l)  =  {d-h4c)(^^^-d); 


5x  — 7  = 


a  +  2b  \c  + 
5x      7   I    3  +  4c/a  +  ^^       X 

(^±^-d) 
5(a-h2&)  VcH-l         / 


x=l,4  ' 


18.  Beispiel.      ^^±^  =  c-h^. 
^  a;+4 

Nach  dem  Satze:  „Man  kann  den  Divisor  mit  dem  Reste  ver- 
tauschen", oder  „der  Divisor  ist  =  dem  Dividend  dividiert  durch 
den  Quotient"  erhält  man  unmittelbar: 


19.  Beispiel. 


^  +  '-c  +  ä-' 

a-hb 
^-c^d- 

-4. 

7               9 

3 

X  —  2        x—Z        o:  —  4        X 


Um  hier  nicht  jedes  Glied  mit  einem  Produkte  aus  3  binomen 
Faktoren  multiplicieren  zu  müssen,  setzte  man  x — 2=?/  (s.  2.  Satz, 
15.  Beisp.),  folglich  ist  x=^y-\-2. 
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7  9  3  5 

Daher:  7-  ^  +  2-3  ==^  +  2-4  "y  +  2-5' 

7  9^3 5^_ 

?/        y—1        y  —  2        y  —  d' 

M.ityiy—\)iy  —  2)  (y  —  3)  mult. : 
[l{y-[)-9y](y-2)(y-d)  =  y{y-l)[d(y-d)-b{y~2)]; 
i-2y-l){y'-by  +  ^)  =  {y'-y){-2y-i-\); 
-2y'-\-3y'  +  2^y-A2  =  -2y'-\-3y'-y; 

Folglich  zunächst  y  =  oo  (s.  den  Lehrsatz  im  1.  Satze),  d.i. 

X  —  2  =  00 

a;  =  oo-|-2 

Nach  Beseitigung  von  y  ^  und  y^ : 
242/  =  42; 
?/  =  l|,  d.i. 
o;  — 2  =  1| 
a;  =  3f. 

20.  Beispiel. 

45aa;  — 18&  +  27cH-95         20^a;  — 8^>+ 12c  4- 39 
10ax  —  Ab  +  Qc-\-\^    "^     5aa:  — 2&  + 3c+ 11 


84. 


Die  3  ersten  Glieder  des  2.  Nenners  mit  9,  2  und  4  mult., 
giebt  die  3  ersten  Glieder  der  3  andern  Polynomien,  folglich  ver- 
einfacht sich  die  Auflösung,  wenn  man  den  2.  Nenner  ==y  setzt. 

Ist  aber  5aa;  — 2&  +  3c+ H  =2/,  so  ist 

bax  —  2b-\-Sc  =  y  —  l\,  folglich 
45«a;— 18&4-27c  =  9(^— 11), 
20aa;  — 8&  +  12c  =  4(2/— 11), 
10ax-4.b-{'Qc  =  2{y  —  n). 


Setzt  man  diese  Werte  in  die  gegebene  Gleichung,  so  erhält 


man: 


9(7/-ll)  +  95         4(y-ll)  +  39  _  17         . 
2(?/— 11)  +  19  "^  y  2  '     •  • 

9,-4     .     4,-5  _  17     ^^^^ 


2,-3     '         ,  2 

9,-4  _^^_  5_17 


2,-3     •  ,  2  ' 
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9y  — 4   _   5  _  9^ 
2«/-3        7~"2' 

mit  2  y  (2 !/  —  3)  mult. : 
22/(9?/ -4)  — 10(2?/- 3)  =  9?/(22/~3); 

182/'-282/  +  30  =  18?/'-27?/..(Y) 
Hier  ist  zunächst  y  =  oo,  d.i. 

5aa;  — 2ö+3c+ll  =  oo 
5öa:  =  oo 

Nach  Beseitigung  von  i/^  giebt  Y: 
28?/  =  57; 
?/=2^,  d.i. 

bax  =  2b  —  dC'-SU 
x=^-^i2bSc-SU)' 

1.  Lehrsatz.    Sind  von  2  gleichen  Brüchen  die  Zähler  gleich, 
so  sind  auch  ihre  Nenner  gleich. 

A         A 
Beweis.  ~^  =  "7rj  durch  A  divid.: 

11. 

^-=— ^,  mit  BC  multipL: 


Beispiel. 


C= 

=  B, 

9a  — 

■lOö 

9a- 

-     TnlfTii/^ri 

14a- 

-Abx 

21b- 

-2aa:'*^*-*''^ 

14a- 

-Abx^ 

21b- 

-2aa;; 

x  = 

1  - 

2  * 

-14a+27& 
a  —  2b 

Auf  den  2.  Bruch  Partialdivision  angewendet: 

^         b 
^~2{2b  —  a) 

2.  Lehrsatz.     Die    reciproken   Seiten    einer   Gleichung   sind 
einander  gleich. 

^         .  A         C        .BD 

Beweis.  B^~d'^  "^'^  ~ÄC 
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D        B     ,  ,        , 

-^=  -^  ,  d.i.  auch: 

Befindet  sich  daher  die  Unbekannte  nur  in  einem  Nenner,  so 
nimmt  man  die  Seiten  der  Gleichung  reciprok. 


1.  Beispiel. 


1  a-{-b_ 

h  ' 

h 
;d.i. 


X  ^  3a  +  4& 

1  a  +  h 


.  =  l^±4^  =  34 


2.  Beispiel. 


a-^-h  a-\-h ' 

1  3 


2x-i-da—U        Aa  +  lb 

Aa  +  lb 


2x-{-da  —  4b 


3 


2x  = ^ 3«4-4&;  d.i. 


2x  = 


bja  +  b) 

3        ' 
5(a  +  &) 

^= r-- 

3.  Lehrsatz.  Giebt  die  durch  einen  unbekannten  Ausdruck 
(z.  B.  durch  die  Unbekannte  selbst)  dividierte  Gleichung  keinen 
unbekannten  Nenner,  so  erhält  man  aus  der  Gleichung,  die  da- 
durch entsteht,  dafs  man  jenen  unbekannten  Ausdruck  =0  setzt, 
eine  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung. 

Beweis.  Es  sei  die  Gleichung  AXY=BXZ  gegeben,  wo 
A  und  B  bekannte  Zahlen,  X,  Y  und  Z  aber  Ausdrücke  sein  sol- 
len, welche  die  Unbekannte  enthalten, 

[z.  B.  7(2aa:  — 35)(4x-f-9)  =  2(2aa:  — 3ö)(5a;  — 6a)]. 

Diese  Gleichung  läfst  sich  durch  X  (im  Beispiele  durch 
'lax  —  Zb)  dividieren,  ohne  dafs  ein  unbekannter  Nenner  entsteht. 
Schreibt  man  die  Gleichung: 

AXV—BXZ=(),  d.i. 
X{Ar—BZ)=-0 
und  dividiert  man  dieselbe  durch  AY — BZ,  so  ergiebt  sich: 

X=0,  d.i. 
jener  unbekannte  Divisor  =0. 

3* 
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Anmerkung.  Dieser  Satz  kann  offenbar  nur  für  unbekannte 
Divisoren  gelten.  Im  vorstehenden  9.  Beispiele  wurde  die  Gleichung 
durch  13  dividiert,  es  kann  aber  nicht  13  =  0  sein. 

1.  Beispiel. 

bx-\-2         x  —  3     .     5 


7a;  — 6        3a:  +  4    '    12' 

mit  12(7a;--6)(3a;H-4)  mult: 
12(3a;  +  4)(5a:  +  2)  =  12(7aj  — 6)(a;  — 3)  +  5(7a:— 6)(3a;  +  4); 
180a;^  + 312a; +  96  =  1890;^  — 274a; +  96; 

180a;'  +  312a;  =  189a;'  — 274a:  .  .  .  .  (W) 

Diese  Gleichung  läfst  sich  durch  x  dividieren,  ohne  dafs  ein 
unbekannter  Nenner  entsteht.     Setzt  man  daher  diesen  unbekann- 
ten Divisor  =0,  d.i.  a;  =  0, 
so  erhält  man  damit  eine  Auflösung  der  gegebenen  Gleichung. 

Nach  der  Division  von  W  durch  x: 

180a;-|- 312=  189a;  — 274; 
9a;  =  586; 
X  =  65|  (2.  Auflösung). 

1.  Anmerkung.  Dieselben  2  Auflösungen  hätte  man  aus  W 
auch  in  folgender  Weise  erhalten: 

9a;^— -586a;  =  0,  d.i. 
a;(9a;  — 586)==0. 

Diese  Gleichung  aber  kann  sowohl  durch  9  a:  —  586,  als  auch 
durch  X  dividiert  werden.  In  ersterem  Falle  ergiebt  sich  a;  =  0,  im 
letztem  Falle  9a;  — 586  =  0,  d.i.  a;=65^. 

2.  Anmerkung.  Hätten  sich  die  absoluten  GHeder  in  der 
W  vorausgehenden  Gleichung  nicht  gehoben,  wäre  vielmehr  an 
Stelle  von  W: 

180a;^-t-312a;=189a;'-274a;  +  5 
entstanden,  so  hätte  man  nicht  durch  x  dividieren  können,  weil 

180a;  +  312  =  189  a;  — 274  4-  — 

X 

wieder  mit  x  multipliciert  werden  müsste  (s.  §.  75,  4  und  das  vor- 
letzte Beispiel  in  §.  75,  3). 

2.  Beispiel.     ax-\-bx  =  cx. 

Die  Gleichung  läfst  sich  durch  x  dividieren,  ohne  dafs  ein 
unbekannter  Nenner  entsteht,  folglich  ist 

a;  =  0. 
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Ohne   unsern  Satz   würde  man   weniger   einfach   zu  rechnen 
haben:  ax-[-bx  —  cx  =  0;  d.i. 

(a-{-b  —  c)x  =  0;  durch  a  +  ö  —  c  divid. : 
x=0. 

3.  Beispiel.     2a{dbx  —  ^c  +  Qbd)  =  9bi3bX'-'bc  +  6bd). 
Die  Gleichung  kann  durch  3b x  —  bc-^ßbd  dividiert  werden, 

folglich  ist:  'Sbx— bc  +  e>bd  =  0; 

dbx  =  bc-'6bd; 

4.  Beispiel. 

Syj—x    ^4l/5"4-3a;        UYIÖ 
2]/5'+3a;  dVJ-x  ^^ 

mit  30(2y5'+3a;)(3'K2"— o;)  mult.: 
30  (3  l/2"~a;)' =  30  (2  >/5r+ 3 ;»;)  (4  ■|/5"+ 3  o:) 

—  11  yjÖ{2  j^+  3a;) (3  V^—x); 
30  (l8  —  6  V2'X  +  a:')  =  30  (40  +  18  l/F-rr  +  Oa;') 

—  1 1  yTÖ(6  l/TÖ+9  yy. o: 

—  ^yb'X—Sx^); 

540  —  180  yj' X  4-  30a;^  =  1200  +  540  ]/ 5^- o;  +  270a;'  —  660 

—  198]/5".a;+110]/2'.a; 
+  33l/ro.x'; 

240a;' -f- 33  yiÖ. o:' H- 290  yy.  a;  +  342  ]/5".  a:  ==  0. 

Da   sich   die   absoluten  Glieder  heben   und   nun  alle  Glieder 
den  Faktor  a;  enthalten,    so  kann  man  die  Gleichung  (wie  W  im 
1.  Beispiele)  durch  x  dividieren,  folglich  ist 
a;  =  0  (I.Auflösung). 

Nach  der  Division  durch  x : 

240 a;  +  33  yiÖ- a;  +  290  y  2  4- 342  yr^  0 ; 
3  (80  +  11  yTÖ)a:  =  —  290  y2"—  342  Vb';  _ 
_        2(l45y2"4-17iy5") 

3(80  +  liyTÖ) 
mit  80—11  yiÖ  erweitert: 

439  y  2"+ 2098  y  5"  o.^.^^^/n    *    rv         ^ 

x= — -\—, =  —  3,4 1 1 76  (2.  Auf losung). 

1557 
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5.  Beispiel.     (13  — 4a;)  (5a;  — 2)  (a;-f  6«)  =  0. 

Die  Gleichung  läfst   sich  durch  13  —  4a;  dividieren,   folglich 
ist:  13  — 4a;  =  0 

[Dieses    Resultat    würde    auch    die   Division    der    gegebenen 
Gleichung  durch  (5  a:  —  2)(a;  +  6«)  ergeben  haben.] 

Die  gegebene  Gleichung  läfst  sich  ferner  durch  5  a;  —  2  divi- 
dieren, folglich  ist  auch:       5^  —  2  =  0 

2 

Endlich   läfst    sich   die   Gleichung   auch   durch   x-\-6a  divi- 
dieren.    Folglich:  a;  +  6a  =  0 

x  =  —  6  «. 

6.  Beispiel.     4a;'  — 9  =  10a;  +  15. 
Man  erkennt  sofort: 

(2a;)'  — 3'  =  5  (2a; -j- 3)  .  .  .  .  (Y) 
folglich  läfst  sich  die  Gleichung  durch  2a;-|-3  dividieren  und  es 
ist:  2a;-h3  =  0 

x  =  —  1^  (1.  Auflösung). 
Nach  der  Division  von  Y  durch  2a;  +  3: 
2a;— 3  =  5 

o;  ==  4  (2.  Auflösung). 

7.  Beispiel.     6a;'  =  7a;  +  20; 

6a;'— 7a;  — 20  =  0; 
(2a;  —  5)  (3a;  -  4)  =  0.     (S.  §.  64,  II,  2.  Zus.). 
Daher:         1)  2a;  — 5  =  0,  folglich  a;  =  2^; 

2)  3a;-f  4  =  0,        „       a;=— 1^-. 

^  ^   .     .   .        4a;  +  3        32a;'— 18 

8.  Beispiel. 


5a;  — 2  a;+12 

Der  Zähler    rechts  ist  2(l6a;'— 9)=2  [(4a;)'— 3'],   folglich 
läfst  sich  die  Gleichung  durch  4a; +  3  dividieren  und  es  ist: 

4a;  4-3  =  0 

03=  —  f  (1.  Auflösung). 
Nach  der  Division: 

J ^  2(4a;  — 3) 

5a;— 2  ""     a;+12     ' 
a;+12  =  2(5a;  — 2)(4a;  — 3); 
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x  =  AOx  —  460;. 
Diese  Gleichung  läfst  sich  durch  x  dividieren,  folglich: 

x==0  (2.  Auflösung). 
Nach  der  Division :  1  =  40  a;  —  46 ; 

x=\^^  (S.Auflösung). 

4.  Lehrsatz.  Multipliciert  man  eine  Gleichung  mit  einem 
vom  Generalnenner  unabhängigen  unbekannten  Ausdrucke,  so  mufs 
die  Gleichung  Auflösungen  erhalten,  die  ihr  nicht  zukommen. 

Es  sei  z.  B.  9  ^ 


X — 3        x-\-2 
gegeben.     Mit  (x  —  3)  (x-i-  2)  mult. : 

2x  +  i  =  ^x—  15; 
3a:=19  .  .  .  .  (S) 
x  =  H. 
Wollte  man  die  Gleichung  S,  die  nur  die  Auflösung  x  =  Qi 
hat,  mit  x-\-l  multiplicieren,  so  erhielte  man: 
dx(x -{-!)=  19  {x-{-U 
Diese  neue  Gleichung  liefse  sich  durch  .r-j-7  dividieren,   so 
dafs  o:  +  7  =  0,  d.i.x  =  —  l  wäre. 

Nach  der  Division:      3.^=19  oder  a:  =  6f 
Durch  die  Multiplication  der  Gleichung  mit  a;+7  wäre  mit- 
hin der  Gleichung  willkürlich  die  Auflösung  x=  —  7  hinzugefügt 
worden,  die  sie  ursprünglich  nicht  enthält. 

5.  Lehrsatz.  Hieraus  folgt  zugleich,  dafs  die  durch  unbe- 
kannte Ausdrücke  kürzbaren  Brüche  der  gegebenen  Gleichung  vor 
der  Multiplication  mit  dem  Generalnenner  unbedingt  gekürzt  wer- 
den müssen,  wenn  falsche  Auflösungen  Vermieden  werden  sollen. 

Enthält  die  gegebene  Gleichung  Brüche  mit  gleichen,  unbe- 
kannten Nennern,  oder  Brüche,  deren  Nenner  einen  gemeinsamen 
unbekannten  Faktor  haben,  so  sind  diese  zuvor  zu  vereinigen. 

Beispiel.     2i  +  ^|-±^==    4,. 

„.      .      dx  +  6      ,  .    3(a;-f  2)  ,      u       .  o       ]•• 

Hier  ist  — ^ ,  d.  i.  — ^ zuvor  durch  a:  -f-  2  zu  kurzen. 

X  —A  X  — 4 

3  5 

Man  erhält:    2^-|- 


x-2        x-{-b' 

mit  2(.r  — 2)  {x-i-b)  mult. 
5  (o^  — 2)  (ic -+- 5) -f- 6  (o:  H- 5)  ==  10  (a;  — 2); 
5a;^+lla;=0. 
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Durch  X  dividiert,  folglich  a;=0  (I.Auflösung). 

Nach  der  Division :    5  a:  +  1 1  =  0 

x  =  —  2-^  (2.  Auflösung). 

Hätte  man  jenen  Bruch  nicht  gekürzt,  so  erhielte  man  aus 
der  gegebenen  Gleichung  durch  Multiplication  mit 

2(0:^— 4)(ic  +  5): 
5  (ic'  — 4)  (o;  +  5)  +  2  (o;  4-  5)  (3a;  +  6)  =  10  (o;'  —  4);  d.  i. 

5a;^  +  21a:^  +  22a;  =  0. 
Durch  X  dividiert  (folglich  x  =  0): 

5  a;^  + 21a; -4-22  =  0,  d.i.  (s.  §.  64,  II,  2.  Zus.) 
(5a;4-ll)(i*^  +  2)  =  0. 
Folglich  5a;  +  ll=0,  oder  a;==  — 2|; 
und        0^  +  2  =  0,     „     0;=  — 2. 

Die  letzte  Auflösung  x==  —  2  (die  aus  dem  =0  gesetzten 
Ausdrucke  x  =  2  hervorgeht,  mit  dem  jener  Bruch  gekürzt  worden 
v^ar)  ist  nun  ein  Wert,  welcher  der  gegebenen  Gleichung  nicht 
Genüge  leistet.  Man  erkennt  dies  leicht  aus  der  Substitution  von 
—  2  an  Stelle  von  x  in  der  gegebenen  Gleichung: 

3(— 2)  +  6  ^ 5^ 

(_2)^_4  -2  +  5 


^'^- — 1:^2 — r  =  — s-7-r;  d.  1. 


2i  +  |-|  =  foder2i  +  |=l|. 

—  aber  ist  ein  unbestimmter  Ausdruck  (s.  §.  18, 11),  der  sich 

nach  §.  65 ,  V  dadurch  bestimmen  läfst,  dafs  man  Zähler  und  Nenner 
in  Faktoren  zerlegt  und  den  entstehenden  Bruch  durch  die 
gleichen  Faktoren  hebt.  Es  würde  hiemach  die  gegebene 
Gleichung  in  die  Form: 

3(a:  +  2)        _      5 
^"^  (a:  +  2)(a:  — 2)        x-{-b 
zu  bringen  und  der  Bruch  unbedingt  durch  x-\-2  zu  kürzen  sein. 

2.Beispiel.     ^  +  4  =  -f±L. 

Hier  sind  beide  Brüche,  weil  deren  Nenner  l+o:  enthalten, 
auf  eine  Seite  zu  bringen  und  zu  vereinigen.  Der  neue  Bruch  läfst 
sich  durch  l-^-x  kürzen  und  giebt  alsdann  die  allein  richtige  Lö- 
sung a:  =  0.  Ohne  Kürzen  gelangte  man  zu  einer  2.  (falschen) 
Lösung   03=1,   welche  in  der  2.  Gleichung   4  =  00  —  00  und  in 

der  folgenden  —  geben  würde. 
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4.     Man  kann  beide  Seiten  mit  derselben  Zahl  poten- 
zieren. 

n 

Beweis.     yx  =  a.    Beide  Seiten  mit  w  potenziert  nach  dem 
Satze:  „Gleiches  mit  Gleichem  potenziert  giebt  Gleiches": 


[yx)  =a\  d.i. 


Anwendung.     Mittelst  dieses  Satzes  beseitigt  man  Wurzeln, 


welche  die  Unbekannte  enthalten. 


I.  Die  Gleichung  enthalte  nur  eine  unbekannte 
Wurzel. 

In  diesem  Falle  behält  man,  nachdem  die  aufserhalb  der  Wur- 
zel vorkommenden  Brüche  beseitigt  sind,  die  Wurzel  allein  auf 
einer  Seite  und  potenziert  die  Gleichung  mit  dem  Wurzel- 
exponent. 

1.  Beispieh     6a:  + 2^9^:^  —  7  =  3; 

2^9^:^—7  =  3  —  60:;  quadriert: 
4(9a:'— 7)==9  — 36a:  +  36a:'; 
360:^  —  28  =  9  — 36a: +  36a:^  o:  =  oo. 
36o:  =  37 

Anmerkung.  Nicht  (6o:f  + (2  1/9x^  —  7  )  =3^  denn  die 
algebraischen  Auflösungssätze  beziehen  sich  nicht  auf  die  einzelnen 
Glieder  der  Gleichung,  sondern  auf  ihre  Seiten.  Das  unmittel- 
bare Quadrieren  würde  daher  geben: 

(6o:  +  2l/9o:'— 7)'  =  3';  d.i. 

(6o:f+2.6o:.2]/9o:'  — 7-|-(2l/9o:'— 7)  =9; 

36o:'  +  24o:l/9o:'  — 7+4(90:'— 7)  =  9, 
und  man  hätte  die  Gleichung  zusammengesetzter  als  anfänglich. 

2.  Beispiel. 

mit  12  mult.,  — 30 V  links  allein  behalten  und  durch  5  dividiert: 


ßyix 


'''        3o:  +  20; 


9 


quadriert :  -f-  36  ^7  0:  +  ^)  ==  9  0:^  -f  120o:  +  400 ; 
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252a;  +  400  =  9a;' +  120a; -f  400; 
9a;^=132a;; 
durch  3  dividiert:  3a;  =4 4a;; 

„      o;        „  3a;  =  44;  (a;  =  0) 

a;=14|. 


4 

S.Beispiel.     H  —  '^Yj^^H- 


i  4 

1  /  X  V   X 

Es  ist  zwar    y  ^^  =  -^ »  jedoch  würde  die  Auflösung  durch 

4 

Multiplication  der  Gleichung  mit  6]/ 5  sehr  zusammengesetzt. 

Man  beseitigt  daher  die  Nenner  unter  der  Wurzel  erst  nach 
dem  Potenzieren.     Mithin  nur  mit  6  mult. : 

4   

21  — 12|/y  =  8; 

4 


—  12|/~  =  — 13;  die  4.  Potenz: 


20736-1- =  28561; 
5 


142805 


3          

4.  Beispiel.     7-[/|^=p^  =  5; 


-Vi^  —  ^'"^'^-^'^-'' 


a;  — 21  =  16a;  +  24; 
I5a;  =  — 45; 
x=  —  3. 
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5.  Beispiel. 

20  a:  yx-\-A  +  3  7  o;  =  1 2  >/^+T+  2  4 ; 
(20a;  — 12)  Vx 4-4  =  24  — 37a:;  quadriert: 
(400.1:'-  480a:+144)(a:-f4)  =  576  — 1776a: -f-1369a:^ 
100  .u^+  1120  a:'— 1776a:  4-576  =  576-  1776a:  4- 1369  a:'; 
400a:^  — 249a:'  =  0;     {x  =  oo) 
400a:- 249  =  0; 
249 


'^~  400 


6.  Beispiel. 

0 


—  '2y5a  +  ^bx-\-b^x^—yx-{-2ba=A  —  2bx; 

2  y  ba-{-bbx-\-b^  x^  —  Va:  +  25«' =  5  4"  2^a:;  quadriert: 

4  (5a  4- 5^>a:  4- ö' o:' —  ]/a:  4- 25a' )  =  25  +  20&a:  4- 46' o:'; 

(a:=oo!) 

20a  — 4y'a:4-25a'  =  25; 

4  [/a:  +  25a'  =  20a  — 25;  quadriert: 
16(a:4-25a'0  =  4OOa'— 1000a4-625; 
16a:  =  625  — 1000a: 
a:  =  39,0625  — 62,5  a. 

7.  Beispiel.     15  —  2  )/3a:'  =  y6a:' . 
Nur  scheinbar  2  unbekannte  Wurzeln,  denn 
15  — 2|/3'.a:=l/6"-a:; 
(2)/¥4-|/6")a:=15; 

J5 15(2V^— 1/6") 


x== 


2]/3'4-V6  4.3-6 

1/6 


=5(y3-ve). 


8.  Beispiel. 

7  )/26  4-  3  )/98  — 60a:  =  5  y392  — 240  a:. 

Die  Gleichung  enthält  hier  nur  scheinbar  2  unbekannte  Wur- 
zeln, denn: 

7  ]/26  +  3  >^2(49  — 30a:)  =  5  V8(49  -  30a:); 
5  y  8".  1/49  —  300:—  3  1/2".  }/49  — 30a:  =  7  y26"; 
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(5  Ys  —  3  yj)  ]/49  — 30a;  =  7  y26;  quadriert: 
(25.8  — 30'Kl6  +  9.2)(49-30a^)==49-26; 
98(49  — 30a:)  =  49. 26; 
49  — 30a;==13; 
30a;  =  36 
x=l,2. 

1.  Zusatz.  Die  gefundenen  Auflösungen  können  der  ge- 
gebenen Gleichung  nicht  immer  unmittelbar  Genüge  leisten,  denn 

'^^  yX=AY  ....  (M) 

gegeben,  so  giebt  das  Quadrieren: 

Aber  auch  die  gegebene  Gleichung: 

_]/x  =  ^F.  .  .  .  (N) 
giebt  durch  Quadrieren  dasselbe  Resultat: 

^=  A^Y^  .  ,  ,  ,  (W). 

Nun  kann  offenbar  die  Auflösung  der  Gleichung  im  allge- 
meinen nicht  der  Gleichung  M  und  zugleich  auch  der  Gleichung  N 
Genüge  leisten,  vielmehr  nur  einer  der  beiden  Gleichungen,  und 
zwar  z.  B.  der  Gleichung  N ,  obgleich  vielleicht  M  gegeben  ist  (s. 
unten  das  Beispiel).     Ist  allgemein: 

n 

y X=AY  gegeben,  so  giebt  die  w*®  Potenz: 
X=Ä''Y\ 
Aber  auch  die  Gleichung: 

yT'yx==AY . . . .  (P) 

giebt  in  der  w*®°  Potenz  dasselbe  Resultat : 

X=^"Z"  .  .  .  .  (Z) 

Die  Auflösung  der  Gleichung  Z  kann  aber  offenbar  im  allge- 

n 

meinen  nur  für  einen  der  n  verschiedenen  Werte  von  K  1  genügen 
(s.  §.  69,  31 ,  2.  Zus.)  und  zwar  auch  für  einen  Wert,  der  vielleicht 
nicht  gegeben  ist. 

Beispiel.  7  — "K^+T«!!; 

—  yx  4-3  =  4;  quadriert : 
+  (^  +  3)  =  16 (Q) 
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Setzt  man  diesen  Wert  in  die  gegebene  Gleichung,  so  erhält 

"^^^=  7  — ]/T3  +  3  =  ll,  d.  i. 

7  —  4  =  11? 

Das  Paradoxe  dieses  Kesultates  beseitigt  man,  wenn  man  be- 
denkt, dafs  o;  +  3  =  16  (s.  oben  Q) 
vollständiger  durch  Quadrieren  von 

]/r.l/a;H-3=4,  also  von 
+  l-V^+y=4,  oder 
-|-}/a;4-3  =  4 
entsteht,  und  dafs  offenbar  nicht 

+  yx-\-  3  =  4  und  zugleich  —  V  a;  -f-  3  =  4 

sein  kann.     Mithin  ist  nur  einer  der  beiden  Wurzelwerte  von  yl 
richtig  und  zwar  gilt  für  die  gegebene  Gleichung  von  den  beiden 
Formen:  7  _ (+ l/^+ä")  =  1 1 

nur  7  — (— >/^^+3")  =  ll. 

Hier  x=13  gesetzt,  giebt 

7— (—1/13  +  3")  =11  oder 
7-(-4)==ll, 

7+4  =  11,  wie  es  sein  mufs ! 

2.  Zusatz.  Die  Gleichung  mit  Wurzeln  läfst  sich  oft  dadurch 
einfacher  lösen,  dafs  man  für  die  AVurzel  eine  neue  Unbekannte 
setzt  und   die    ursprüngliche   Unbekannte   durch   diese  neue   aus- 

bx-\-c  =  y  c^-\-dx. 
Es  sei  y  c^  -\-  dx  =  y,  folglich  ist  c^  -{'dx  =  y^,  woraus  sich 

2  2 

x  =  -^—z ergiebt. 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  gegebene  Gleichung,  so  ent- 
steht: w^  — c^ 

"^  ■{'C  =  y,  d.i. 


d 

h.^^^^y-c (A) 

Durch  y  —  c  dividiert,  folgUch  y—c  =  ^  oder 
yj=c,  d.i. 

y  c  -\-dx  =  c, 

2     ,       ,  2 

c  -{-dx  =  c  , 
dx  =  0 
x  =  0  (I.Auflösung). 
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Nach  der  Division  von  A  durch  y  —  c: 

d 
by-}-bc=='d 

y^j  —  c,  d.i. 

y  c^  -{-  dx  =- c,  quadriert : 

b'  b 

IL  Die  Gleichung  bestehe  nur  aus  2  Gliedern,  beide 
unbekannte  Wurzeln. 

A.    Mit  gleichen  Wurzelbasen. 

Setze  auf  jede  Seite  eine  Wurzel,  dividiere  durch  die  Wurzel 
mit  dem  gröfsten  Wurzelexponent  (oder,  was  dasselbe  ist,  durch 
die  Potenz  mit  dem  kleinsten  Potenzexponent),  beseitige  alle  Fak- 
toren und  Divisoren  der  neuen  Wurzel  und  potenziere  die  Gleichung 
mit  dem  neuen  Wurzelexponent. 

3 3_^ 

1.  Beispiel.  7]/a;  =  3|/ir;  durch  Yx  dividiert: 

-^  =  3,  d.i. 

1_ 

c 3 

yx  =  -^;  mit  6  potenziert: 

^=(y)  ==0,0061964. 

2.  Beispiel. 

0 5 

a  Yx  —  a  -\-  Y o.  —  o:  =  0 ; 

6 5 

aY  X  —  ö=  —  y«  —  ^1  oder 

6 5  6 

a  Yx  —  a==  Y ^  —  « ;  durch  Y^  —  «  <iiv. : 
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-,  d.i. 


{x  —  a) 


{x  —  a)^^  =  a', 

30 

Yx—  a  =  a; 

30 

X — a=a   ; 


30 


x=^a    -f-  a. 
3.  Beispiel. 

4 4 

4i|/7a:— 6  =  7|]/7a:  — 6;  durch  Ylx  —  Q  dividiert: 
-)/7a:-6  =  -3-; 


7a;  =  6 +  7,0527 
a;=  1,8649. 

Zusatz.     Ist   die  eine  Wurzelbasis  der  reciproke  Wert   der 

ti — « 

andern,   so   kann   man   zuerst  den  Satz  y  ~r^=y —    anwenden, 
um  alsdann  durch  die  letztere  Wurzel  zu  dividieren. 
Beispiel. 

9   9   18  

9  9  18 


-'»KiyfS+'^-|/4a.¥=«. 


2x  '        ^     x  +  b 

18 


^v^-vm=^^n-ye-h' 


48 
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Durch  die  unbekannte  Wurzel  links  dividiert: 


''^^'-hli^üf^y^] 


V  7  y  A3/    3-2x  ~^  ' 


x  +  b 


2x 


a)VKI)' 


X 


±l={lf.yn^; 


a;  + 5  =  (3  — 2a;) -0,054615; 
05  +  5  =  0,163845  — 0,10923a:; 
1,10923a;  ==  —  4,836155; 
a;  =  — 4,359922. 

B.    Mit  verschiedenen  Wurzelbasen. 

Setze   auf  jede  Seite   eine  Wurzel   und   potenziere  mit   dem 
kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  der  Wurzelexponenten. 

1.  Beispiel.     2  Ys  -\-Ax  -  5  |/J^=^=  0 ; 

2)/3  4-4a;  =  5l/^r=^. 

Die  Wurzelexponenten   sind   2  und  2.     Mit  ihrem   kleinsten 
gemeinsamen  Vielfachen  2  potenziert: 

4(34-4a;)  =  25(a;  — 2); 

a;  =  6f. 

2.  Beispiel. 

a]/4a;  +  a  +  4]/3a;  — 2a         o       %  ^        xr  u 
=2;  mit  dem  Nenner  mult.: 

3  740;  +  «  — 2a]/3a;  — 2« 

a yAx-\-a  4-  4  ]/3a;  — 2a  =  6  Y^x-i-a  —  4a  VSo;  — 2a ; 

4  (1  +  a)  ■K3a;  —  2a  ==  (6  —  a)  "^(40;  +  a) ;    quadr.: 

16(l+a)^(3a;  — 2a)  =  (6  — a)'(4a;  +  a); 
48(l+a)'a;  — 32a  (H-af==  4(6  — a)'a;H- a  (6  — af; 
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^  Z2a(l  +  af  +  a(Q  —  af 
^""   48(1  +  «)'  — 4(6  — «f 

^a     32(l  +  af +  (6  — af 
^""4  '  i2(i4-af  —  (6  — af 

a     33«^ -f- 52a +  68 


4      iia2  +  36a  — 24 
56a  — 140 
lla'  +  36. 
7(2a  — 5) 


Durch  Partialdivision  x  =  -—     3 7, 

4    L         IIa' 4-36«  — 24J 


a:  =  «rO,75 


ll«'  +  36«  — 24J 

3.  Beispiel. 

3 3 

ya;'(4a;  +  9)'  — 33(x  +  lf  +  2(a;+2)l/3  — 2a;=0; 

3/ 3 

ya;'(4a;  +  9)'  — 33(a:+lf  =  2(a:  +  2)]/2cc— 3;  kubiert: 

o;' (l6a:' +  72a;  +  8I)  — 33  (0:^  +  2 x+l) 

=  8(a;'+6a:'+12a:  +  8)(2a:— 3); 
16x*  +  72a:^  4.  48a:^  —  66a;  —  33 

==16a;*  +  72a:'^  +  48a:^— 160a;  — 192;  x  =  oo. 
660;  + 33  =  160a; +  192; 

a;  =  -lM. 
3 

4.  Beispiel.     3  ]/4  (5a;  +  2)  =  2  ]/3  (5a;  +  3). 

Mit  6,    dem   kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  der  Wurzel- 
exponenten 3  und  2,  potenziert: 

3' [4  (5  a;  +  2)f  =  2' [3  (5  a;  +  3)f ; 
729. 16  (25a;^  + 20  a; +  4)  =  64-27(1250;^+ 225a;' +1350! +  27); 

durch  16-27  dividiert: 
27(25a;^  +  20a;  +  4)  =  4(l25a;^  +  225o;^+135a;  +  27); 
675  x^  +  540a;  +  108  =  500  x^  +  900o;'  +  540o;  +  108 ; 
500o;^  +  225a;'  =  0;    durch  x^  dividiert: 

a;  =  0. 
.     20a;  +  9  =  0 

_        9 
^~       20* 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    ITI.  Teil.  4 


50  §•  '^'^'     I^ie  Auflösung  der  binomischen  Gleichung. 

III.  Die  Gleichung  bestehe  aus  mehr  als  2  Gliedern 
mit  mehr  als  einem  unbekannten  Wurzelgliede. 

A.  Gleiche  Wurzelbasen,  die  vorhandenen  Potenz- 
exponenten Primzahlen  unter  sich. 

Setze  die  mit  dem  kleinsten  gemeins.  Vielfachen  der  Wurzel- 
exponenten radicierte  Basis  =  einer  neuen  Unbekannten. 

'/—  '  - 

I.Beispiel.     AV  x^ —bb  =  12yx. 

Die  Potenzexponenten  2  und  1  sind  Primzahlen  unter  sich. 
Folglich  ist  die  mit  dem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  3  der 
Wurzelexponenten  radicierte  Basis  x  =  y  zu.  setzen. 

3 

Aus  ysc  =  y  folgt: 

3  

1/2        2 
y  X  =y , 

Damit  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

4/  — 55  =  12^; 

Ay^^l2y  —  bb  =  0; 

(2^-ll)(22/  +  5)  =  0. 

Daher:  1)  2^—11=0; 

2/  =  ^,   d.i. 


2)  2y  +  5  =  0; 

y y,  d.i. 


6_  3  _ 

2.  Beispiel,     j/o; +  26]/a;==9l/a:  +  24; 

6 

Setzt  man  yx  =  y,  so  ist: 


15|. 
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]/.T==\}/a:/  =2/^,  folglich: 


7y'  +  262/  =  9T/'-f-24; 


y—9y+2^y-2^  =  0',  d.i. 
(//-2)(7/-3)(2/-4)  =  0. 

6 

1)  ?/  — 2  =  0,    d.  i.  ]/a:  — 2  =  0  oder  a;  =  64. 

6 

2)  ?/  — 3  =  0,    d.  i.  l^o:  — 3  =  0  oder  x  =  729. 

3)  7/  — 4  =  0,    d.i.  l/x  — 4  =  0  oder  a:  =  4096. 


1.  Zusatz.     Sind  alle  Glieder  einer  solchen  Gleichung  unbe- 
kannt, so  dividiere  durch  die  kleinste  Potenz. 

24 6  12_ 

Beispiel.     10yx'^  =  3yx^  +  lxyx',  d.i. 

10a:''=3a;'  +  7a;''';  durch  o^'  div.  (a:  =  0): 
10a;^  =  3-|-7a;*; 

x^=y,  folglich  \x^ J  =2/  ,  d.  i.  a:*=?/  gesetzt: 
102^  =  3  +  72/1 
7/-i02/  +  3  =  0; 
(72/~3)(2/-l)  =  0; 

1)  72/-3  =  0;  2/  =  ^,    d.i.  a^^=|,  ^'-(f)  • 

2)  7,-1=0;    ?/=l,   d.  i.  a:^  =  l,  a:  =  l. 

2.  Zusatz.     Ist   aufser   einer  Wurzelbasis  nur  noch  ihr  reci- 
proker  Wert  vorhanden,  so  setze  eine  der  beiden  Basen  =y. 


Beispiel.    5|/l=,^  +  6|/^i^^==13. 


x-\-\     •       ^    3  — 2a: 


««'-  K^i  =  'V.  dann  ist  |/-^¥-  =  7'  ^"'^'''='' 


2a:       ^' '^      a:-f- 

5-  — +  62/  =  13; 

y 

5  +  6/=13?/; 
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67/'— 132/ +  5  =  0 
(3i/-5)(22/-l)  =  0 


1)  dy  —  b  =  0;  y 


h^-^V 


f  a:+l 

5 

3  — 2a: 

3  ' 

0:4-1 

25 

3-  2a: 

9  ' 

9a:  +  9  = 

=  75- 

-50a: 

59a:  = 

=  66; 

0;  = 

1 
"~  2 

l/a:+l 
^    3  — 2a: 

> 

a:+l 

1 

3 -2a: 

4 

? 

\x-\-\- 

=  3- 

-2a:; 
1 

X 

=  •— — 

6* 

B.     Verschiedene  Wurzelbasen. 

a.  Die  Gleichung  enthalte  2  unbekannte  Quadrat- 
wurzeln. 

a.  Behalte  die  zusammengesetztere  Wurzel  allein  auf  einer 
Seite  und  quadriere  alsdann. 

Beispiel.     ]/3a:  +  25  —1/^=5; 

]/3a:  +  25=|/^-l-5;  quadriert: 
3a:  4- 25  =  o:  4- 10  )/^+ 25  ; 

2a;==10ya:;  durch  2  j/o:  dividiert: 

a:  =  0. 
Va;  =  5;   quadriert: 
a:  =  25; 

Anmerkung.     Dafs  die  vorstehend  gegebene  Gleichung  nicht 

quadriert  werden  kann,  ist  schon  in  Abschnitt  I,  1.  Beisp.,  gezeigt 
worden. 

|9)  Haben  die  unbekannten  Glieder  unter  den  Wurzeln  gleiche 
Vorzeichen,  so  behalte  eine  der  Wurzeln  allein  auf  einer  Seite  und 
quadriere  alsdann. 
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Beispiel.     Vb  ^2x+y7 +  2x  =  Q, 

Hier  haben  die  beiden  Glieder  2x  und  2x  gleiche  Vorzeichen, 
folglich :  yf+2^  =  6  -  VW+2^',  quadriert : 

7  +  2a;  =  36  —  1 2  }/5  +  2^  +  5 -j- 2a:; 

121/5+^  =  34; 

6l/5-h2a:=17; 

36(5  +  2.t)  =  289 

l80  +  72a:  =  289 

72a;=109 

y)  Haben  die  unbekannten  Glieder  unter  den  Wurzeln  ver- 
schiedene Vorzeichen,  so  behalte  beide  Wurzeln  allein  auf  einer 
Seite  und  quadriere  alsdann. 

Beispiel.     yiß-\-2bx  =  b  +  y9 —  2bx; 

Die  beiden  Glieder  -\-2bx  und  — 2bx  haben  verschiedene 
Vorzeichen,  folglich: 

1/16  + 2&^-  1/9  — 2&a;  =  5;  quadriert: 

16  +  2fe.i;  — 2l/(16  +  2&a:)(9  — 2^a;)  +  9  — 2&a;  =  25; 

—  2y(m  +  2bx)i9  —  2bx)  =  0; 

Durch  — 2  dividiert  und  quadriert: 

(W-^2bx)i9-'2bx)  =  0. 

1)  16  +  2^>a:=-0;  0;  =  —  -^. 

0 

2)  9  —  2bx==0',  x  =  ~. 

<5)  Die  beiden  Wurzeln  kann  man  ferner  dadurch  auf  eine 
reducieren,  dafs  man  die  eine  Wurzel  =  einer  neuen  Unbekann- 
ten iy)  setzt,  daraus  die  alte  Unbekannte  bestimmt  und  den  erhal- 
tenen Wert  überall  für  die  Unbekannte  einsetzt. 

Beispiel. 

y\e  +  2bx==  5  +  yd  —  2bx  (s.  das  Beispiel  in  y). 
Es  sei  y\6  +  2bx  =  y,  folglich  m-{-2bx  =  y\ 

'^~"       2b      ' 
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Diese  Werte  in  die  gegebene  Gleichung  gesetzt: 


y=5  +  y25-7/^ 

2/'-107/  +  25  =  25-7/^ 

2if=10y',  y  =  0  (I.Auflösung),  d.  i, 

yie-^2bx  =  0 

8 

Nach  der  Division  durch  y: 

i/  =  5  (2.  Auflösung),  d.  i. 
]/l6  +  2&a:==5; 
16  +  20^==  25; 
9 

e)  Endlich  kann  man  auch  für  die  eine  Wurzel  y,  für  die 
andere  z  setzen,  aus  jeder  dieser  beiden  Gleichungen  die  ursprüng- 
liche Unbekannte  berechnen  und  die  beiden  für  dieselben  erhal- 
tenen Werte  einander  gleich  setzen,  wodurch  man  eine  Gleichung 
mit  den  beiden  Unbekannten  y  und  z  erhält,  und  da  auch  die 
gegebene  Gleichung  nicht  mehr  x  enthält,  sondern  durch  y  und  z 
ausgedrückt  ist,  so  läfst  sich  aus  beiden  Gleichungen  y  oder  z 
und  daraus  x  bestimmen.  Dieses  Verfahren  soll  in  §.  80,  10, 1 
erörtert  werden. 

b.  Die  Gleichung  enthalte  3  und  mehr  unbekannte 
Quadratwurzeln. 

1.  Verfahren.  Bei  3  und  4  AVurzeln  behält  man  2  Wurzeln 
allein  auf  einer  Seite  und  quadriert. 

Beispiel. 

y^  —  bx  +  yix  —  2  —  ]/7a:— 10  =  |/ll— 5a;; 
]/3  — 5a;  +  yix  —  2  =  yix—iO  +  Vll— 5a; ;  quadriert : 
3  —  5a;  -f  2  "^(3  -  5a;)  (7a;— 2)  -f-  7a;  —  2 

=  7a;  — 10  +  2)/(7a;— 10)(ll-^5^+ll— 5a;; 
2]/(3-5a;)(7a;— 2)  =  2y(Ta;  — 10)(11  — 5^; 


f 
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Durch  2  dividiert  und  quadriert : 

—  35a;^  +  31a:  — 6  =  — 35a;^  +  127a;— 110;  a;=oo. 
96a:=104. 

2.  Verfahren.  Man  beseitigt  nach  <5  in  Abschnitt  a  eine 
Wurzel. 

3.  Verfahren.     S.  e  in  Abschnitt  a. 

c.  Die  Gleichung  enthalte  2  unbekannte  Kubik- 
wurzeln. 

1.  Verfahren.  Behalte  die  beiden  Kubikwurzeln  allein  und 
kubiere,  wobei  man  die  in  §.  62,  4,  2.  Zus.  gegebene  Form  be- 
rücksichtigt, um  für  die  beiden  Wurzeln  den  in  der  gegebenen 
Gleichung  enthaltenen  Wert  zu  setzen. 

3^ 3  

l.iBeispiel.     ^23  +  20^  — 2  =  ]/l5 -}-2a;; 

3 3 

l/23  4-2a;— >^15-f-2a;  =  2 (Y) 

Kubiert: 

/  3  \  2    3  3  /  3 \  2 

23  + 2a;  — 311/23  +  20;;  ^15 +  2a;+3]/23 +  2a;  •  VVl5 +  2a;j 

—  (15  +  2a:)  =  8; 

3  3 .  3 3 ^ 

-3>/23  +  2a:.]/l5  +  2a;ll/23  +  2^  — 1/15+2  J  =  0;   .  .  .  (Z) 
Da  die  Parenthese  =2  ist  (s.  ob.  Y),  so  erhält  man: 

3 i 

—  3}/23  +  2a:.Vl5+2a:.2  =  0. 
Durch  —  6  dividiert  und  kubiert : 

(23+2a;)(15  +  2a:)  =  0. 
Daher:     1)  23  +  2a:  =  0;  a:  =  — 11^. 
2)  15  +  2a;  =  0;  a;==  — 7f 
Anmerkung.  Die  Gleichung  Z  kann  nicht  nach  dem  3.  Lehr- 

3  3 

satze  des  3.  Satzes  durch  )/23+2aj — }/l5  +  2x    dividiert   wer- 
den, um  aus  diesem  =0  gesetzten  Divisor  eine  Auflösung  abzu- 

3  3 

leiten,  weil  |/23  +  2a;— |/l5  +  2a;   nicht  =0,   sondern  =2  ist 
(s.  Y). 

3  3  

2.  Beispiel.     3  y2x+l  —  2a;  =  3  ■—  j/s o;^  +  36 o;' ; 

3 3  

3V2a:+l+y8a:^  +  36a;'  =  2a;  +  3;  kubiert: 
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3 3 /      3 


8a;^  +  36:i;'4-54a:  +  27; 


-I-  j/so:'  +  36a;7  -f- 8^'  +  36 o;' 
d.  i.  (s.  vorletzte  Gleichung) : 

3 3 

54 ;r  +  27  4- 9 1/20;  + 1 .  y 8 i^^  +  36a;' •  (2a;  4- 3)  +  8a^^  +  36a:' 

=  8  X  +  36a;'  +  54a;  +  27 ; 

3 3 

9(2a;  +  3)y2a;+l-y8a;^  +  36a;'=0. 
Folglich:        1)  2a;  +  3  =  0;  a;-=— H. 

2)  2a;+l=0;  a:  =  — -i-. 

3)  8a;^  +  36a;^==0;  a;  =  oo 

8o;  +  36  =  0;  a;  =  — 4|. 

2.  Verfahren  =  <5  in  Abschn.  a.    Auf  das  vorstehende  1.  Beisp. 
angewandt : 

Es  sei  y2d-\-2x==y,  folglich  2d-\-2x=y^', 

/~23 


Damit  wird  die  gegebene  Gleichung: 


2 


2,-2  =  1/  15  +  2-  2' -2^ 

(^-2)'  =  /-8. 
Die  Gleichung  läfst  sich  durch  y  —  2  dividieren,  folglich  ist 
2,-2  =  0 

y  =  2,  d.i. 

3 _ 

y23  +  2a;  =  2,  kubiert: 
23  +  2a;  =  8 

a;  =  — 7f 
Nach  der  Division : 

(^,-2f=^,'+J,•2  +  2^ 

/-42,+  4  =  /  +  2^  +  4;    ,v  =  oo,  d.i. 

3 

y23  +  2a:  =  oo; 

x=^oo. 
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Aufserdem:       — 4i/  =  2?/;     ?/  =  0,  d.  i. 
3 

3.  Verfahren.     S.  e  in  Abschnitt  a. 

1.  Zusatz.    Die  Gleichungen 

sind  nach  III,  A  aufzulösen. 

2.  Zusatz.  Bei  3  und  mehr  unbekannten  3.  Wurzeln  wende 
man  S  und  8  in  Abschnitt  a  an. 

d.  2  höhere  Wurzeln  mit  verschiedenen  unbekannten 
Basen,  aber  gleichen  Wurzelexponenten  n. 

Sind  die  Wurzelglieder  links,  so  potenziere  die  Gleichung 
mit  dem  gegebenen  Wurzelexponent  n,  behalte  alsdann  die  Wurzel- 
glieder allein  auf  der  linken  Seite  und  dividiere  die  Gleichung  so, 
dafs  das  1.  Glied  links  die  n  —  2*^  Potenz  des  1.  WurzelgHedes  der 
gegebenen  Gleichung  wird.  Vermindere  hierauf  die  neue  Gleichung 
um  die  n  —  2'®  Potenz  der  gegebenen  Gleichung  und  dividiere  den 
Rest  so,  dafs  das  1.  Glied  links  die  n  —  4*®  Potenz  des  1.  Wurzel- 
gliedes der  gegebenen  Gleichung  wird,  um  nun  die  n  —  4'®  Potenz 
der  gegebenen  Gleichung  zu  subtrahieren  u.  s.  w. 

5 5 

Beispiel,     i/o; +  9  —  ]/a;-|-7  =  2;  auf  die  5.  Pot.  erhoben: 

5  *  5  6  3        5  "'^ 

.r  +  9  —  5  (y^+y)  yS+T+  10  (y^HhÖ" )    (]/^4^^ 

5  25  35  5  4 

—  (o: -1-7)  =  32. 

Nachdem  man  links  x  entfernt,  9  —  7  =  2  rechts  gesetzt,  die 

5 5 

Gleichung   mit  — 1    multipliciert   und   durch  byx-^^  ^y  x-{-7 
dividiert  hat,  erhält  man: 

.  5 ^  3  5 2  5 5 5 2 

ll/^rP9"i  -2l)/a:  +  9J  Vx-i-l  +  2yx^9^yx  +  7) 


Vx+^-yx-^-i 
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Die  3.  Potenz  der  gegebenen  Gleichung  ist: 

5  3 

Diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  subtrahiert: 
f  5 ^  ~  5 5 ^  5 ^  2 

yyx+9)  yx+i-yx-\-9y.yx+i) 

yx-^-^-Yx+i 

Entweder  nun  dasselbe  Verfahren  wiederholt,  indem  man 
durch  das  Produkt  der  beiden  Wurzeln  dividiert  und  die  1.  Po- 
tenz der  gegebenen  Gleichung  subtrahiert,  oder  noch  einfacher 
für  die  letzte  Gleichung 

5 5 .  5 5 ^ 

yx+^-Yx+i  iyx-^9—yx-\-i) 

n 

= 1 5 8  gesetzt. 

Der  gegebenen  Gleichung  zufolge  ist  dies: 
5 5 n 

y^^+^'i/x-i-l 

5 5 

Durch  2  dividiert  und  Y x-^-^-Y x-\-l ^=^y  gesetzt: 


-3  =  0; 
(t/+l)(2/-f-3)  =  0. 


!/'  +  42/  +  3  =  0; 


FolgHch : 

5 5 

1)  y+l=0,  d.i.  "Ka^-f  9-y^  +  7  +  l  =  0 

5 

}/(a;  -h 9)  (o;  +  7)  =  —  1 ;  5.  Potenz: 

(a:  +  9)  (0:4-7)  =  -!; 

a:^  +  16a;4-63  =  — 1; 

a;^+16x  +  64  =  0;  d.i. 


(a;  +  8r  =  0. 
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Die  y  ausgezogen  oder  durch  a:  -f-  8  dividirt,  folglich 

a;  +  8  =  0,  d.i.a;==  — 8. 
2)  !/  +  3  =  0  u.  8.  w. 

e.  Haben  die  beiden  Wurzeln  verschiedene  Basen  und  ver- 
schiedene Wurzelexponenten,  so  behält  man  die,  welche  den  gröfse- 
ren  Exponent  hat,  allein  auf  einer  Seite  und  potenziert  alsdann  mit 
dem  Wurzelexponent  derselben. 

1.  Beispiel. 


T/8 


X 


3 

y^x  —  1=4  yic—  1 ;  kubiert: 

1  =Ux  Vx  —  48a;  +  12  Vx 


Sx 


64a;}/a;  — 56a:+12}/a:  =  0;  durch  Yx  dividiert,  folglich: 


16a; 


14]/¥+3  =  0 
16/— 14?/ +  3  =  0 
(8i/-3)(2t/-l)  =  0 

1)  82/  — 3  =  0,  f/=|-, 


a;  =  0. 

Yx  =  y  gesetzt; 


d.  i.  1/7= 


X- 


8  ' 
64' 


2)  22/-l=0,  t/  = 


d.i.|/^  =  | 
1 

X^=-r 


2.  Beispiel. 

6  

l/(a;  +  4)(a;'  +  56a;+16)  — }/^=2; 

6  

l/a;^4-60a;^  +  240a;  +  64==|/7+2;  mit  6  potenziert: 
o:^ -I- 60a;' +  240  a; +  64  =  0;^+ 12a;' y7+ 60a;' 
+  160a;  1/7+  240a;  +  192  V  J+  64; 

1)  a;  =  oo,  aufserdem: 

12a;' 1/7+ 160a;  }/^+ 192^7=0;  durch  4 1/7  dividiert : 

2)  a;==0. 
3a;'  +  40a;  +  48  =  0; 

(3a;  +  4)(a;+12)  =  0; 
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3)  3a:  +  4  =  0;  a;  =  — If 

4)  0^+12  =  0;  x  =  —12. 

f.     Enthält  die  Gleichung  die  unbekannte  Form: 


u-{'v\/    u  +  vy  u  +  vYin  inf. 

oder  befindet  sich  dieselbe  noch  unter  Wurzeln,  so  beseitigt  man 
die  Wurzeln  so  lange  von  aufsen,  bis  man  2  gleiche  Ausdrücke 
erreicht  hat,  deren  Werte  auf  der  andern  Seite  der  Gleichung  ein- 
ander gleich  zu  setzen  sind. 

Beispiel. 


1/  2-j-S^  Ax—l+xyAx  —  l+xVAx  —  i 


1/: 


-f-  X  yin  in  f.  ==16; 

1-\-^y \x  —  \^xy^x-\  +  ,  .  .=    3,2;  quadr.: 


2  +  8  I/4X  — H-a;]/4a;— 1 + 


y  \x  —  \-\-xyAx—\  + 


Vix-l  +  xyAx—i 


Ax  —  l-{-xyAx~l-\- 


xV  Ax  —  l  +  xY 


i+xY 


10,24; 

8,24; 

1,03;  quadr.: 
1,0609; 

—  4x; 

-4. 


2,0609 
2,0609 


Da  die  linke  Seite  dieser  Gleichung  der  linken  Seite  der  viert- 
letzten Gleichung  gleich  ist,  so  müssen  auch  die  zugehörigen  rech- 
ten Seiten  einander  gleich  sein.     Es  ist  daher: 

l,03  =  ^0^_ 

X 

l,03a:  =  2,0609  — 4a;; 
5,03  a;  =  2,0609; 
a;  =  0,409722. 

Um  wenigstens  annähernd  eine  Probe  zu  machen,  mag  dieser 
Wert  0,41  in  4  a; —  1  unter  der  4.  Wurzel  der  gegebenen  Gleichung 
eingesetzt  werden.  Da  4a;  —  1=4-  0,64  —  1  =  0,64  ist,  so  ist  die 
linke  Seite: 
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^  2  +  8  y  0,64  +  0,41 1^0,64  +  0,41  ]/o,64 


=5^2  +  8  Vom  +  0,41  ]/0,64  +  0,328 

=5 1/2  +  8 1^0,64  + 0,41  ]/0,968 

=5  V2  +  8  1/0,64  +  0,4034  =  5^2  +  8  Vlfim 
=5  ^2  + 8,172  =  5  y  10^12  =  15,947  (statt  16) ! 

5.  Man  kann  aus  beiden  Seiten  dieselbe  Wurzel 
ziehen. 

Beweis.  x*==a.  Beide  Seiten  mit  n  radiciert  nach  dem 
Satze  „Gleiches  mit  Gleichem  radiciert  giebt  Gleiches": 

V'J^y^,  d.i. 

n 

x  =  y  a, 

Anwendung.  Man  bringt  durch  diesen  Satz  höhere  Poten- 
zen der  Unbekannten  auf  niedere  und  zwar  vorzugsweise  auf  die 
erste,   um  die  Wurzelgleichung  unmittelbar  zu  erhalten.     Hierbei 

n 

ist  zu  beachten,  dafs  die  -/  aus  einer  Zahl,  deren  Exponent  prim 
zu  n  ist,  auch  n  verschiedene  Werte  hat. 

Anmerkung.  Durch  diesen  Satz  löst  man  die  binomischen 
Gleichungen  (s.  §.  76,  II,  c)  x=a,  x=^a  u.  s.  w.  auf.  Wollte 
man  daher  die  in  der  Algebra  zuerst  zu  behandelnden  Gleichungen, 
wie  es  bisher  geschehen  ist,  in  einfache  und  quadratische  einteilen, 
so  müfste  der  vorstehende  5.  Satz,  also  einer  mitten  aus  den  7 
algebraischen  Auflösungssätzen,  weggelassen  werden,  da  er  bei 
der  einfachen  Gleichung  nicht  in  Anwendung  kommt. 

1.     Die  Gleichung  enthalte  nur  ein  unbekanntes  Glied 

r 

von  der  Form  Z"==^  oder  ^ X""  ==A. 

Man  befreie  die  unbekannte  Potenz  von  allen  Gliedern,  Divi- 
soren, Faktoren  und  Wurzeln. 

1.  Beispiel.  3a;^=ll; 

0:'  =  ^;  die  3.  Wurzel: 
o 
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3 

3 


_]/ll  =  J^=,,5,. 


Die  Gleichung  ist  damit  nicht  vollständig  aufgelöst,  denn 
es  ist 

3  3 


X 


=  y^-'  1  =]/^-]/l  =  1,542^1    (s.  §.  69,  31,  2.  Zus.). 


Folglich : 

1)  a:,  =  1,542. 1  =  1,542. 

2)  0^2=  1,542  (—  0,5  +  0,8660  =  —  0,771  +  1,355«. 

3)  a^3=l,542(— 0,5  — 0,866?)  =  — 0,771-^1,335/. 

2.  Beispiel. 

7a;^  +  3         0^^-4-21 

5^? 


4a;'  — 8  3a:'  — 6  ^ 


4(a:'  — 2)         3(a:'— 2)  2  ' 

3(7a;'+3)  — 4(a;'  +  2l)  =  66(a;'  — 2); 
49a;' =  57; 

0;'  =  —  ;  die  y: 

Also  a;j==  1,07855;  a:^  =  — 1,07855. 
3.  Beispiel. 

4     

b  \   /  x^        71 


1,07855. 


Ol/      />   ==-7:-;  mit  3  mult.  und  durch  5  div.: 
o    /      D         y 


o;^        71 


—  =  —;  4.  Potenz 
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6        V15/  • 

5     

=  1  /  ßf-jT")  ;  mittelst  der  Logar.: 


X 

0^  =  4,963224. 
4.  Beispiel. 


bVx  —  }]'' 


li  —  2il^^    -    =H;  mit  12  multipliciert: 

l2|/a:+2j 

fsVx-ir        1.    ^. 
l3l/r+2j        15'    >'• 

l^,-~^  =  -J_;  mit  i/l5  (3 1/7+2) mult. 

4 __  i  _ 

5>/l5-l/a:-l/l5  =  3>^x  +  2; 

(5 1/15 —  3)  }/7=2  4-VT5; 

2+T^  _    2  4-1,96799 

''^^~       *, 5-1,96799  —  3' 

5]/i5— 3 

5.  Beispiel. 

(7a:'-28a:'  +  28)(9a;'-18)=13;  d.i. 
7(/_4a;'  +  4).9.(o;^— 2)  =  13 
7(a;'-2)'.9(x'-2)=13 

(.'-2/  =  f ;  y= 
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3 


3 

"*"       -       '    63 


x=\/  2  + 1/^-  =  ^2  +  0,59093 

3 

a;=]/2,59093  =  1,37347. 
6.  Beispiel. 

7(l5  — lOa;^)^  — 4  2(6a;^— 9)Vll    _^ 

5  (4 x'—  6)'  +  6  8  (21  —  14/)'  —  3 

7.5^(3_2a;^/-4  2-3^(20:^- 3)' +  11  _,. 

5.2'(2a;^  — 3)'+6  8-7'.(3  -  2a;^)' — 3 

175(2a;'— 3)'-4  18  (2a;^ -3)' +  11  ^g. 

20(2a;^— 3)'+6  392(2a;^— 3)'— 3 

Es  sei    {2x^  —  3f=y. 

175y-4         18y+ll    _ 
20?/4-6  392?/  — 3 

(175t/-4)(392«/-3)-(20t/  +  6)(18?/4-ll) 

=  3(20//  +  6)(392?/  — 3); 

68600  y^  —  2093y  +  12  —  360?/^  —  328?/  —  66 

=  23520?/^  + 6876^  —  54; 
44720?/^- 9297?/ =  0. 
Durch  y  dividiert,  folglich  y  =  0,  d.i. 
(2x— 3)'==0;    V: 
2a:^  — 3  =  0 
2x^  =  3 

7 

Nach  der  Division:     44720?/  — 9297  =  0 


a:=  1/^  =  1,059634. 


_   9297 
^""  44720  '        ' 
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9297 


{2x'-^sy 


44720 


xf-d  =  ±]/ 


9297 
44720 


0:^=1,5  +  0,22798; 

7  7 

Daher   .t  =  >/l,5  + 0,22798  =  ]/l,72798  =  1,0813. 

7  7 

und  X  =  ^1,5  —  0,22798  =  |/l, 27202  =  1,0350. 

7.  Beispiel.      iTir  +  in =  x ; 

^  ax  —  2h    '    1h  — ax  a 

a  h         ax  —  1h 

ax — 2h        ax  —  2h  a        ' 

Es  sei  ax — 2^  =  ?/: 

y       y       «' 


a'- 

—  ah  = 

y  = 

=  /; 

=+ya'- 

ab ;  d.  i. 

ax  - 

-2h  = 

--^yi- 

ah: 

ax  = 

=  2h-^V7 

-ah; 

2&  +  l/^ 

—  ab 

II.     Die    Gleichung    bestehe    aus    2    Gliedern,    beide 
unbekannt. 

A.     Oft  läfst  sich  durch  Radicieren  die  Form  unter  I 
herstellen. 

1.  Beispiel.     14a:^  =  19  (5  —  x^Y . 

Mit  14a;^=  19  (25  —  lOo:^  -{-x^')  würde  die  Gleichung  mit  den 
bisherigen  Sätzen  nicht  gelöst  werden  können,  daher: 


-V^-i^-^% 
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+v^ 


;  mit 


^    19 


erweit.: 


K1+ 


X  = 


x  = 


iZ-^  +  i 

^    19  ^ 


1,8583951 


=  1,39084. 


l/o,37 167902 
2.  Beispiel.       37a:^  =  5(6a:'+ ll)*; 

7,4x^  =  (6a:^+ll)';   -y/: 

4 

]/7;4.a;'  =  +(6a;'+ll);   tlaher: 


1)  ■|/7,"i-a;'  =  6j:^-hM; 
11 


.T  = 


2)  l/7;4.a;'  =  — (6.T-'-4-ll): 

2  11 


X 


6-^7,4 


6  +  ^7,4 

i/mz  • 

y   7,64933  '^' 


a:=-4-  1,59008/.  x=±  1,19918z. 

B.     Gleiche  Basen,  verschiedene  Exponenten. 

Man   dividiert  die  Gleichung  durch  diejenige  Potenz,  welche 
den  kleinsten  Exponent  hat,   um  sie  auf  Abschn.  1  zu  reducieren. 

1.  Beispiel. 
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4  

2a: 4- 5  ~  ^  3  ' 

Daher:  1)  f"~'\-  =  1,277886; 
2  .T  -f-  5 

x—3  =  2,555772a;  +  6,38943; 

1,555772a:  =  —  9,38943; 

9,38943      .... 

'^  =  -1,555772^"^'^^^- 

2)  -/."ä^- 1,^-77886; 

a:  — 3  =  — 2,555772a;  — 6,38943; 
3,555772a;  =  — 3,38943; 

7 5 

2.  Beispiel.      3^20:*  =4a;  V9a;^ 

7  1  5_  1 

3}/y.a;'==4]/9.a;'.a;^ 

7__        1  '^_       -  - 

31/2 -a;^-- 4  1/9 -0;%  durch  x'^  dividiert: 

7_  5__       A_i. 

3]/2  =  4|/9.a;'     ^ 

o;     = — 5—-;  d.i. 

41/9 

Va;^«  =  -ll^;  35.  Potenz: 


4^9" 

x*^  =  fL)  ^  \ ;  46.  Wurzel : 

46     46     46     

2™ -3"  /     2 


•^         '/         70    ol4  1/       965  2     !'        o'^ 


O"" 


68 
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46 

1    l 

C.    Die  eine  Basis  der  andern  reciprok. 
Vergl.  den  4.  Satz,  III A,  2.  Zus. 

Beispiel. 


M/(l)"a-i'^'^=«. 


62008. 


3i 


4a;'— 10 
5a;'+15 


2| 


Ax^  +  n 


2     Ix^—b 


2   1/5 

3 


x'-\'Z 

3 


15  — 6a: 


4      a:'+3 


— -H 


3     5-2a:^ 


45  — 18a;  _ 

2a:' +  6    ' 

9     5  —  2^' 

2  *    x'-\-'i 


2  r    125 


5  — 2a;'       ^  1 /^ 

^2+3    +  3  >"   27 


3    

4  r     s  ' 


a:'4-3 
5  — 2a;' 

5  — 2a;' 

2 


81/36 


Es  sei 


?+3   _( 

-2x'      \ 


3  3 


51/36     ,    7y50 


8 


10 


5 -2a;' 

a;'  +  3 


_5  — 2^ 

a;'+3 

3 


y- 


81/36^    1  51/36    ,    7y50 


8 


10 


9         y 

3 ^  3 3 >^ 

320  1/36  =  l225  l/36  +  252  l/50  J?/'; 


«/;  mit  360?/  mult. 


320^36 


225  1/36  +  252  Yb^ 
32Ö 


225  +  2 


-n 


320 


'        1/0,72 


=  4-1/ ^ 


225  +  281,162 


/ 


320 


506,162 


d.i. 
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5 -2a:'         ,   l/     320 


x'~{-d        —  ^    506,162 

5  —  2x 

a:'+3 


^  =  ±l/(5|?62)'=±«'^«2«^9; 


laher:     1)    ^      ^^^   =0,502679; 
a;  +3 

5  — 2x^  =  0,5026790:' +1,508037; 

2^  3,491963 

^^  ""  2,502679  ' 

a:==+ 1,39529. 

2)        ,  =  —  0,502679; 

a:'+3 

5  — 2a:'  =  — 0,502679a:'— 1,508037; 

2       6,508037 
o:  — 


1,497321  ' 
a;  =  + 2,084816. 


D.    Verschiedene  Basen,  gleiche  Potenzexponenten. 

Dividiere  durch  den  kleinern  Coefficient,    alsdann 
entweder  die  Gleichung  durch  die  Potenz  mit  dem  gröfsern  Co- 
efficient dividiert  und  mit  dem  Potenzexponent  radiciert. 

I.Beispiel.     11  (7a:  — 2)^  =  29(8  — 13a:f; 

29 


\  8  — 13a:/ 


11  '    ^•• 


_l^rZ^_l729_i214. 
8_i3a:~'^    11        ^'^^^' 

7a:  — 2  =  9,712— 15,782a:; 

22,782  a:  =11,712;  u.  s.  w. 

Oder  man  radiciere  die  Gleichung  sogleich  mit  dem  Potenz- 
exponent. 

2.  Beispiel.     3tV(5^-  1)'  =  -^;  durch  -^  divid.: 
-4g- (5^-1)  =x  ;  V: 
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7 


V- 


1,35713(50:— l)=a;; 
6,78565a:— 1,35713  ==a: 

/   a:4-9    y_27  /  ^  +  3  y    ^ 
V  2a;— 7  /  8    V  3a;  +  7/  '    '^  * 

x  +  9  3       0:4-3 


2o:  — 7         2      3a:  +  7 


;  mit  2  (2o;  — 7)  (3a;  4-7)  mult 


6a;^  +  68a;+126  =  6a:'  — 3a:  — 63;  a;  =  oo. 
71a;=  — 189; 
x  =  —  2^. 

III.  Die  Gleichung  bestehe  aus  mehr  als  2  Gliedern 
mit  mindestens  2  unbekannten  Potenzen.  Sämtliche  un- 
bekannte Potenzen  mit  gleichen  Basen,  jedoch  verschie- 
denen Exponenten. 

A.     Constante  Glieder  vorhanden. 

1.  Beispiel.     49a;^==  15  — 22a;^ 

Es  sei  x^  =  y,  folglich  (a:^)  =y^,  d.i.x^  =  i/. 

49y=15  — 22y^ 

22!/'  +  49?/— 15  =  0; 
(2f/-f5)(lly-3)  =  0; 

1)  2y-f  5  =  0,  y  =  -2,5,  d.i. 

3  3 

a:=|/— 2,5  =  — ^2,5  =  — 1,357209. 

2)  llt/-3  =  0,  y  =  -^l  d.i. 

8  3 

0;=  —  ; 


Vh=' 


a;=l/— =  0,6484993. 
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2.  Beispiel. 

C 3  ________ 

\0ab-h{4a—]b  h')  Yix  +  abf  =  &ab{x-\-  ab)  V{x  -|-  abf ; 

C 3 

li)ab  4-  i^a—lbb^)  Vix  -f-  abf  =  ij  ab  V{x  +  abf; 

6  3 

Setzt  man  y{x-\-abf^^y,  so  ist   y  {x-{-abf  =  ify  daher: 

lOab -i-  {ia^  —  \bb^) y  —  (5  abi/  =  0, 

oder  ßaby'-{-{ibb^  —  ia'')y—\Oab  =  0; 

Dieser  Ausdruck   ist,   wenn   möglich,   in   2   rationale   binome 
Faktoren  zu  zerlegen.     Nach  §.64,  l,Vist: 

mn  =  ßab  —  \Oab  =  —  60  a^  // 
und  ?n  -{-n=^\üb  —  4 a^. 

Offenbar  ist  m==lbb  ,  n  =  —  4a.     Daher: 

-g^(6ö&?/4-15&')(6«&y  — 4ö')==0;  d.i. 

&aby-\-\bb^     Qaby  —  Aa^ 

'Sb  '  2a  ~    ' 

{2ay  +  bb)  i3by  —  2a)  =  0. 

1)  2ay-\-bb  =  0;  V  =  -^.  <1- i. 

6 ^ 

y\x^abf  =  —  ^',  6.  Potenz  und  -/: 
£i  a 


-  +  «*=!/  iS) 

5 


2a  ^     'la 


2)  'dby-2a  =  0;   y  =  ^.  d.i. 


b 

2a  \/2a 
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>.  B.i.pi.l.      56(  Jjj)"_  ,0  (1  -  ^)'_  ,  j^  j.  i. 

Hier  kann  man  zwar  mit  (~2)'=(^)~ 'gleiche  Basen 
herstellen,  noch  einfacher  aber  (^^^J=y    setzen,     weil    dann 

5fi 


lOjr'— 19?/  — 56  =  0; 
(2y  — 7)(5f/  +  8)  =  0.     Daher: 

1)  22/-7  =  0;  ^=1:  d.i. 


j:— 2 

4a;    y  ^  2  ' 
g;— 2 
4a; 


h  1/3,5  =  +1,2322. 


Entweder:  — =  1,2322 

4a:  ' 

o;— 2  =  4,9288a:; 
3,9288a:  =  — 2,  u.  s.  w. 

Oder:  ^^  =  -1,2322; 
4a:  '         ' 

a:  —  2  =  — 4,9288  a:; 

''^5;Ä88'^-^-^- 
2)  5?/  +  8  =  0;  2/  =  - 1,6;  d.i. 

x  —  1        ^ ^ 

-^— -  =  >/_  1,6  =  4:  >/l,6.?  =  + l,0815r; 

^  —  2  =  4:4,3262.0:; 
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(1  4:4,326  0^x  =  2 

2  2(14-4,3260 


1  +  4,326/        l^_(4,326/r 
^2  +  8,652?^      2        .     8,652   . 
^       14-18,714        19,714—19,714* 
0^  =  0,10145  +  0,43888?. 

B.     Die  Gleichung  enthalte  nur  unbekannte  Glieder. 
Dividiere  die  Gleichung  durch  die  Potenz  mit  kleinstem  Ex- 


ponent. 

Beispiel.      y7"+ 2 1/^=31/0;'; 


35  7  5 


x^^  +2x^  =3a;^  durch  x'^^  dividiert; 
1+20:'      ''^%x'     ''; 


l+2a:'^  =  3x'', 


Es  sei  x^^^^y,  l+2/  =  3t/; 
2/-32/+l  =  0; 
(2y-l)(y-l)  =  0. 

1)  2f/->l  =  0;  ?/  =  y,  d.i. 


ß 

ß 

■-1/« 

f     1     1        1    vT 

J     —±      C             — -L      6 

l/^SS                    1/236 

C 6 


2)y-l=0;y==l;  d.ix''  =  l. 


Anmerkung.  Potenzen  und  Wurzeln  enthaltende  Gleichun- 
gen lassen  sich  oft  durch  eigentümliche  Operationen  leichter  lösen, 
mit  denen  uns  jedoch  erst  §.  78  (3,  VIII,  4.  Zus.)  und  §.  80  (9, 1 
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und  II)  bekannt  machen.  Gemischte  Gleichungen  3.  und  4.  Grades, 
die  durch  die  bisherigen  Sätze  nicht  in  rationale  binome  Faktoren 
aufgelöst  werden  können,  erfordern  die  Kenntnis  der  jedem  Grade 
eigentümlichen  Auflösungsmethode. 

Bei  noch  zusammengesetzteren,  z.  B.  verschiedene  Basen  und 
verschiedene  Exponenten  enthaltenden  Gleichungen  ist  entweder 
die  vollständige  Entvvickelung  nötig  (s.  1.  Satz,  12.  Beisp.;  4.  Satz, 
11  B,  111  B),  oder  irgend  eine  Näherungsmethode  anzuwenden, 
bei  welcher  man  durch  mehr  oder  weniger  empirische  Versuche 
einen  der  Unbekannten  nahe  kommenden  Wert  sucht  und  den- 
selben alsdann  nach  gewissen  Regeln  verbessert. 

IV.  Die  gemischte  quadratische  Gleichung,  d.  i.  die 
Gleichung  von  der  Form 

X  -\-ax  =  b  (s.  §.  76,  2,  c), 

läfst  sich  stets  in  eine  reine  quadratische  verwandeln,  wenn  man 
für  x:  y-\-k  setzt,  wodurch  man  eine  neue  Gleichung  W  erhält, 
die  anstatt  x  nur  noch  y  und  k  enthält.  Setzt  man  nun  den  in 
der  Gleichung  W  enthaltenen  Coefficient  von  ?/  =0,  so  läfst  sich 
aus  dieser  annullierten  Gleichung  k  bestimmen,  dessen  Wert  in 
die  Gleichung  W  einzusetzen  ist. 

1.  Beispiel.     3a;  — lx=\l', 
x  =  yi-k  gesetzt:  d{y-\- kf—1  (y -{- k)=  U; 
dy'  +  Qky-^3k^  —  ly  —  lk=n', 

dy^-^{idk  —  l)y=\\+lk  —  dk';  .  .  .  (W) 

Der  Coefficient  von  y  =  i)  gesetzt,  giebt  6/f — 7  =  0 

Dieser  Wert  ist  in  W  zu  substituieren,  wodurch  (nach  §.  75, 2) 
der  Coefficient  von  y:  0  werden  mufs. 


3?/-f  0.2/  =  ll-f-7~-3.(-[) 


3y==ll+  — --^ 
36f/'=  132 +  98  —  49; 


36/=  181; 

l/rsf       ,    Vm         .     13,453624 
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7 

Da  nun  y-\-k=^x  ist,   so  ist  y  =  x  —  A=a; 7^,  folglich: 

7         ,     13,453624 

X  — 


6—6 


X 


7    ■     13,453624 

0  —  6 

7+13,453624 


6 
'-^•'*'*°=^*^-?l  =  -., 075604. 


Daher: 


6 

2.  Beispiel.     ]/5a:-h7 -h  ^2^:  -  1  =  10. 

Entweder:      '|/5a;+7  =  10  —  l/2a;  —  1 ;  quadriert: 

5a;-f-7  =  100  — 20l/2a-  — l  +  2a:-  1; 
20  y2x—i  =  92  —  3a: ;  quadriert: 
400 (2a: -  l)  =  8464  —  552a:  +  9a:^ 
800a:  —  400  =  8464  —  552a;  +  9a-^ 
9a:^— 1352a' =  —  8864. 

x  =  y  -\-k  gesetzt: 

9  (?/  +  k)^  —  1352  {y  -f  A)  ==  —  8864 ; 
9?/-  +  18^y4- 9A:'— 1352y— 1352A'  =  — 8864; 

9/  +  (l8A  — 1352)?/  =  —  9ä'-{- 1352  A-— 8864  .  .  .  (W) 

1 8 A  —  1352  =  0  gesetzt,   giebt  k==^-.     In  W  substituiert: 

9,^  =  -9.(-5Zi)Vl352.^-8864; 

9,^  =  -^  +  ^^''  -8864;  mit  9  u.ult  : 
^  9  9 

81«/'  =  — 676' 4- 2- 676'  — 9-8864; 

81?/' =  456976  — 79776; 

81t/' =  377200; 

,  ^377200 
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fi7fi 

Da  nun  y-{-k  =  x,  folglich  i/==x  —  k  =  x — ,  so  ist: 

«7 

676 ^  1/3772QQ 

_  676    ,    ]/377200  676  +  614,1662 

X—    ^     ±-      -        ,  oderx—         — ^  . 

_676  +  614,16_62_^^^3^3.^^^ 


9 
676  —  614,1662 


6,87042. 


2  9 

Oder  auch  in  der  gegebenen  Gleichung  sogleich 
y^x-{-l=y-\-k  gesetzt,  folglich:  5a;-i-7  =  (i/  + A:f 


X 


0 

Diese  Werte  in  die  gegebene  Gleichung  gesetzt: 


y -|-  0/  H-  2  %  -f  Ä:^  -  7)  —  1  =  10  —  X:  —  //;   quadriert: 

2|l  +  i|^  +  ^_J|.  =  aO-.f-2  (10-.) ,/  +  .'; 

2/  +  4^7/  +  2^'— 19  =  5(10— it)'  — 10(10  — /t)!/-h5j/'; 

3?/'-|-(6^— 100)?/  =  — 3A''+100A:— 519. 

6 A:— 100  =  0  gesetzt,  läfst  nun  gleichfalls  die  I.Potenz  von 
y  verschwinden. 

Anmerkung.  Die  gemischten  quadratischen  Gleichungen 
können  zwar  durch  vorstehendes  Verfahren  stets  aufgelöst  werden, 
indessen  geschieht  dies  einfacher  durch  §  83. 

6.  Man  kann  beide  Seiten  mit  derselben  Zahl  loga- 
rithmieren. 

Beweis,  a  =h.  Beide  Seiten  mit  d  logarithmiert  nach 
dem  Satze:  „Gleiches  mit  Gleichem  logarithmiert  giebt  Gleiches": 

^Iga^'^^lgh,  d.i.  (8.  §.73,  18) 


X'^lga  =  ^lgh'^  durch    lg a  dividiert: 


x  = 
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Anwendung.  Mittelst  dieses  Satzes  findet  man  unbekannte 
Exponenten,  wenn  die  Exponentialgleichung  (s.  §.  76,  I,  Anmerk.) 

X 

auf  die  Form  a  =h  oder   Ya  =  h  gebracht  werden  kann. 

I.  Läfst  sich  die  Exponentialgleichung  auf  die  Form 
a^  =:^a  bringen,  wo  n  und  r  die  Unbekannte  enthalten,  so 
ist  n  =  r  (s.  §.  73,  13). 

3  

I.Beispiel.       a''^/a'=a^'-^\a''^\  d.i. 


X         2  ?>x  —  \  3 

a  '  a    ^=a         -  a 

X  +  —  3  .T  —  IH 


a         =a  ; 

Nun  ist  nach  vorstehendem  Satze: 

x-\^-^^=^x — \-\ — ;  mit  6  mult: 

6a;  4- 3x=  18a;  —  6  +  2x -h  2 ; 

ll.T  =  4 

4 

2.  Beispiel.     3^+2-  +  3.^_32.  +  3x^-h4x3^ 

Die  Gleichung  läfst  sich  durch  3^^+ 3^"    dividieren,     folglich 

ist  zunächst:  o2x  +  3x2      ^  o..  i 

3  =0,  woiur  man  auch 

q2ar  +  3:r2  o— « 

setzen  kann,   denn  3""^=-^  =  —  (s.  §.  57,  1,  1V)=0,    folg- 

^^^^^^^  2a; +  30;^  =  -00. 

x  =  y-]rk  gesetzt,  giebt: 

2(?/+^)-f-3(?/-f-/0'  =  — 00; 
2?/ +  2/' +  3 / -+- 6A?/ +  3  A'=  —  00; 

3?/' +  2  (1  H- 3^)//  =  —  3 A"^  —  2 A- —  00; 

1  +  3A  =  0  giebt  k  =  —  — .     Dies  substituiert: 

o 


3,--3(-l)' 

3?/'  =  — 00 

2 

y  =  —  00 

-(-f)- 

-00,  d.  i. 

y=y— 00. 
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Da  nun  y  -{-  k  =  ^x,  folglich 

tj  =  x  —  k  =  x  —  \  —  ~j=x-\-~^,  so  ist 


x  = +  y  —  cx),  mithin  imagijüir. 


3 

Nach   der  Division   der  gegebenen  Gleichung  durch   3^*" 
ergiebt  sich:  3^  =  3'"',  folglich 

4.T    =  O 

.x  =  |/r,25=  1,077217. 

3.  Beispiel.     343''^-^*- 49'-'^=  1 ;  d.i. 

(77^'^-^\(7^/-^^=7«; 

-3(:5.r-f  4)      ^2(2-5.t) -0. 

/  *  /  —      #    ^ 

-9Z+12+4  — 10.r -0_ 

'  '     i 

9a:+12-f  4— 10.T--0; 
.r=t6. 

4.  Beispiel.        ]/ 15625.   ]/ 3 125 --0,04;  d.i. 

8x  +  l         ^  — •!__ 

j/s«.   ]/5-^  =  ^,  o.ler 
2o 


= 9 


o  -5         =5      ;  tolghch 

6.5 


%x-\-\     '    X— 3 
6.^—  l8  +  40.T  +  5  =  — 16a:'-f-  46.T-f  6; 
16a:' =19; 

.r=4:-^^=±  1,0897. 
4 

II.  Sind  die  Basen  der  Potenzen  mit  unbekannten 
Exponenten  verschieden,  so  ist  von  beiden  Seiten  der  vul- 
gäre Logarithmus  zu  nehmen. 

l 8  3  

I.Beispiel.      12)/27"-'=l/l8  ".T/4"-';    ly. 
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4   8  3 

y      1-  ^  ■   8         '  3  ' 

mit  24  mult. : 
24  /^  12  +  (6.r  —  6)  U/ 21  =9 x •  /^  18  -f-  (S.r  —  1 6)  lg  4 : 
24lff  [2  +  Gx lg21  —  6 lg21  =9x /g  \S  -^  Sx lg  4  —  16/^4; 
9.r /^  18  +  80:/^  4  —  6a;/^27  =  24 /// 12 -h  16 /^4  —  6 /^27; 
(9/^18  +  8/^4  —  6/^27). T  =  24/^  12-1-16/^4  —  6/^27; 

_  24/r/^2-^  16/^4-6/^27 
'^"~    y/^18H-8/^4  — 6/^27"'"^^ 
^  24 '  1,0791812  +  16'  0,602u600  —  6  - 1,4313638 
'^~"  9- 1,2552725 +  8 -0,6020600  — 6.1,4313638    ' 

Oft  kann  man  die  beschwerliche  Rechnung,  wie  sie  hiernach 
auszuführen  ist,  dadurch  umgehen,  dafs  man  die  Basen  in  ihre 
Primfaktoren  zerlegt. 

Hier  erhält  man  aus  A : 

^ _  24/^(2^-3)+16/^(2^)-6/^(3^)  . 
9/^(2. 3')  +  8/^(2'j-6/^(3')     ' 
24  (2  /^ 2  +  /^  3)  +  16  -2  /^2  —  6 '  3  /^  3 
~    9(/^2  +  2//73)  +  b-2/^2  — 6-3/^3 
80/^2  +  6/^3        80    ,     6/^3 


25/^2  25    '    2blg2 

_  0,24-0,4771213  _„^,     0,114509112 


0,3010300  ■     '         0,30103 

3,2+0,380391=3,580391. 


2.  Beispiel.      0,0456-^  =  78,9;  lg: 
/^(0,0456'')  =  /|7  78,9; 
a;/^  0,0456  =  /ö' 78,9 
/^78,9 


/^  0,0456 
_        1,8970770 
*^~'  8,6589648—10' 
Hier  kann  offenbar  die  negative  Kennziffer  nicht  weggelassen 
w^^rden.  1,8970770  1,897077 


x=^  — 


—  1,3410352  l,;i4IU352 
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/i7  1,897077  =  0,2780849 
^7 1,3410352=:  0,1274402 

w/^0,1506447  =  1,414636. 
a:  =  — 1,414636. 

3  +  1  2  +  -^ 

3.  Beispiel.      ("^rj        ^^(q")  '  ™^^  ^  potenziert: 

(  —  1         ^^  \~Q  I  '  reciprok  genommen: 

2X+-I 

7--=(|)  ;d.i. 


(3 


a;  +  3)/^7=(2a;  +  |-)/^l,8; 


3a;/^7  +  3/^7=;2a:/^l,8  +  y/^l,8;  mit  2  mult.: 

6a: /^  7  —  4a; /^  1,8  =  5/^  1,8  —  6/^7; 

^  —6/^7  +  5/^1,8   ^  1     —6/^7  +  5/^1,8 
^~~  2(3/^7—2/^1,8)  ~~  2  *     3/^7  —  2/^1,8 
Partialdivision :     — 6  /^  7  +  5  /^  1,8 : 3  /<7  7  —  2  /^  1,8  =  —  2 
—6/^7  +  4/^1,8 
/^1,8 

^_±r-2  + ^^1,8         n       ir       /^1,8  1 

2L        ^3/^7-2/^1,8]       2  L/^7^_/^i,8^        J 

_  /^1,8 ^  0,2552725 


2  ilff  343  —  /^  3,24)  2  (2,5352941—0,5105450) 

a:=  — 0,93696193. 

4.  Beispiel.      [-^)         ^  [—)       =[-^)        [-j^)        . 
Es  sei  /^-^  =  /^ll— /^9==0,0871502  =  öf, 

/^^  =  0,0829742  =  0,  folglich  /^-^=-a, 

IQ 
^^-^  =  -^  (s.  §.  73,  16,  3.  Zus.). 
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—  ^b-\-2bx  —  ax  —  2a  =  ax  —  2a-\-Sb  —  bx; 

_        66 6-0,0829742 

^~"  db  —  2a~  3.0,0829742  —  2.0,0871502   ^- ^- ^• 

5.  Beispiel. 

iVlSf^'-im)        =(}/35)        ; 

il5^j       .(21 V       =135* j       ;    ir. 
^^ll/ib  +  ^^lg2l=^^^lffro;  mit  12  mult.: 

Ä  O  t: 

(6a;  +  6)(/^3+/^5)  +  (4a:H-8)(/^3-i-/^7) 

'        =(3;r4-9)(/^5  +  /^7); 
6a;/^3  +  6/^3  +  6a;/^5  +  6/^54-4ic/^3-|-8/^3-h4a;/p'7 

+  8/^7 
=  3a;/^5  +  9/^5-t-3a:/^7+9/^7; 
iiOlg^-\-ZIg^  +  lgl)x==—Ulg^-i-dlgb-{-lgl; 

Igl  -^Zlgh  —  UlgZ 
^~"  /^7  +  3/^5  +  10/^3* 

Partialdivision : 

/^7  +  3/^5  — 14/^3  1/^7  +  3/^5  +  10/^3=1 
/^7  +  3/^5  +  10/^3 
—  24/^3 

^. 24/^3 4/^3^ 

/^7  +  3/^5  +  10/^3  /^7+/^  125  +  10/^3  ' 

A  Ig  129          _^  4-2,8627275 

^               Ig  Slb-\- 10  lg  3  ~~  2,9420081  +  4,771213' 

6.  Beispiel.      ^''~^f  =c. 

Entweder:     lg{a—bY  —  Ig  a~^  =  Ig  c, 

xlg{a  —  b)  —  {x—\)Iga  =  Igc  u.  s.  w. 

^,           a{a  —  bY            ,  .        (a  —  bY 
Oder:    — ^^ — - — ^  =  c;d.  i.  a-l ]  =c\ 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    111.  Teil.  6 
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lga-\-xlg — - —  =  lgC', 

^  _      Igc  —  lga       ^^^^  _      Iga-lgc 
lg{a — h)  —  Iga  lg  a  —  lg{a — b)' 

X      

T.Beispiel.     V     13^  K 13^  f  lF=  100  i^    *  V  {u'+'f ; 


-./  V  X^ 

13'  >/ 13'"^'"  ==100  1/13^+^; 

X 


2  +  2a: 


^     ^'  =  100.13    "^^ 


l/       o  +  A  +  A  2  +  2X  l  +  A+i-  J.4.i_ 

Kl3^     ^^  =  100.13    ^^     ;  od.  13^     ^^^  =  100.13^^^ 

Durch  13"^      "^   dividiert:  folglich: 

2      2 

13^"^^=0;    /^:      (A  +  A);^13  =  /</0; 

\x         X  I 

(-^  +  ^\/^13  =  — 00;  durch  2/^13  div.: 

\  X  X  I 


-j-H ^  =  —  00;   reciprok; 


1              1 

;  od.  — r-r  = 

x+1 

x  =  0. 

1       1        —00 '' 

2       '          3 
X              X 

x'  =  0;   y: 

0;    mit  x-{-l  mult: 


2_ 

Nach  der  Division:  13'' =  100; 

2 

— /^13  =  /^100;  mit  x  mult.:      2/^13  =  2a;; 

;j,  =  /^  13  =  1,1139434. 

lg  X 

8.  Beispiel.      i/?^=5'+''';    lg: 

i4^^{x  +  ix')lgh;  od.-^£^  =  (.r  +  2x^')'^5; 
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2x  =  (x-{-2x^)lg^;  durch  x  div.,  daher 

x  =  0', 
2  =  lgb-{-2xIgb; 

X  =  '^7'^\^  ==  -rV—  Ö,5  =  Tm^JTTT  —  0,5  =  0,9307. 
2lgb  Igh        '         0,69897         '  ' 

9.  Beispiel. 

1^        =56789.     Es  sei  \\^  =  y,  folglich  U    =56789. 
Ferner  sei  \\^  =  z,  folglich  li-'  =  56789. 
Daher:  z/^  1,5  = /-y 56789; 

__  4,7542642  lg  4,7542642  =  0,6770833 

^~  0,1760913  '        /^0,1 760913— 9,2457379 

7^2;==  1,4313454. 
4 
Aus  \^  =  z  folgt  nun  ylg-^  =  lgz,  daher: 

o 

_  1,4313454  _  1,4313454         7^1,4313454  =  0,1557445 

y—  47~~"  0,1249387  '       /^  0,1249387  =  9,0966970 

^^3  /^?/=  1,0590475. 

5 

End lieh  \\^  =  ij^  folglich  xlg  —  =  lgy\ 

Igy     __  1,0590475        /^  1,0590475  =  0,0249155 
'*'"~:^i:;25  ""  0,0909100  '     /^  0,0909100  =  8,9863686 

/^a;=  1,0385469. 
a:=  10,92816. 

10.  Beispiel.      7"^"^'  +  9  •  7""^'  =  654. 

Hier  kann  man  nicht  unmittelbar  den  Log.  nehmen,    da  die 
linke  Seite  eine  Summe  ist  und  /^(a  +  J)  nicht  =lg a-\-lgh. 

Daher:    7''.7'  +  9.7''.7' =  654;    od.  (7+ 9.7')- 7"^=  654; 
448.7^  =  654;      7^  =  -|^;      a:/,7=/,— ; 

lg  327  —  lg  224 

x^— T-^ u.  8.  w. 

Igl 

11.  Beispiel. 

l,4.343'^  +  245.5'^.a:'  =  (a:.7^)'  +  343.5'';  d.i. 

I- .7^^-1-5.7^  5"  .  r^'^=aj"^  .  7^" +7^  5^ 
5 

6* 
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5.7^5-.a;' -7^5^  =  0;'.  7"- '-■-": 


5 


(5.7^x'-7')5"=(a:'-|^)•7"; 
5.7^(5x'-7)•5"  =  (5;c'-7).7". 


Durch  bx  —  7  dividiert,  folglich 


3         7 


bx'  —  l  =  0   od.  o:  =      , 
o 

3 

x=}/l,4=  1,1186889. 
Nach  der  Division: 

lgb-{-2lg7  -^xlgb  =  Zxlgl; 

X  =  — '—  ^    ,   ^  ,  n  ;  durch  Partialdivision : 
—  lgb  +  3iffl  ' 

_,  j 5/^7        _  /^7'  /^16807 

'^dlgl  —  lgb  lgd^3  —  lffb  /^171,5 

17 
12.  Beispiel.      Den    Sechs -Logarithmus    von     -^    zu    be- 
stimmen. 


Auflösung.      /^-^  =  a;;  folglich 


6  =-37-;   od.  a;/^6  =  /^y^  ; 

13.  Beispiel.     3''  =  — 7;  d.  i.  a; /^^ 3  = /</ (— 7) ; 

/^3     • 
Nach  §.73,  6,  4.  Zus.  ist  diese  Auflösung  imaginär. 

A.nilt  er  kling«      Setzt    man   die   Trigonometrie   und   die 
beiden  Formeln: 

,2  3  4 

/^/ia^(l-f-w)  =  2^--2-4--3---^+...  (s.§.  73,  1)  .  .  .  (A) 

3  5  7 

und         Äma:  =  a:-^  +  ^-^j-+...(s.§.62,7,3.Zus.)..(B) 
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als  bekannt  voraus,  so  läfst  sich  der  imaginäre  Logarithmus  einer 
negativen,  sowie  einer  beliebigen  complexen  Zahl  in  folgender 
Weise  bestimmen: 


3  5 


rn<^x  =  y\ — sinx=\/  1—lx öT~^"Vr — ••*/  (s-ob.B),d.i. 

2  4  G 

CM.r=l-|-,+^-^+ (C). 

In  Formel  A  ist  der  liOgarithmus  (die  rechte  Seite)  eine  un- 
endliche Reihe.  Soll  der  Log.  nur  das  eine  Glied  u  werden,  sollen 
also  die  auf  u  folgenden  unendlichvielen  Glieder  verschwinden,  so 
kann  offenbar  der  auf  der  linken  Seite  befindliche  Numerus  nicht 
1  +  w  bleiben.  Da  nun  schon  u  (d.  i.  1  •  ?/)  auf  beiden  Seiten  vor- 
handen ist,  so  wird  der  Numerus  jedenfalls  die  beiden  Glieder 
1  +  w  behalten  und  es  wären  mithin  nur  noch  die  auf  1  +  w  fol- 
genden Glieder  zu  bestimmen.     Es  sei  daher: 

lffnat{l  -\-u  +  Au  -{- Bu  +  Cu^  +  . .  .)  =  u  .  .  .  .  (Y) 
wo  A,  B,  C  noch  zu  bestimmende  Coefficienten  sind. 
Setzt  man  in  Formel  A  für  u  den  Ausdruck 
7x  +  Au-hBu+Cu*..  ., 
80  erhält  man: 

Ignat[\  +  {u-}-Au  +  Bu^ -\-  Cu  ,..)]  =  u-^  Au  -{- Bu  -\-  Cu^ ■^... 
—  ^-{u-{-Au^-hBu'...y-\-~{u-i-Au\,.f 

-|(-+.-.)^ . 

Entwickelt  man  die  Glieder  rechts,  so  entsteht: 
lgnat{l  +  u-}-Au^-\-Bu^+Cu^  -{-  ...)  =  w+  f^  — i^jw^ 

+ (Z) 

Soll  nun  rechts  das  Glied  u  allein  bleiben,  so  müssen  die 
Coefficienten  von  u  ,  u  ,  u  .  .  .=0  sein,  oder: 

^  — Y  =  0 («)  B-A  +  ^=0 iß) 

C-B-\~A-^ ^  =  0  .....  (y). 

Aus  Gleichung  a  folgt  y^==—.     Dies  in  ß  substituiert: 
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Beide  Werte  in  y  substituiert: 

Mit  diesen  Werten  geht  Z  über  in: 

;^rao<(l+2<  +  -^  +  -||-  +  -|y+...j=«, 

oder  (s.  §.  73,  1)      '/^^  (i +„  +  ^  +  -|^  +  ...j  =„, 


daher  (s.  §.  73,  4J   e"  =  l  +  «+^  +  ^  +  ^  +  ^+ . . .  (D). 
M  =  1  giebt  hier 

«  =  l  +  H-y  +  -2^+2:|7j+...=2,7t82818...(8.§.73,l). 

Setzt  man  in  Formel  D    xi  anstatt  w,  so  entsteht: 

e    =\^xt-{'  -^2—  +  -^jr  +  •  •  •'  oder 
2          3 .  4 

XI  AI'  *^  X      t  ,  X  /-T^\ 

e    =l+:t7— -^ ST  +  TT"^ ^^^• 

In  D    —  xi  statt  u  gesetzt  (oder  in  E  o:  negativ  genommen), 

e       =X-xi ^+  — +  __ (F) 

Addiert  man  E  und  F,  so  erhält  man: 


XI 

e 


'  +  e-"'  =  2(l-^  +  ^=...),  d.i.  (8.ob.C) 

xi  — xi        e\  rr^\ 

e    —  e        =2cosx ((jr) 

Vermindert  man  E  um  F: 

/^_g-^^==2(a.7--^  +  -|f-...),  d.i.(s.ob.B) 

xt  — -  XI        c\  •    •  /"^J■^ 

e    —e       =2tsmx (H) 

G  und  H  addiert,  giebt: 

2e^^  =  2cosx-i-2  i  sin  x,  folgUch : 

e^^==cosx-\-isinXf  oder  vollständig, 
da  i^zl/Zrjc^-j-f/irY  ist: 

e~'^  =  cosx  +  isinx (J). 
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Setzt  man  in  J  für  x:  "Inn,  wo  n  eine  ganze  Zahl  und  2% 
der  Umfang  des  Kreises  für  den  Radius  1  (in  Graden  =360*) 
ist,  so  erhält  man: 

+  '27ini  e\  I     •    •    rt 

e~         =cos2  7tn^tsm2nn. 

Hieraus  ergiebt  sich: 
lür  n  =  0:     e^  =  cosi)^  i Ä^m  0  =  1  +  2  •  0  =  1 ,  daher  (s.  §.  73,  3) 

lg  nat  1=0; 

für  n=\'.     e~   ^^  =  cos 27t  +  isin 2  n  (in  Graden  =  cos 360** 

+  ^^360") 
=  1  +  2  •  0  =  1 ,  daher  lg  nat  \=  ^2  iti; 

iur  n  =  2:     e-   ^^  =  cosA7C^ismA7t=l^i'(}=l,  daher 
lg  nat  1  =  +  4  %i  u.  s.  w. 

lg  nat  \  hat  also  den  reellen  Wert  0,  aufserdem  aber  die  ima- 
ginären Werte  +2;f/,  +4;r/,  +67ri . .  .,  allgemein  -\^2nnL 

Setzt  man  in  J  für  xi  (272+l);r,  wo  2n-\-\  eine  ungerade 
(ganze)  Zahl  ist,  so  ist: 

^±i'^^-^^)^i==cos{2n^\)n±^isin{2n-\-\)7i. 

Hieraus  ergiebt  sich 

f ür  w  =  0 :     e-^^  =  cos  7t  +  i  sin  n  (in  Graden  =  cos  1 80  "* 

+  25ml80') 
=  —  1  +  1'0  =  —  1,  daher  Ignat ( —  1)  =  +  tt« ; 

für  /i  =  1 :     e~      *  =  co-y  3  tt  -|-  i  sin  3  7t  (in  Graden  =  cos  540  * 

-\- i  sinh\(i^) 
=  — 1  +  ^•0  =  —  1,  daher /^nä5^( — l)  =  +3;rt 
u.  s.  w. 


lg  nat  { — 1)   hat  also   nur  imaginäre  Werte   und   zwar  -\-7ti, 
'  ^Z7ti,  +5;re,  +77r2...,  allgemein  +  (*2w-|- l)7ri. 


Nun  ist  lg7iata  =  lgnat{a'\)=^lgnata-\-lgnat\,  folglich 

1)  lgnata  =  lgnata-\-^=^lgnata\ 

2)  lg  nat  a  =  lg  nat  a-\-27ti; 

3)  lg  nat  a  =  lg  nat  a  ^  ATti  u.  s.  w.; 
allgemein:  lgnata  =  lgnata^2n7ti (K) 

Da  /^z;w/^a  =  0,43429 /^wa^ö(s.§.73,ll,l.Zu8.),  so  ist  (s.K): 
lg vulg  a  =  0,43429  {lg nat a  +  2n7ti) 

=  lg  vulg  a  +  0,43429  •  2  •  w  •  3,141 59  ?,  d.  i. 
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^  lgvulga  =  IgvuIga^2,12Slbdm  (wo  n  irgend  eine  der 

Zahlen  0,  1,  2,  3,  .  .  .)• 

Ferner  ist  Ig  nat  ( —  d)  =  Ig  nat  [a  ( —  \)'\  =  Ig  nat  a-\-Ig nat ( —  1 ), 
daher  (s.  ob.): 

Ig  nat  { — a)  =  /^nö/a+ (2?z4- l)7r2     .     .     .     (L) 

Da  nun  Ig  vulg  (—  d)  =  0,43429  Ig  nat  ( —  «),  so  ist  (s.  L) : 
Ig  vulg  (—  a)  =  0,43429  [lg  nat  a  ^i'^n -\- \)  m] 

=  IgvuIga4:0,Adi2^'{2n-\-\)'7ti,  oder 

41^  IgvuIg(—a)  =  IgvuIga±\ßM^lQi2n-\-\)i 

(wo  2w+  1  eine  der  Zahlen  1,  3,  5,  7,  .  .  .  ist). 

Die  Auflösung  des  13.  Beispiels  ist  mithin: 

191+  1,364376  {2n  +  1)  i 
''~  ig^ 

__  0,8450980  + 1,364376  (2n  4- l)g 
"~  0,4771213 

a:=  1,77124  +  2,8596  (2w  + 1)  i,  wo  für  2n  +  1  jede  ungerade 

Zahl  gesetzt  werden  kann. 

Auch  Ig(a^bi)  läfst  sich  bestimmen.     Nach  J  ist: 

r  (cos  x  +  i  sin  x)  =  re~  ^\  d.  i. 

r  cos  X -^ir  sin  X  =  re~        ....     (M) 

Setzt  man  r  cosx  =  a,  rsinx  =  b,  so  ist 

2      2      ,2.2  2  ,   ,2    j  . 

r  cos  x-i-r  sin  x  =  a  -\-o  ,  d.  1. 

r  (co/ X -\- sin  x)  =  a  -\-h^ ^  od.  r  '\  =  a  -\-b^ ,  daher 

^  rsinx        &      i  •  .  ^      j  1  ^    ^ 

Femer   =  — -,  {i.\.tnx  =  — ,  daher  x  =  arctg — . 

rcosx        a  a  a 

Diese  Werte  in  M  substituirt: 

a±bi  =  ya''-{-b^'e 
Von  beiden  Seiten  den  Ig  nat  genommen: 

_  a  -{-b  -i-lgnatXe  "J. 

Da  nun  lg  nat  e^  =  y  lg  nat  e  =  y  - 1  (s.  §.  73,  6,  2.  Zusatz)  =i/, 
so  ist: 

Ig  nat  {a  Hh  bi)  =«=  /^  na^  K  a^  +  ^^  +  (i  ^  ^^^  ^9—)' 
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Die  Gleichung  mit  0,43429  multipliciert : 
lg  vulg  (a  +  U)  =  lg  vulg  ya-\-b^-±i'  0,43429  •  arc  tg  — . 

Für  den  Fall,  dafs  man  den  arcus  aus  dem  logarithmischen 
Tafeln  in  Graden  gefunden  hat,  ist: 


lg  vulg  {a  +  bi)  ==  lg  vulgV  a  +  ^>^  +  i  •  0,43429  •  -f--  •  arc  tg  — 

loO  CL 

^  lg  vulg  (a  +  bi)  =  lg  vulg  V a'  +  &'  +  •  0,00757987  arc  tg  — . 

Beispiel. 
lg  mlg  (— 13  +  60  =  lg  vulg  Vi 3'  +  6^  +  e  •  0,00757987  arc  ig 


—  13 
/> 

=  lg  vulg  V205  +2-0, 00757987  arc  ig  —^. 

Ist    tg(p  =  —,  so  ist  /^/^()t)==/^  — =  9,6642079; 
folglich  (^  =  24M6'30",43  =  24",77512;  daher: 

lg  vulg  (—  13+60  =  /^  vulg  ]/2Ö5  +2-  0,00757987  •  24,77512 
=  1,1558769  +  0,1877922i. 

i  kann  hier  noch  andere  Faktoren  haben,  da  sich  für  arctg-r^ 
unzählig  viele  andere  Bogen  finden  lassen. 

111.     ümkehrung  des  vorhergehenden  Satzes: 

Ist  lga  =  lgb,  so  ist  a  =  b  (s.  auch  §.  73,  5,  4.  Zus). 

1.  Beispiel.     2^lg^^-^^—„-:  ^' ^'  ^9  Yx^^ ^ ^- 

7^ l 

Für  Anfänger  empfiehlt  es  sich,  hier  -^ —     ^  =y  zu  setzen: 

/^t/=-  — 0,3428571  =»  10  — 0,3428571  —  10  =9,6571429  — 10; 
y  =  0,45409;  d.i. 

-g^  =  0,45409;u.s.w. 
2.  Beispiel.     3(4a;  +  5f  ^'""^'^  =  22; 

(4a:  +  5)^'     ^         ~3~'    ^* 

22 

.     /^(4a:  +  5)./^(4a;4-5)=/^  — ; 

//(4a: +  5)  =  0,8653014;  y: 


90  §•  77.     Die  Auflösung  der  binomischen  Gleichung. 

lg  (4a;  +  5)  =  +  l/(),8653014 ; 

4a; +  5  =  ?/  gesetzt: 
^17  2/  =  dz  0,93021 80. 
Daher:   1)   /ör?/  =  0,9302180  2)   /^  ?/  =  — 0,9302180 

2/ =  8,51565,  d.i.  =10  —  0,9302180—10 

4a; +  5  =  8,51565;  /^?/  =  9,0697820— 10 

a;  =  0,878913.  z/  =  0,117431;  d.i. 

40^+5  =  0,117431; 
a;  =  —  1,220642. 

3.  Beispiel.     100- a;^ ^^ "'^ ^  =  100000 o;''; 

lg  100  +  Igx''''"^''  =  lg  100000  +  /^o;''; 
2  +  (7/^a;  +  5)/^a;=5  +  25/^a;;    lgx  =  y  gesetzt: 
2  +  (72/  +  5)z/  =  5+252/;    od.  7/  — 20?/  — 3  =  0; 
(72/  +  l){2/-3)  =  0; 
1)  7?/+l=0  2)     «/-3  =  0;  d.i. 

1     j  .  lgx  =  Z 

' T'^-^-  a;=1000. 

4,  a;  =  — 0,1428571; 

=  10  —  0,1428571  —  10; 
/^a;  =  9,8571429— 10 
a;=  0,719686. 

4.Beispiel.     ^/^(7  — 6a;^)  =  — 3;   7 —  6a;^  =  ?/  gesetzt: 

8  —3  1 

l9y  =  —  ^,  folglich:  8       =?/;    und  ?/  =  -^^,  d.i. 

^-^^  =  M2' 
6a;'  =  7— -^  =  7  — 0,001953125  =  6,9980469; 
0;'=  1,1663411;   folglich  a;  =  +  ]/l,166341 1  =  +  1,079973. 
5.  Beispiel. 


10000    ^^      ''  =  25 
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lg  (f +  3)  =  l'J  [25  [^^  +Z)]  ;   folglich: 

(|+3)"-+5(-!Jf +»).....(« 
Mit  dem  obern  Zeichen: 

^  +  3a;  +  9  =  ^|^+15; 

3.T^  +  36a;  =  5öa;-f-72;   od.  3a;'— 19a;  —  72  =  0; 
(3a;  +  8)(a;  — 9)  =  0. 
1)  3a;  +  8  =  0;    a;  =  — 2|.     2)  o;  — 9  =  0;    a;  =  9. 

Das  untere  Zeichen  in  A  giebt  noch 

a;  =  — 3,589813  und  a;  =  — 26,743703. 

6.  Beispiel. 


^2lg. 


5             25  ,         2^,0:    ,5            /5\ 

19-^=^9-^,  oder  a;        '^'J'^^  -^V^J 

5               5  5 

o;  '    .lg-~  =  2lg^,  durch  /^r  —  div.: 


.7n--  =  2lg^ 

lg  2        0,30103 


/^^'a;  =  ^=^^^ -==0,150515; 

/^a;  =  + 0,3879626. 

1)  /^a;  =  0,3879626;  a;  =  2,44322. 

2)  /^a;  =  9,6120374  — 10;  a;  =  0,409296. 

7.  Beispiel. 
SOOOx""'^  -  T/64Ö  .-\/x""  +  ''  =  9000  x^""  -  ySlÖ-a,-'"  l/i'; 

49  41> 

SOOOa;''^^"  — 9000a;'^^-^=8>/T(r-a;  '"      '-9yTÖ.a;'; 

49  _49 

1000/"' (8a;-""' -  9)  =  8  yiO-a;"'" -a;^- QfiJ-a;  ^ 

49 

1000x'"''(8x'"'"-9)  =  yi():.x'(8-a;-"'-9); 
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Durch  8a:"' "^  —  9  div.,  folglich: 
8a:'''"— 9  =  0;    od.  8 o:' ''"  =  9 ;  od.  o:'''"  =  1,125;  lg, 
2  lg X' lg  x  =  0,0bllb2b;    od.  //a;=  0,02557625; 
/pr^^-j- 0,1 599258; 
a:=  1,4452  und  a;  =  0,69195. 
Nach  der  Division: 

1000a:'''"=]/lÖ~..T';  lg: 

lg  1000  +  lg  {x''')  =  lg  10^+  lg  (o;  V; 

1        49 
^-^%lgx-lgx=  —  -^-Ylgx',  lgx  =  y\ 

3  +  8t/'  =  y  +  -^;    od.  48t/'  — 98?/ +15  =  0; 

(82/-15)(6?/-l)  =  0; 

1)  8?/— 15  =  0;    d.i.  8/^a:=15; 

lg  X  =  1,875 ;  foglich  x  =  74,9894. 

2)  6y— 1=0;      d.i.  6/^a;=l; 

/<7a;  =  0,1 666667;  folglich  a:=  1,4678. 


§.  78.     Proportionslehre. 

1.     Von  den  Verhältnissen. 

I.     Einleitende  Begriffe  und  Sätze. 

A.  Wie  schon  in  §.  12,  5  gezeigt  worden  ist,  ergeben  sich 
aus  „8c/^  •  3  =  24^/^"  zwei  verschiedene  Divisionen: 

a.  24^:3  =  8^  (Teil!); 

b.  24  ^^  :  8  ^  =  3.  Ist  mithin  der  Divisor  gleichartig  und 
gleichbenannt  mit  dem  Dividend,  so  ist  der  Quotient  unbenannt 
und  drückt  ein  Enthaltensein  oder  Messen  aus.  SM  ist  in 
24  ./^  3  mal  enthalten. 


Der  Quotient  aus  2  gleichartigen  und  gleichbenann- 

12  Meter 

ten  Gröfsen  wird  Verhältnis  srenannt.     24^:8^^,  -tt^^tf 

^  '    18  Meter 

sind  daher  Verhältnisse.     Dividiert  man  eine  Linie  AB  durch  eine 

andere  CD,  so  ist  ihr  Quotient  -^-zr  ein  Verhältnis  ( s.  -777-^ )• 

^  CD  \      1 8  Meter  / 

Die  unbenannte  Zahl   (3  in  2AJ^:SJC),   welche  dem  Verhältnis 
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gleich  ist,   also  den  Wert  des  Verhältnisses  ausdrückt,  heifst  Ex- 
ponent des  Verhältnisses. 

Das  Verhältnis  a:b  liest  man  „a  verhält  sich  zu  i"  oder  auch 
nur  „a  zu  ö"  (oder  „a  dividiert  durch  6").  Die  beiden  Zahlen, 
welche   das  Verhältnis   bilden,    heifsen   „Glieder"   und  zwar  ist  in 

dem  Verhältnis  a:h  [  oder  —  j : 

a  das  Vorderglied  (Antecedent,  Dividend), 
h  das  Hinterglied  (Consequent,  Divisor). 

B.  Da  „Vorderglied  :  Hinterglied  =  Exponent"  ist,  so  mufs 
das  Vorderglied  =  Hinterglied  X  Exponent  sein  (s.  §.13,  5). 

Ist  daher  das  Hinterglied  &,  der  Exponent  e,  so  ist  das  Vorder- 
glied he^  das  Verhältnis  mithin  he:h. 

C.  Wie  schon  in  A  gezeigt  worden  ist,  müssen  die  beiden 
Glieder  gleichartig  und  gleichbenannt  sein.  Es  folgt  dies  auch  aus 
B,  denn  multipliciert  man  das  benannte  Hinterglied  b  mit  irgend 
einer  Zahl  e,  so  mufs  das  Produkt,  d.  i.  das  Vorderglied,  offenbar 
mit  h  gleichartig  und  gleichbenannt  sein. 

Die  Form  „8  Stunden  :  6  Meter"  ist  daher  unmöglich. 

Aber  auch  „8  Stunden :  6  Minuten"  mufs  in  „480  Min. :  6  Min." 

o 

verwandelt  werden  und  der  Exponent  ist  nicht  — ,  sondern 

D.  Da  das  Verhältnis  einer  unbenannten  Zahl  gleich  ist,  so 
können  die  angewandten  Benennungen  der  Glieder  stets  weg- 
gelassen werden.  Statt  480  Min.  :  6  Min.  kann  man  daher  stets 
480 :  6  setzen.     Dies  folgt  auch  aus 

480  Min.         480.1  Min.    ,,      ,    ,  ,,.         ,  ..    ,,         480 

(durch  1  Mm.  gekürzt)  =     ^    . 


6  Min.  6 . 1  Min. 

E.     Verhältnisse  sind  gleich,   wenn  sie  gleiche  Exponenten 
haben. 

Da  24  ^  :  8  ^    =      3 

und  60 c^:  20^/^=      3, 

Verhältnis         Expon. 
so  sind  (nach  §.  3,  2)  die  Verhältnisse  "o-^^  und  ..-einander 

leich. 


ö 


F.     Verhältnisse  sind  rational  oder  irrational,  je  nachdem 
der  Exponent  rational  oder  irrational  ist.     y  ^'.yl  ist  ein  irratio- 
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nales  Verhältnis,  denn  --^  =  ]/3  ist  irrational,  ySiK^  ist  ein 
rationales  Verhältnis,  obgleich  die  Glieder  irrational  sind,  denn 
——  =  y^=2  (der  Exponent)  ist  rational. 

G.  Stehen  2  Gröfsen  so  im  Zusammenhange,  dafs  die  eine 
2,  3,  .  .  .  nmal  so  grofs  wird,  wenn  die  andere  2,  3,  ...  w  mal  so 
grofs  wird,  so  sind  beide  Gröfsen  einander  proportional  oder 
stehen  im  geraden  (direkten)  Verhältnis,  wird  dagegen  die  andere 
gleichzeitig  2,  3,  ...nmal  so  klein,  so  sind  sie  „umgekehrt 
proportional"  oder  stehen  im  umgekehrten  (indirekten,  in- 
versen)  Verhältnis.     (Mehr  darüber  §.  50,  1  —  4). 

H.  Ist  das  Hinterglied  eines  Verhältnisses  dem  Vordergliede 
des  nächsten  gleich,  oder  ist  bei  mehr  als  2  Verhältnissen  das 
Hinterglied  eines  jeden  dem  Vordergliede  des  nächsten  gleich,  so 
nennt  man  die  Verhältnisse  stetige  (fortaufende,  continuierliche). 

Die  Verhältnisse  a:b  (lies  „azub")  und  b:c  sind  daher  ste- 
tige oder  fortlaufende. 

Verhalten  sich  die  Dinge  A  und  B  wie  a:b, 

„         „       B     „     C    „     biCy    so    kürzt    man 
dies  in  folgender  Weise  ab: 

Die  Dinge  A,  B  und  C  verhalten  sich  wie  a:b:c  (lies  „ß  zu 
b  zu  c"). 

Verhalten  sich  speciell  ^  und  ^  wie  3:5,  B  und  C  wie  5:9, 
C  und  B  wie  9:4,  so  verhalten  sich: 

A,Bj  CundB  wie  3:5:9:4. 

Verhalten  sich  mithin  M,  N,  P,  Q  wie  5:7:3:8,  so  bedeutet 

dies:  M  und  N  verhalten  sich  wie  5:7, 

iVundP         „  „       „     7:3, 

/^und  Q  „  „       „     3:8; 

aber  auch  M  und  P         „  „       „5:3, 

N  und  Q  „  „       „     7:8, 

0  und  M         „  „       „     8:5. 

Ist  das  Hinterglied  eines  Verhältnisses  dem  Vordergliede  des 
nächsten  nicht  gleich  (z.B.  A  und  B  verhalten  sich  wie  5:3, 
B  und  C  wie  3:7),  so  nennt  man  die  Verhältnisse  discret  (ge- 
sondert). 

II.     Kürzen  und  Erweitern  der  Verhältnisse. 

A.     Verhalten   sich   zwei  Dinge    wie    12:8,   so  verhalten  sie 

sich  auch  wie  3:2,  denn  12 :  8  =  -^  =  -^^  =  7^  =  3:2.    Oder 
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1       1 

verhalten  sie  sich  wie  -^ :  —  ,  so  verhalten  sie  sich  auch  wie 

o       O 


-^.24):  (-^.24),  d.i.  wie  3:4. 


Ein  Verhältnis  bleibt  unverändert,  wenn  man  es  kürzt  oder 
erweitert,  d.  h.  die  beiden  Glieder  mit  irgend  einer  Zahl  multipli- 
ciert  oder  dividiert. 

Besitzt  daher  A  36000  J^,  B  16000^,  so  verhält  sich  das 
Vermögen  des  A  zu  dem  des  B  wie  36000:16000.  Offenbar  ist 
es  aber  übersichtlicher,  die  beiden  Verhältnisglieder  durch  möglichst 
kleine  ganze  Zahlen  auszudrücken.  Mithin  kürzt  man  hier  durch 
^4000,  und  die  Vermögensbestände  von  A  und  B  verhalten  sich 
wie  9:4. 

Verhalten  sich  die  Dinge  I)  und  E 

wie  11^:13^,  so  verhalten  sie  sich  mithin  auch 
(mit  4  erweitert)     wie  45  :  54  und 
(durch  9  gekürzt)  wie  5 : 6. 

B.  Sind  zwei  Dinge  gleich,  jedes  =0,  so  ist  ihr  Verhältnis 
a:a,  der  Exponent  eines  solchen  „Verhältnisses  der  Gleich- 
heit" daher  —  oder  1.  Sind  die  beiden  Dinge  ungleich,  ver- 
halten sie  sich  z.  B.  wie  5:8  oder  14:9,  so  ist  der  Exponent  eines 
solchen  „Verhältnisses  der  Unsfleichheit" 


<1 


:.B.  |-)   oder   >1  (z.  B.  -^). 


Die  Verhältnisse  der  Ungleichheit  sind  entweder  steigende  oder 
fallende,  je  nachdem  die  beiden  Zahlen  aufsteigen  oder  fallen. 
Bei  einem  steigenden  Verhältnis  (5 : 8)  ist  offenbar  der  Exponent 
<  1,  weil  der  Dividend  (das  Vorderglied)  <  der  Divisor  (das 
Hinterglied).     Der  Exponent  des  fallenden  Verhältnisses  ist  >  1. 

C.     Von  Vorteil  ist  es   oft,    die   kleinere  Verhältniszahl   in  1 
zu  verwandeln. 

Verhalten  sich  ^  und  ^  wie  16:9,  so  verhalten  sie  sich  auch 

(durch  9  gekürzt)  wie  1|:1. 
Verhalten   sich    C  und  B  wie  8f:ll|,    so   verhalten    sie    sich 

auch  (durch  8f  gekürzt),  wie  1 : 1,3. 

Man  weifs  mithin,  dafs  A  l^mal  so  grofs  als  B, 

/>  1,3  „      „       „        „     C  ist. 

Ist  M  2|  mal  so  grofs  als  N,  so  verhalten  sich  31  und  N 
wie  2| :  1 ,  oder  (mit  3  erweitert) 
„      8:3. 
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Ist  P  3^  mal  so  klein  als  0,  so  ist  Q  3|^mal  so  grofs  als  P 
und  es  verhalten  sich  P  und  Q  wie  1 : 3-J^,  oder 
(mit  2  erweitert)  wie  2:7. 

D.  Discrete  Verhältnisse  kann  man  in  fortlaufende  verwandeln, 
wenn  man  jedes  Verhältnis  (vom  2.  an)  so  erweitert,  dafs  das  Vorder- 
glied desselben  dem  Hintergliede  des  vorhergehenden  gleich  wird. 
Verhalten  sich  z.  B. 

A  und  B  wie  11:9, 

B  und  C  „  12:35, 

C  undi>  „  14:15, 

9 
so  hat  man  12   (das  Vorderglied  des  2.  Verhältnisses)  mit  -r^  zu 

multiplicieren,  um  9  (das  Hinterglied  des  1.  Verhältnisses)  zu  er- 

9 
halten.     Erweitert  man  daher  das  2.  Verhältnis  mit  -7-^ ,  so  ergiebt 

sich  für  dasselbe 

.n     9     o.      9       ^    .    ^    105 
12* -r^:oo '-77-.    a.  1.   9: — : — ,  und  man  hat  nun 
12  12  '  4    ' 

als  Verhältnis  von  ^  und  ^  11:9, 

105 


^  und  C  9 : 


4    ' 
„  „  C\xndiD  14:15. 

TA    ..      •.    105  ,  .  ,.  .  .  105 

Da  14  mit   ^    ,  ,    zu  multiplicieren  ist,    um  — -, —   zu   erhalten, 
4-14  ^  '  4 

105  15 

so  ist  das  3.  Verhältnis  mit    ^   ^  ,  ,  d.  i.  mit  —=-  zu  erweitern,  und 

4-14  8 

es  ergiebt  sich  für  dasselbe 
AA     1^     1-     15     A 

als  Verhältnis  von  A  und  B  11:9, 


,,     15    ^.     15      ,   .    105     225  ,  ,    ^ 

14«-^^:  lo--7-,  d.i. — - — :—p, — ,  und  man  hat  nun 

8  8  '  4         8 


Bunde  9:^ 


^       ,  _  105     225 

CundP  -J-'-s"-' 

105     225 
oder  A,  B,  C,  B  verhalten  sich  wie  11:9:— r — :— — ,     also    auch 

(mit  8  erweitert)  „     88:72:210:225. 

2.  Verfahren.     Man  setze  zunächst 
ABC 
11:9 

12:35  und  bringe  9  und  12  auf  das 
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kleinste  gemeinsame  Vielfache  36,   indem  man  das   1.  Verhältnis 
mit  4,  das  2.  mit  3  erweitert: 

A     B     C    D 

44:36:105 
hinzugefügt:  14:15. 

Um  nun  105  und  14  auf  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache 
210  zu  bringen,  hat  man  die  3  ersten  Verhältniszahlen  mit  2,  das 
letzte  Verhältnis  mit  15  zu  erweitern.     Daher: 

A    B      C      D 
88:72:210:225. 

3.  Verfahren.  Man  gebe  der  1.  Zahl  das  Produkt  sämtlicher 
Vorderglieder  (der  letzten  Zahl  das  Produkt  sämtlicher  Hinter- 
glieder) und  erweitere  jedes  gegebene  Verhältnis  mit  den  Zahlen, 
die  in  dem  für  die  fortlaufenden  Verhältnisse  schon  gewonnenen 
Vordergliede  aufser  dem  gegebenen  Vordergliede  vorhanden  sind. 

Beispiel. 


A 

B 

C 

D 

E 

3: 

;8 
6  : 

7 
21: 

10 
12: 

B 

5. 

3-6 

•21 

•12 

:  ? 

Zunächst 

Für  das  1.  Verhältnis  3 : 8  hat  man  als  Vorderglied  3  •  6  •  21  •  12, 
folglich  sind  aufser  3  die  Faktoren  6  •  2 1  •  1 2  vorhanden  und  daher 
ist  das  Verhältnis  3:8  mit  6 -21 -12  zu  erweitern: 

A  B  C 

3.6.21.12  :  8.6-21.12  :   ? 

Für  das  2.  Verh.  6:7  hat  man  jetzt  als  Vordergl.  8 •6« 21. 12, 
folghch  ist  es  mit  8.21.12  zu  erweitern: 

A  B  CD 

3.6-21.12  :  8.6.21-12  :  7-8-21-12  :  ? 

Für  das  3.  Verhältn.  21 :  10  ist  jetzt  das  Vordergl.  7-8-21-12, 
folglich  ist  es  mit  7-8-12  zu  erweitern: 

A  B  C  DE 

3-6-21-12  :  8-6-21-12  :  7.8-21.12  :  10-7-8-12  :   ? 

Da  für  D  und  E  12:b  entstehen  soll,  so  ist  dieses  Verhältnis 
mit  10-7-8  zu  erweitern: 

A  B  C  D  E 

3-6-21-12  :  8-6-21-12  :  7-8-21-12  :  10-7-8-12  :  5-10-7-8. 

Durch  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  8-7  gekürzt: 

81  :         216  :         252  :        120  :         50. 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    III.  Teil.  7 
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E.  Zeit  und  Arbeitskraft,  z.  B.  die  Anzahl  der  Arbeiter, 
stehen  im  umgekehrten  Verhältnis.  Wird  daher  für  eine  Arbeit 
die  Zeit  doppelt  so  grofs  genommen,  so  ist  nur  die  Hälfte  der 
Arbeiter  nötig.  Verhält  sich  also  die  Zeit  wie  1:2,  so  verhält 
sich  die  Anzahl  der  Arbeiter,  die  im  umgekehrten  Verhältnis 
der  Zeit  steht,  wie  2:1. 

Verhalten  sich  mithin  2  Dinge  umgekehrt  wie  1:2,  so  ver- 
halten sie  sich  direkt  wie  2:1. 

Allgemein:     Verhalten  sich  2  Dinge 

umgekehrt  wie  a'.h (Y) 

so  verhalten  sie  sich 

direkt  wie    h'.a,  folglich  auch  (durch  ah  gekürzt): 
h       a      ,  . 
"       "'^■^''^•'• 

direkt  wie —:^r-     ....    (Z). 
ah 

Vergleicht  man  Y  mit  Z,  so  ergiebt  sich,  dafs  man  das  in- 
direkte Verhältnis  in  ein  direktes  verwandeln  kann,  wenn  man 
die  Verhältniszahlen  reciprok  nimmt. 

1.  Beispiel.     M  und  N  verhalten  sich 

umgekehrt  wie  1\''^\,  folglich 

direkt  „^:X,  d.i. 

2      4 

„  „  -TT '  -^  oder  (durch  2  gekürzt  und 

mit  75  erweitert)     „  w     5  :  6. 

2.  Beispiel.     Verhalten^  sich  A,  B  und  C 

umgekehrt  wie  15  :  10  :  6,  so  verhalten  sie  sich 

111 

direkt  „  T^-Tn"-~ß~»  ^^^^  ("^^^  ^^  erweitert) 

1  o      lu      u 

Bei  mehr  als  2  Verhältniszahlen  kann  man  also  nicht  die  ge- 
gebenen Zahlen  (15,  10,  6)  rückwärts  lesen  und  sagen,  dafs  sich 

A,  B,  C  direkt  wie  6:10:15     .     .     .     (W) 
verhalten,  denn  ^  und  ^  sollen  sich  umgekehrt  wie  15:10,  direkt 
also  wie  10:15   verhalten,    wofür  man  auch  2:3  oder  6:9  setzen 
kann,  mithin  nicht  wie  6:10  (s.  W). 

3.  Beispiel.  Die  Höhen  eines  Dreiecks  verhalten  sich  um- 
gekehrt wie  die  zugehörigen  Seiten.  Diesen  Satz  kann  man  mit- 
hin auch  aussprechen:  „Die  Höhen  verhalten  sich  wie  die  reci- 
proken  Seiten'*. 
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2.  Von  der  Proportion  im  allgemeinen.  Definition, 
einleitende  Begriffe. 

I.     Es  ist  3  =  24  ^  :  8  ^, 

3  =  60./^:  20  A 
folglich  geht  3  =  3  mit  Rücksicht  auf  die  hier  ge- 

gebenen Gröfsen  (gleichen  Verhältnisse)  über  in: 
24  ^  :8  ^  =  60^:  20^ 

1.  Verhältnis      2.  Verhältnis. 
Diese  Form  nennt  man  Proportion. 

Proportion  ist  also  die  Gleichung  zwischen  zwei  Ver- 
hältnissen. 

Aus  der  Entstehung  der  Proportion  folgt,  dafs  die  Expo- 
nenten der  beiden  Verhältnisse  (hier  3)  einander  gleich,  und  folg- 
lich auch  beide  Verhältnisse  steigend  oder  beide  fallend  sein  müssen 
(S.Satz  1,11,  B). 

Die  Proportion  a:b  =  c:d  i  oder  -r=^~^)  liest  man  gewöhn- 
lich: „a  verhält  sich  zu  b  wie  c  zu  ^". 

Die  Proportion  besteht  aus  4  Gliedern  oder  Proportio- 
nalen. 

In  vorstehender  Proportion  ist  a  das  1.  Glied  oder  die  1.  Pro- 
portionale, d  das  4.  Glied  oder  die  4.  Proportionale.  Die  Propor- 
tionalen sind  entweder  Proportionalzahlen  oder  Proportionallinien 
u.  s.  w. 

Das  1.  und  3.  GHed,  eben  so  das  2.  und  4.  Glied  nennt  man 
gleichnamige  oder  homologe  Glieder,  denn  das  1.  Glied  ist 
erstes  Glied  (des  1.  Verhältnisses),  aber  auch  das  3.  Glied  ist 
erstes  Glied  (des  2.  Verhältnisses).  Daher  sind  das  1.  und  4.  Glied, 
eben  sö  das  2.  und  3.  Glied  ungleichnamige  oder  heterogene 
Glieder. 

Die  ungleichnamigen  Glieder  teilt  man  ein  in  äufsere  (das 
1.  und  4.)  und  in  innere  oder  mittlere  (das  2.  und  3.). 

IL  Sind  die  beiden  Mittelglieder  verschieden,  so  ist  die  Pro- 
portion eine  discrete  (vergl.  Satz  1,  I,  H),  z.  B.  5:3  =  10:6. 

Sind  die  Mittelglieder  gleich,  z.B.  4:6  =  6:9,  so  ist  die 
Proportion  eine  stetige,  und  das  Mittelglied  wird  mittlere  Pro- 
portionale oder  geometrisches  Mittel  zwischen  den  beiden 
andern  Gliedern  genannt.  In  a:b  ==  b:c  ist  also  b  die  mittlere 
Proportionale  zu  a  und  c  oder  das  geometrische  Mittel  zwischen 
a  und  c.  Da  bei  der  stetigen  Proportion  nur  3  verschiedene  Zah- 
len auftreten,    so    sagt  man:   a,  b,  c  stehen  in  stetiger  Proportion, 

7* 
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wenn  von  ihnen  a:b  =  b:c  gilt  und  c  heifst  alsdann  die  „3.  Pro- 
portionale" zu  a  und  b. 

III.  Betrachtet  man  eine  Proportion  für  sich  allein,  so  wird 
sie  eine  einfache  genannt.  Stehen  jedoch  mehrere  Proportionen 
so  im  Zusammenhange,  dafs  man  sie  zu  einer  Proportion  ver- 
binden kann,  so  ist  dies  eine  zusammengesetzte  Proportion. 

IV.  Verhält  sich  A'.B  =  a:b, 

B:C=  b:c, 

C:J)  =  c:du.s.w.,  so  schreibt  man 
abgekürzt:  A:B:  C: D  =  a:b:c:d 

und   nennt   diese   Form    eine   fortlaufende   Proportion   (vergL 
l.Satz,I,H). 

Daher  sind  in  der  fortlaufenden  Proportion 
x:y:z:u:v  =  b:e>:^:Q:S 
die  nachstehenden  Proportionen  enthalten: 
x:y  =  5  :6; 

t/:z  =  6:4,  oder,  da  jedes  Verhältnis  ge- 
kürzt werden  kann,  y'z  =  3:2; 


z:u  =  4 

u'.v  =  9 

aber  auch :  x:z  =  b 

y:v  =  ^ 


9; 
8; 
4, 
8  (oder  ^ :  ?;  =  3  : 4)  u.  s.  w. 


3,     Sätze  der  einfachen  Proportion. 
L    A.    Hauptsatz  der  Proportionslehre: 

Das  Produkt   der  äufsern  Glieder  ist  gleich  dem 

Produkt  der  Innern. 

Beweis.  a:b  =  cid,  d.i.  auch 

Ö5  C 

-7-  =  --,  mit  bd  multipl.: 
0        a 

ad  =  bei 

B.  Man  wendet  diesen  Satz  zur  Bestimmung  von  in  der  Pro- 
portion enthaltenen  Unbekannten  an.  (S.  die  Randbemerkung  im 
I.Teile  S.235!) 

1.  Beispiel.     Wie  grofs  ist  die  4.  Proportionale  zu  a,b,  c? 

Setzt  man  dieselbe  =x,  so  ist: 

a:b  =  c:x;  folglich : 

ax  =  bc;  (e.  A.) 

bc 
X  = — . 
a 
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Das  4.  Glied,  welches  man  bei  angewandten  Aufgaben  in  der 
Regel  unbekannt  setzt,  ist  also  =  dem  Produkt  der  Mittelglieder 
dividiert  durch  das  erste  Glied. 

2.  Beispiel.     12:15  =  8 :a:. 
Nach  vorstehendem  Satze: 

15-8 


X- 

12 

-=10. 

3. 

Beispiel.        a'.x- 

=  b'.c. 

Nach  A 

ist: 

bX: 

=  ac 

X  •■ 

ac 

D 

a  beide 

heterogene 

Glieder 

a  und  c 

gegeben 

sind, 

so 

läfst 

sich  jetzt  folgende  allgemeine  Regel  aufstellen: 

Irgend  ein  unbekanntes  Glied  der  Proportion  ist 
das  Produkt  der  bekannten  heterogenen  Glieder 
dividiert  durch  das  übrigbleibende  Glied. 

4.  Beispiel.     5:9  =  a;:6. 

Nach  vorstehender  Regel  ist  x  =  —^  =  Z^. 

5.  Beispiel.     10  — 3a;:6  +  a:=  15  —  7a;:9  4-4a:. 

Da  hier  mehrere  Glieder   unbekannt  sind,    so  kann  nur  der 
Hauptsatz  (A)  in  Anwendung  kommen: 

(10  — So:)  (9 -h4a:)  =  (6+0:)  (15  — 7a:); 
90  +  13a;  — 12a:'=  90  — 27  a:  — 7a:'\: 

hx^  —  40a:  =  0 ;  durch  x  div.,  folglich  a:  =  0. 
5a;  — 40  =  0; 
0:=  8. 

C.     Berechnung  des  geometrischen  Mittels. 

1.  Beispiel.     Soll  zu  6  und  24  das  geometrische  Mittel  x  ge- 
sucht werden,  so  ist  die  aufzustellende  Proportion  (s.  I,  B): 

6:a;  =  a::24; 
a;.a:  =  6-24; 
a:'=  144;  -/: 
4  =  4:12. 
Mit  dem  untern  Zeichen  ist  also  6:  — 12  =  — 12:24. 
Probe  (s.  I,A  im  2.  Satze).   Der  Exponent  des  I.Verhältnisses 
=  6:-12  =  — y,  der  des  2.  Verh.  =— 12:24  =  — y! 

2.  Beispiel.     Das   geometrische  Mittel   zwischen   a  +  &   und 
a  — b    zu  finden. 
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Setzt  man  dasselbe  ==a;,  so  ist: 

a-\-h:x  =  x'.a  — ft^; 

x^  =  {a-^h){a^  —  y^)\  oder 

x^  =  {a+h)\a  —  hy,  y: 

x  =  ±^(a-\-h)y'ä^-b. 

3.  Beispiel.  Wie  grofs  ist  (allgemein)  das  geometrische  Mittel 
zwischen  a  und  h  ? 

Aus  a:x  =  x:b  folgt 

x^  =  ab 

x=±yäb. 

Oder:  Das  geometrische  Mittel  (die  mittlere  Proportio- 
nale) zwischen  2  Gröfsen  ist  die  Quadratwurzel 
aus  ihrem  Produkte. 

Zusatz.  Ist  daher  a  =  ybc  oder  a=^bc,  so  ist  a  das  geo- 
metrische Mittel  zwischen  b  und  c,  denn  es  ist  b:a  =  a:c. 

D.  Ist  ein  äufseres  Glied  =  einem  Innern,  so  sind  auch  die 
beiden  andern  Glieder  einander  gleich. 

Ist     a:a==b:c\        .  ,  , 

1  7  >  so  ist  c  =  t^. 

oder  a:b  =  a:c  f 

Beweis.    In  beiden  Proportionen  ist  nach  dem  Hauptsatze  A : 
ac  =  ab,  durch  a  div.: 
c  =  b. 

E.  Stimmen  in  2  Proportionen  3  Glieder  überein,  so  mufs 
auch  das  übrigbleibende  Glied  der  einen  Proportion  =  dem  ent- 
sprechenden Gliede  der  andern  sein. 

Oder:  Ist     a:b  =  c:x 

und    a:b  =  c:y,  so  mufs  x==y  sein. 

Beweis.     Aus  der  1.  Proportion  folgt  x  =  — , 

0 

,  .  ab 

aus  der  zweiten  y  = 

-^         c 


folglich  (s.  §.  3,  2)   x  =  ij. 

« 
IL     Aus  2  gleichen  Produkten  läfst  sich  stets  eine  Proportion 
bilden,  wenn  man  die  Faktoren  des  einen  Produkts  auf  die  äufsem 
Glieder,  die  des  andern  auf  die  innern  Glieder  verteilt. 

1.  Beispiel.  Aus  ab  =  cd  folgt 

aic  =  d:b  oder  auch  a:d=  c:b. 
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Da  beide  Proportionen  nach  dem  Hauptsatze  (I,  A)  unmittel- 
bar zu  der  gegebenen  Produktengleichung  führen,  so  mufs  das 
Verfahren  richtig  sein. 


2. 

Beispiel. 

ahc  =  d 

M 

an  denke 

sich 
Folglich 

ahc  = 
\:a== 

id. 
bcu 

i 

oder 

d:ab== 

c:\ 

u. 

s. 

w. 

3. 

Beispiel, 

X'X  = 

ab; 
ab; 

d. 

i- 

a:x  = 

x:b 

(s. 

L 

,c, 

Zus.), 

III.     Die  Proportion  ist  richtig,  wenn 

entweder  die  Exponenten  beider  Verhältnisse  gleich  sind 
(s.  I,  A  im  2.  Satze),  oder  das  Produkt  der  äufsern  Glieder 
gleich  dem  der  innern  ist;  denn  ist  in  bezug  auf  dieses 
2.  Kriterium  ^ .  ^  ^  ^ .  ^ 

gegeben  und  ist  hier  ad=hc,  so  mufs  nach  II  aus  dieser 
Produktengleichung  jene  gegebene  Proportion  sich  wieder 
herstellen  lassen. 

1.  Beispiel.     396 :  198  =  748 :  374 

.       .  1  ,.  -1    396        ^        ,748        _ 

ist  richtig,  weil  -r^=^2  und  -^:rj-  =  2. 

2.  Beispiel.     a-\-b:a  — b  =  \:a  —  b  ist  richtig,  weil 
das  Produkt  der  äufsern  Glieder  =  {a-\-h)  (a  —  b)  =  a  —b^ , 


n 


^{a'-b')-l  =  a'-b' 


2 

mnern 


Zusatz.  ae:a  =  be:b  (s.  I,Bim  I.Satze)  ist  für  jeden  be- 
liebigen  Wert  von   a,  &  und  e  eine  richtige  Proportion,    weil  der 

ac 
Exponent  des  I.Verhältnisses =  e,   der  Exponent  des  2.  Ver- 

be 
hältnisses  ^,  also  gleichfalls  e  ist. 

IV.  Die  Proportion  bleibt  eine  richtige,  wenn  man  die  äufsern 
Glieder,  oder  die  innern  Glieder,  oder  die  beiden  Verhältnisse  gegen- 
seitig vertauscht. 

Aus  a'.b  =  cd  folgt  daher: 


A. 

a:c  =  h:d 

B. 

d:b  =  c:a 

C. 

d:c  =  b:a 

D. 

cid  =  a:b. 

Von  diesen  Veränderungen  kommt  die  erste  (A)  am  häufigsten 
in  Anwendung. 
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Beweis.  Diese  4  Proportionen  sind  richtior,  weil  in  jeder 
das  Produkt  der  äufsern  Glieder  dem  Produkte  der  innern  gleich 
ist,  nämlich  ad=bc. 

1.  Beispiel.         Aus  30 :  18  ==  10 : 6  kann 

30  :  10  =  18  :  6  gebildet  werden. 
Die  erste  Proportion  ist  richtig,  denn  jedes  Verhältnis  hat  den 

5 

Exponent-^,   die  2.  Proportion  ist  aber  auch  richtig,    denn  jedes 

Verhältnis  hat  den  Exponent  3  (s.  III,  I.Fall). 

2.  Beispiel.     Anstatt  x:a  =  b:x  wird  man 

a:x  =  x:b  schreiben,  um  die  Form  II 
im  1.  Satze  und  I,  C  im  3.  Satze  herzustellen. 

Zusatz.     A:B:C'.D  =  a:h:c'.d  enthält  die  Proportion 
A:B  =  a:b  (s.  IV  im  2. Satze) 
wofür  nun  auch  A:a  =  B:b 

geschrieben  werden  kann. 

Es  verhalten  sich  mithin  2  entsprechende  Glieder  der  beiden 
Seiten  der  fortlaufenden  Proportion  wie  2  andere  entsprechende 
Glieder. 

Die  gegebene  fortlaufende  Proportion  läfst  mithin  folgende  Pro- 
portionen zu :  ^ .  ß  =  ^ .  ^ 

A:a  =  D'.d 
D:d=B\b  u.  s.  w. 

V.  Man  kann  jedes  äufsere  Glied  einer  Proportion  mit  einem 
innern  erweitern  oder  kürzen. 

Beweis.  Aus  a:i==i'.a   (a,  «' die  äufsern, 

2,  i'    „    innern  Glieder!) 
folgt  aa  =  ii. 

Multipliciert  oder  dividiert  man  beide  Seiten  dieser  Gleichung 
mit  einer  beliebigen  Zahl,  so  hat  man  (nach  §.11,8  und  §.  13, 18) 
links  eines  der  beiden  a,  rechts  eines  der  beiden  ?,  d.  h.  ein  äufse- 
res  und  ein  inneres  Glied  zu  multiplicieren  oder  dividieren. 

cb  i 

Durch  n  dividiert,  erhält  man  z.  B. a  =  i ,  woraus  nach 

n  n 

II  die  Proportion  -  \i^  —  :  a    orebildet  werden  kann.    Diese  aber 

entsteht  aus  jener  gegebenen,  wenn  man  das  1.  und  3.  Glied  (also 
ein  äufseres  und  ein  inneres)  durch  n  dividiert 

Anmerkung.  Das  Erweitern  und  Kürzen  der  Verhältnisse 
(des  1.  Gliedes  mit  dem  2.,  des  3.  mit  dem  4.  —  s.  Satz  1,11)  ist 
also  nur  ein  specieller  Fall  des  vorstehenden  Satzes. 
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1.  Beispiel.     \b:x=  100:12. 

Das  1.  und  3.  Glied  durch  5  gekürzt:  'S:x  =  20:\2; 
„     3.     „     4.       „  „4         „         3:a;  =  5:3; 

X  =  —: — =14. 


5 

2.  Beispiel.                   Ai:~  =  l^\:x  .  . 

.  .  .  (Y) 

,  .    21      7          16 
"'•'•    5  =12-15^^- 

Das  1.  und  2.  Glied  mit  5  erweitert: 

0.     35         16 
2^^2=15^^- 

Um  die  Zahlen  beque^ner  benutzen  zu  können,  führt  man 
nicht  sofort,  wie  es  hier  geschehen  ist,  die  Multiplication  aus, 
sondern  setzt  die  multiplicierende  Zahl  vorläufig  nur  in  das  be- 
treffende Glied.     Man  schreibt  daher: 

^'''12=15''''' 
5 
Das  1.  und  2.  Glied  mit  12  erweitert: 

21:7  =  |f:.. 
12   5        ^^ 
Das  1.  und  3.  Glied  mit  15  erweitert: 

21:7  =  16:0:1 
12   5  i  .  .  .  .  (Z) 

15  ] 

Die  Proportion,  deren  1.  Glied  21 -12 -15  und  2.  Glied  7-') 
ist,  enthält  jetzt  nur  noch  ganze  Zahlen,  von  welchen  nach  vor- 
stehendem Satze  21   mit  7,  15  mit  5,  12  mit  16  zu  kürzen  sind. 

Für  das  Berechnen  des  4.  Gliedes  ergiebt  sich  aus  den  hier 
angedeuteten  Operationen  folgende  praktische  Regel: 

Man  läfst  die  Zähler  unverändert  in  ihren  Gliedern,  setzt 
die  Nenner  des  1.  Gliedes  in  das  2.,  die  des  2.  und  S.Glie- 
des in  das  1.,  läfst  mithin  auf  Y  sofort  Z  folgen  und 
kürzt  die  Zahlen  des  1.  Gliedes  mit  denen  des  2.  und 
3.  Gliedes. 

VI.  Man  kann  jedes  Glied  mit  einer  beliebigen  Zahl  multi- 
plicieren,  w^enn  man  das  zugehörige  heterogene  Glied  durch  diese 
Zahl  dividiert,  denn  das  Produkt  der  veränderten  Glieder  mufs  dem 

der  unveränderten  gleich  sein  lan  —  =  a'b]. 
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Beispiel.     Sind   a,b,c  Linien   und   wäre  x  aus  a:b  =  c:x 
zu  construieren,  jedoch  b  so  grols,  dafs  der  Raum  für  diese  Linie 

nicht  ausreichte,  so  könnte  man  z.  B.  a:-^  =  2c:x  setzen. 
VII. 


Zusatz. 


18  a\ 

b  =  c 

:d  = 

eif^g 

:h  folgt 

a\ 

b  =  c 

:d 

a:b 

=  e:r 

u.  s. 

w.;  denn 

a        c        , 

' 

Aus 

a:b- 
a:b-- 

=  cid 
=  g:/-fol, 

e        c 
gt  (nach  §.  3, 

2) 

c:d  =  e:f. 


VIII.  Man  kann  die  beiden  ersten  Glieder  einer  Proportion 
beliebig  durch  Addition  und  Subtraktion  verändern,  wenn  das- 
selbe entsprechend  mit  den  beiden  letzten  Gliedern  geschieht. 

a:b  =  a  :b'  kann  z.  B.  in  folgender  Weise  verändert  werden : 

1.  Veränderung.     a-{-b:a  —  b  =  a  -\-b' :a — b' ; 
denn:  1.  Verhältnis  2.  Verhältnis 


L  Gld.  +  2.  Gl. :  1.  Gl.  -  2.  Gl.  =  1.  Gl.  +  2.  Gl. :  1.  Gl.  —  2.  Gl. 

2.  Veränderung.     b:b  —  a==b':b'  —  a. 
denn :  1 .  Verhältnis  2.  Verhältnis 


2.  Gl. :  2.  Gl.  —  1.  Gl.  =  2.  Gl. :  2.  Gl.  —  1.  Gl. 

3.  Veränderung. 
a-\-a-\-a  —  b  —  b'.a-^- a-\'b==d -{-a  -^a  —  b'  —  b' : d  -\- d  -{- h' 
d.i.  3a— 2^:2a  +  &=3a  —  2&':2a  4-Ö'. 

Beweis.     Verändert  man  die  stets  richtige  Proportion  (siehe 
3.  Satz,  III,  Zus.) :  ae'.a  ==  de'.d 

in  irgend  einer  Weise  nach  obiger  Regel, 

[z.  B.  ae-\-  a:ae  —  a  =  de  -\-d  :de  —  d  ....  s.  oben  die 

1.  Veränderung] 
so  müssen  alle  GHeder  liuks  a,    alle  Glieder  rechts  d  als  Faktor 
enthalten  und   die  rechte  Seite   mufs  offenbar  aus  der  Hnken  ent- 
stehen, wenn  man  in  der  letztern  an  Stelle  des  a'.d  setzt.     Hebt 
man  daher  links  «,  rechts  d  aus, 

[in  bezug  auf  das  Beisp.  a{e-{'\):a{e  —  1 )  =  «'  (e  +  1 ) : a'  (e  —  1 )] 
so    muss   in  jedem  Verhältnis   das  Vorderglied   durch   das  Hinter- 
glied dividiert  denselben  Quotient 
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links  7-,  rechts  - 

L  e — 1  e —  1 J 


geben,  d.  h.  beide  Verhältnisse  müssen  denselben  Exponent  haben 
und  folglich  ist  die  durch  jene  Veränderung  entstandene  Propor- 
tion richtig. 

Anmerkung.  Diese  Veränderung  der  Proportion  nennt  man 
..  correspondierende  Addition". 

1.  Zusatz.  Der  durch  Addition  oder  Subtraktion  der  beiden 
ersten  Glieder  erhaltene  Ausdruck  verhält  sich  zu  dem  in  gleicher 
Weise  aus  den  beiden  letzten  Gliedern  erhaltenen  wie  das  1.  Glied 
zum  3.,  oder  auch  wie  das  2.  zum  4, 

Denn  aus  a:b  =  cd  folgt  z.  B. : 

a'[-b:a==c-\-d:c  und  a-{-b:b  =  c-{-d:d, 
wofür  aber  nach  IV,  A: 

a-i-b:c-\-d  =  a:c  und  a-{-b:c-\-d=b:d 
geschrieben  werden  kann. 

2.  Zusatz.  Wie  man  jene  zuerst  ausgesprochene  Veränderung 
mit  den  beiden  Gliedern  jedes  Verhältnisses  vornehmen  kann,  so 
kann  dies  auch  mit  dem  1.  und  3.  Gliede  einerseits  und  dem  2. 
und  4.  Gliede  andererseits  geschehen. 

Aus  a:b  =  cd  folgt  daher  z.  B.: 

ö4-c:&  +  ^=  c  —  a\d—b, 
oder:     ca  —  c  =  d:b  —  d  \x,  s.w. 

Beweis.     a:b==cd  läfst  sich  nach  IV, A 

m  a:c  =  b'.d  verwandeln  und  hieraus  folgt  die 
Veränderung  unmittelbar. 

3.  Zusatz.  Die  correspondierende  Addition  kann  man  zur 
Verwandlung  von  zusammengesetzten  unbekannten  Gliedern  der 
Proportion  in  einfache  benutzen. 

Beispiel.        23:6  =  3a:  +  2:a:— 5; 


f:6  =  x+^:.      5; 

n 
3 

_6:6  =  .7;  +  |-  — (o:  — 5):a:  — 5;  d.i. 

— :  6  ==  -TT  :  a:  —  5 ;  mit  -7^  erweitert : 
0              0                          1  * 

-yj-''^  =  0:0;  — 5; 
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-jy.'-jy  +  6  =  5:5-4-^  — 5;  d.  L 

25:l27  =  5:a:. 

4.  Zusatz.     Die  correspondierende  Addition   kann  ferner  mit 

Vorteil   zur  Auflösung  von  Potenzen  und  Wurzeln  enthaltenden 

Gleichungen  benutzt  werden,  wobei  man  sich  z.  B. 

a:b  =^  c:ä  mit  der  Veränderung  a-\-b:a  —  b  =  c-{-d:c  —  d 

in  der  Form 

a        c       .,      \T     •   A  a-{-b        c-\-d   j     ,  ^ 

~r==—r  mit  der  Veranderunoj r-  =  — — -  denkt 

b        d  °  a  —  b        c  —  d 

1.  Beispiel. 

l/2a;-f3a-f-3]/2a:  — 3a        ßx-{-9a  +  bb     n  ,  ,.  ^    r    ^  ry  ., 

— z== =— -— ^ — —T-r;  lolo-lich  (s. 2. Zeile 

y2x-hda—3y2x—'Sa        bx-^da-bb         "vorher): 

^y-lx-^^a  12x-f-18a       ,.     V^x-^-Za  6a;4-9a 

;  d.i.— -=-  = TT ;qu.: 


^wf^^l''^-^^^'^'^f''^^  durch  2x  + 3a  dividiert,   folglich 
9(2a:  — 3a)  25&'  3a 

2a;  +  3a  =  0  oder  a;  =  — -^. 


ii^^±M;od.4.^-9a^  = 


25  &' 


9  (2a;  — 3a)  25  Z^'        '       '  §1 


1  1    /.   2   .    25&' 


2.  Beispiel.     ^^ -^^  =Vf^',  c^u.är.: 

lOo;  — 5  — 2  ]/(9x  — 7)(a;-h2)  ^  2a:  — 30 

lOo:  — 5  +  2  ]/(9a;  — 7)(a;  +  2)         8a:4-25  ' 

Nun :   (Zähler  +  Nenner)  :  (Nenner  —  Zähler) 

==(Z.  +  N.):(N.-Z.) 

^T-;  durch  lOa:  — 5  div.,  tolgl. 


4]/(9a;  — 7)(a:-h2)         öa;4-55  iq^_5_q 

1 


2>/(9a;-7)(a;  +  2)         6a;  +  55  ^  od. 

(6a;  +  55)'  =  4  (9a;  —  7)  (a;  +  2); 
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36a;'  +  660a;-h3025  =  36a:'  +  44a:  — 56;  a;  =  oo; 
704a:  ==—3081;  folglich  a;  =  — 4,3764. 

IX.     Man  kann  alle  4  Glieder  der  Proportion  mit  derselben 
Zahl  potenzieren  oder  radicieren. 

Beweis.  a:b  ^  cd,  d.  i. 

a        c 


^        ^  ,  folglich 


(!)■-(*)■ 


a  c 


n  n 


Vb     Vd 

n  n  n  n 

X.     Arithmetisches  Mittel. 

A.  Bisher  teilte  man  die  Verhältnisse  und  Proportionen  ein 
in  arithmetische  und  geometrische.  Unter  einem  arithmetischen 
Verhältnis  verstand  man  die  Differenz  aus  2  gleichartigen  Gröfsen, 
z.  B.  7  «5  —  4  ^. 

Für  den  durch  eine  Zahl  ausgedrückten  Wert  eines  solchen 
Verhältnisses  (hier  d  U)    wurde  der  Name  „Differenz"  beibehalten. 

Geometrisches  Verhältnis  nannte  man  den  Quotient  aus 
2  gleichartigen  Gröfsen,  also  das,  was  wir  bisher  „Verhältnis" 
nannten,  z.  B.  12  Mtr.  :  8  Mtr.  „Exponent"  hatte  die  uns  schon 
bekannte  Bedeutung. 

Arithmetische  Proportion  war  die  Gleichung  zwischen 
2  arithmetischen  Verhältnissen,  z.  B.  7  ^  —  iü  =23^  —  20/<5. 

Aus  a —  b  =  c  —  d  folgte  nach  den  algebraische  Auflösungs- 
satzen :  ^  _l_  ^  =  ^  _j_  ^^  oder : 

Die  Summe  der  äufseren  Glieder  einer  arithmetischen  Pro- 
portion ist  ==  der  Summe  der  inneren. 

Geometrische  Proportion  nannte  man  die  Gleichung  zwi- 
schen 2  geometrischen  Verhältnissen. 

Da  die  arithmetischen  Verhältnisse  und  Proportionen  ihrer 
Einfachheit  wegen  nie  Anwendung  finden,  so  ist  die  Existenz  der- 
selben eine  vollkommen  unberechtigte.  Wir  beschäftigen  uns  daher 
auch  nur  mit  den  geometrischen  Verhältnissen  und  Proportionen, 
die  wir  in  den  bisherigen  Sätzen  schlechthin  „Verhältnisse"  und 
„Proportionen"    genannt   haben.     Führte  übrigens   die  Subtraktion 


I 
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{a  —  h  =  c  —  d)  und  Division  \^  =  ~t)  ^-^  solchen  BegriflPen,   so 
müfste  es  auch  Verhältnisse  und  Proportionen  des  Radicierens  und 

Logarithmierens  geben   yy  b=yd,   '^lgh=^lgd^ ,   was   nicht   der 
Fall  ist. 

B.     In  der  stetigen  arithmetischen  Proportion 
a  —  h  =  h  —  c 
nannte   man    das   Mittelglied  b   das   arithmetische   Mittel   (die 
Durchschnittszahl)  zwischen  a  und  c.     Nach  dem  in  A  gegebenen 
Hauptsatze   für   die   arithmetischen  Proportionen   ergiebt  sich   aus 
dieser  Proportion :  b-\-  b  =  a-{-  c; 

2b  =  a  +  c; 

Das  arithmetische  Mittel  zwischen  2  Zahlen  ist  also  die  halbe 
Summe  derselben. 

Es  bedurfte  demnach  eines  so  grofsen  Apparates  (Lehre  von 
den  arithmetischen  Verhältnissen  und  Proportionen),  um  nur  das 
arithmetische  Mittel  zwischen  2  Zahlen  zu  erhalten.  Weit  einfacher 
und  natürlicher  ist  daher  die  folojende  Ableitung. 

Ist  die  Summe  von  gegebenen  beliebigen  Gröfsen  =  der 
Summe  von  eben  so  vielen  gleichen  Gröfsen,  so  ist  letztere  Gröfse 
das  arithmetische  Mittel  zwischen  jenen  gegebenen. 

Setzt   man   daher   das   arithmetische  Mittel   zwischen  öf,  b  und 

c^x,  so  ist: 

x-{-x-\-x  =  a-\-b-{-  c,  d.i.  3x  ==  a-\-b  -{-c; 

P  1  r  1             a  +  b-\-c 
folglich  x= — ' — . 

Allgemein:     Das  arithmetische  Mittel  zwischen  beliebig 

vielen  Gröfsen   ist   die  Summe   derselben,    dividiert   durch 

ihre  Anzahl. 

Ist   die   Temperatur   am   1.  Febr.  — 11'',    am   2.  Febr.  —  7^,5, 

am  3.  — 2^,8,   am  4.  -|-3^1,  am  5.  +2^,6,   so  ist  die  mittlere 

Temperatur  dieser  5  Tage. 

—  11  —7,5  —  2,8  +  3,1+2,6         —15,6 


-3^12. 

Setzt   man   an   Stelle   der  Summe    das   Produkt, 
sich 


Ist  das  Produkt  von  gegebenen  beliebigen  Gröfsen  =  dem 
Produkt  von  eben  so  vielen  gleichen  Gröfsen,  so  ist  letztere 
Gröfse  das  geometrische  Mittel  zwischen  jenen  gegebenen. 
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Ist  daher  das  geometrische  Mittel  zwischen  a  und  b  zu  suchen, 

-^l^      soll  ^.^    __     qJ      ggjj^^       (]       j 

X  =ab 

2 

a;  =  ]/a^?  (s.  I,  C!) 

Für  das  geometrische  Mittel  x  zwischen  den  5  Zahlen  3,  8,  9, 
i,  12  wäre  mithin  die  aufzustellende  Gleichung: 
X'X'X'X'X  =  3'S'9'iO'12,  folglich: 

5 5 

o;  =  >/3  •  8  •  9  •  10  •  1 2  =  y  25920  =  7,6336. 

Allgemein:  Das  geometrische  Mittel  zwischen  beliebig 
vielen  Gröfsen  ist  das  Produkt  derselben,  radiciert  mit 
ihrer  Anzahl. 

C.     Das   arithmetische   Mittel  zwischen  2   Zahlen   ist   gröfser 
als  ihr  geometrisches  Mittel. 

Beweis.     Die  beiden  Zahlen  seien  a  und  a-\-u.    Dann  ist  das 

.,        .    1      T%r-     1         a-\-ia-\-u)  ,    u       ,       .^1,1 

arithmetische  Mittel  = =  a  +  — ,    das    Quadrat    des- 


f 


2 

Iben  =a  -\-  aU'-\ — — .     Das  geometrische  Mittel  ist 


=  l/a  (ö  +  w)  =  y  «^  4-  ow, 
Quadrat   desselben  =a  -\-  au.   Da  nun  das  Quadrat  des  arith- 


u' 


metischen  Mittels  um  -— ,  also  um  eine  positive  Zahl  (s.  §.  57,12) 

gröfser   Ist   als    das   Quadrat   des   geometrischen   Mittels,    so  mufs 
auch  das  arithm.  Mittel  selbst  >  das  geom.  Mittel  sein. 

D.  Sucht  man  zwischen  den  beiden  gegebenen  Zahlen  a  und  b 
das  arithmetische  Mittel  a^  und  zugleich  das  geometrische  Mit- 
tel Z>p  dann  wieder  zwischen  a^  und  b^  das  arithm.  Mittel  a^  und 
das  geom.  Mittel  ^^  u.  s.  w.,  und  setzt  man  dies  so  lange  fort,  bis 
die  beiden  Mittel  a^  und  b^  einander  gleich  sind,  so  ist  «„  =  &„ 
das    „arithmetisch-geometrische  Mittel"  zwischen  fl  und  &. 

Beispiel.  Wie  grofs  ist  das  geometrische  Mittel  zwischen  7 
und  8900? 

Auflösung. 

Es  ist  «,  =  -^^±1?^  =  4453,5;  ^?,  =  1/^8900  =  249,5997; 

rj.        n            4453,5  +  249,5997       ^^.,Kr.(^ 
Hierauf  a„  = — — =  2351,550; 
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Ä,  =  1/4453,5  •  249,599f  =  1054,321. 

AI   1                   2351,550  +  1054,321        .^^^^^n 
Alsdann  a_^  = '-— — ^ =  1702,936 

&3  =  ^2351,550. 1054,321  =  1 574,576. 
1702,936+1574,576 


^  2 

b^  =  ]/l702,936. 1574,576  =  1637,498 
1638,756  +  1637,498 


1638,756; 

;37,498. 

1638,127; 


5  2 

b^  =  ]/i  638,756  •  1637,498  =  1638,127. 

Die  beiden  Mittel  sind  nun  gleich  und  folglich  ist  1638,127 
das  arithmetisch -geometrische  Mittel  zwischen  7  und  8900. 

E.  Eine  Linie  nach  dem  „goldenen  Schnitt"  teilen  (oder 
„nach  stetigen  Verhältnissen"  teilen,  oder  „nach  dem  äufsern  und 
mittlem  Verhältnis"  teilen)  heifst  sie  so  in  2  Teile  zerlegen,  dafs 
die  ganze  Linie  sich  zu  dem  gröfsern  Abschnitte  verhält,  wie  dieser 
zum  kleinern. 

Ist  a  die  gegebene  Linie,  x  der  gröfsere  Abschnitt,  so  ist 
a  —  X  der  kleinere  Abschnitt  und  es  soll 

a:x  =  x:a  —  absein,  d.  i.  a;  =a(a  —  x); 

2 
oder  x  -\-  ax  =  a\  auf  jeder  Seite  -j-  addiert: 

2  2 

2  ,  ,     fl  2,0       ,  . 

X  -\-ax-x-  —r-  =  a  +  — - ;  d.  1. 


('^tI 


5a^ 


4 


V: 


^"^^2"*      2      ' 

__  a    ■    y 5"»  a  _  (+  y 5"—  1) a 
'^~"       2  ±      2       "~  2 
Da  für  die  gesuchte  Linie  nur  der  positive  Wert  benutzt  wer- 
den kann,  so  ist:                -i/^ -, 

x=  ^  '^--^•a^O^QiSmia. 

XI.     Die  harmonische  Proportion. 

A.  Vier  Gröfsen  bilden  eine  harmonische  Proportion,  wenn 
sich  die  Differenz  der  beiden  ersten  zur  Differenz  der  beiden  letz- 
ten wie  die  1.  zur  letzten  verhält. 


§.  78.     Proportionslehre.  -  113 

fl,  b,  c,  d  bilden  daher  eine  harmonische  Proportion,  wenn 

h  —  a:d  —  c  =  a:d ( Y) 

oder  (mit  —  l  erw.)      a  —  h:c  —  d  =  a:d. 

8,  10,  18,  24  stehen  z.  B.  in  harmonischer  Prop.,  weil 
10  —  8:24  —  18  =  8:24,  d.i. 
2 : 6  =  8 :  24. 

Soll  zu  a,b,c  das  4.  Glied   der  harmonischen  Prop.  gesucht 
werden,  so  hat  man  d  aus  der  Gleichung  Y  zu  bestimmen: 
a(d — c)  =  d{b  —  ä); 
ad—  ac  =  bd  —  ad\ 
lad —  bd=ac; 

ac 

2a  — b' 
Zu  10,  12,  15  ist  daher  das  4.  Glied  der  harmon.  Prop.: 
_      10.15      _1^_,^. 
2.10—12  8  ^ 

B.  Die  harmonische  Proportion  wird  (analog  II  im  2.  Satze) 
eine  stetige  genannt,  wenn  die  Mittelglieder  gleich  sind,  und 
dieses  Mittelglied  ist  das  „harmonische  Mittel"  zwischen  dem 
ersten  und  letzten  Gliede. 

Sind  a,b,  c  die  3  verschiedenen  Gröfsen  der  stetigen  harmo- 
nischen Proportion,  so  läfst  sich  das  harmonische  Mittel  b  zwischen 
a  und  c  leicht  nach  der  zuerst  gegebenen  Definition  der  harmon. 
Proportion  und  der  geometrischen  Proportion  Y  aus  den  4  Gröfsen 
a,  *,  6,  c  finden:  b-a:c-b  =  a:c; 

{b  —  a)c  =  {c  —  b)a; 
ab  -\-bc  =  2ac  und  folglich  das 

harmonische  Mittel    b  =  — ; —  .  .  .  .  (Z) 

a-\-c 

Das  harmonische  Mittel  zwischen  8  und  20  ist  daher: 
_  2'8'20  ^  320 
~~  8  +  20  ~"    28   —  ^^"^• 

C.  Das  reciproke  harmonische  Mittel  ist  das  arithmetische 
Mittel  der  reciproken  Zahlen,  denn  (s.Z.): 

1    .    1 
a  +  c        1     ö  +  c 


2  ac  2        ac 


2  \ac^  acJ       2    \c^  aJ 


D.    Das  geometrische  Mittel  zweier  Zahlen  ist  das  geometr. 
Mittel  zwischen  ihrem  arithmetischen  und  harmonischen  Mittel. 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik,    m.  Teil.  8 
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Beweis.     Zwischen  a  und  c  ist  das  arithm.  Mittel 


„    geom.         „       Yac, 

,  2ac 

„    harmon.     .,        —  ,      . 
a-f-c 

Soll  nun  Yac  das  geom.  Mittel  zwischen  — - —  und 


sein,  so  müfste  die  Proportion 

— _ — :yac==yac:-^^^  gelten. 

Es  ist  auch  wirklich 
das  Produkt  der  äufseren  Glieder  dieser  Prop. 

ö  +  c       2ac 


a-\-c 


D 


2        a  +  c 
inneren         „  =  l/öc  •  Y  (^c  =  ac. 


aCy 


A  X        B  y 

E.     \ 1 Bezeichnet  man  hier  die 

Linie        Ay  mit  a, 
AB    „    &, 


^%My         M         C/  ^ 


^  SO  bilden  die  Linien  a,h,  c, 

(d.  i.  vollständig:  a,  &,  ö,  c)    eine   stetige   harmonische   Proportion, 
wenn  a  —  h\h  — c  =  a:c, 

folglich  auch  (s. V,  B) ,  wenn     c:b  —  c  =  a:a  —  h 
oder  (s.  ob.  die  Linie)  Ax:Bx  =  Ay:  By. 

Die  Linie  AB  ist  mithin  in  x  und  y  harmonisch  geteilt, 
wenn  die  Entfernungen  der  Punkte  x  und  y  von  A  und  B  gleiches 
Verhältnis  haben. 

Nach  V,A  folgt  aus  der  letzten  Proportion  auch: 
Ax:Ay  =  Bx:  By. 

Mithin  ist  zugleich  die  Linie  xy  in  den  Punkten  A  und  B 
harmonisch  geteilt,  weil  die  Entfernungen  der  Punkte  A  und  B 
auch  von  x  und  y  gleiches  Verhältnis  haben. 

Man  nennt  daher  A  und  B,  desgleichen  x  und  y  zugeord- 
nete Punkte. 

F.  Bilden  c,  b,  a  (s.  die  Linie  in  E)  eine  stetige  harmonische 
Proportion,  so  ist  h  =  ABy  also  die  mittlere  der  3  Linien,  das  har- 
monische Mittel  zwischen  c  =  Ax  und  a  =  Ay,  oder: 

Der   Abstand    zweier    zugeordneter    Punkte   {AB)   ist   das 
harmonische  Mittel  zwischen  den  Entfernungen  des  äufsern 
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dieser  beiden  Punkte  (A)  von  den  beiden  andern  zugeord- 
neten Punkten  (x,  y). 

Lr.      , 1 1 


M  y 

Ist  M  die  Mitte  zwischen  den  zugeordneten  Punkten  x  und  t/, 
so  ist  xM^  =  MA'  MB-,  oder: 

Der  Abstand  der  Mitte  zweier  zugeordneter  Punkte  von 
jedem  derselben  ist  das  geometrische  Mittel  seiner  Ab- 
stände von  den  beiden  anderen  zugeordneten  Punkten. 

Beweis.  Ax'.Bx  =  Ay: By,  folglich 

Bx'Ay  =  Ax-By,  d.  i. 
(Mx  —  MB)  {Mij-\-AM)  =  {AM—Mx)(My+MB),  od. 
{Mx  —  MB)  (Mx 4-  AM)  =  {AM—  Mx)  (Mx -{-MB)-, 

-^  —  MB'Mx-\-Mx'AM—AM'MB  =  Mx'AM  —  Mx^  +  AM'MB 

—  MB'Mx; 

^'Mx^  =  2'AM'MB) 

Mx^  =  AM'BM. 

H.     Über  die  Entstehung  des  Ausdrucks  „harmonische  Pro- 
portion" mag  hier  noch  Folgendes  bemerkt  werden: 

Den  Lehren   der  Akustik  zufolge  giebt,   wenn  die  S  alten - 
länge  1  den  Grundton  erzeugt, 

4 
die  Saitenlänge  —  die  grofse  Terz, 

y    n   reine  Quinte. 

Die  Saitenlängen  1,  -^,    -^  geben  mithin  den  (Dur-)  Drei- 
o        o 

klang.     Diese  Zahlen  bilden  aber  eine  stetige  harmonische  Propor- 

4      4      2. 
tion,  denn  in  Bezug  auf  1,  — ,  -^,  -^  ist: 

1 _; -_=:i:-— ,  d.i.  (mit  15,  resp.  3  erweitert) 

5     5         3  o 

15  —  12:12  —  10  =  3:2. 
Für   den  vierstimmigen  Akkord:    Dreiklang  mit  Oktave   des 
Grundtons  {c,     e,    g,    'c)     ist 

die  Anzahl  der  Schwingungen 

24,  30,  36,  48. 


116 


§.  78.     Proportionslehre. 


Diese   Zahlen  bilden   eine  (discrete)  harmonische  Proportion, 
denn  30  — 24:48  — 36  =  24:48,  d.i. 

6:12  =  24:48. 

4.     Von  der  zusammengesetzten  Proportion. 

I.      Die    zusammengesetzte    Proportion    entsteht    durch   Ver- 
einigung mehrerer  Proportionen  in  eine  (s.  2.  Satz,  III). 
In  den  zu  vereinigenden  Proportionen 

a:h=c'.d  \  ,px 

e:f=g:h  |  •  •  •  •  ^^  ^ 

nennt  man  a  und  e,  oder  h  und  /*,  oder  c  und  g  u.  s.  w.  gleich- 
namige (homologe)  Glieder.  Nur  in  der  einfachen  Proportion 
sind  a  und  c  (oder  a,  resp.  e  und  g)  gleichnamig. 

IL    Durch  Multiplication  oder  Division  der  gleichnamigen 

Glieder  kann  man  mehrere  Proportionen  stets  vereinigen. 

Aus  den  Proportionen  P  (s.  I)  folgt  daher: 

durch  Multiplic:    ae:bf=cg:dh^ 

T^.  .  .  ah         cd 

„       Division :    —  '--7  =  —  •  ir- 
e     f        g     h 

Beweis.     Schreibt  man  die  Proportionen  P: 
a        c 


(Q) 


und  multipliciert   man   diese   Gleichungen   nach   dem  Zusätze  von 
§.  11,  10,  so  ergiebt  sich: 

ae  cg      ,  . 

~hf~'dh'        ' 
ae :  hf=  cg :  dh. 
Die  Gleichungen  Q  nach  dem  Zusätze  von  §.  13,30  dividiert: 

a     e  c     g 

b'~7~'d''T 

und  dann  das  I.Verhältnis  mit  — ,  das  2.  mit  —  erweitert: 

e'  9 

ah  cd 

I.Zusatz.  a\h  =  c:u 

d:e=u:v 
f\g  =  v\w 


(A) 
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Durch  Multiplication  der  gleichnamigen  Glieder  entsteht: 
adfh :  begi  =  cuvrv :  uvfvx 
und  wenn  man  das  2.  Verhältnis  durch  uvw  kürzt: 
ad/h  :begi  =  c:  x. 

In  den  Proportionen  A  heben  sich  also  w,  v,  w  im  4.  Gliede 
mit  w,  v^  w  im  3.  (s.  3.  Satz,  V).    Man  schreibt  daher  anstatt  A  nur: 

^:«   ,==c:x (B) 

h'.i 

und  sagt:    Das  Verhältnis   c:x  ist  zusammengesetzt  aus  den  Ver- 
hältnissen a'.h,  d:e,  f\(j  und  h\L 

Beispiel.  Aus  den  Öffnungen  E  und  F,  die  sich  wie  16:7 
verhalten,  strömt  Wasser  mit  einer  Geschwindigkeit,  deren  Ver- 
hältnis 35 :  24  ist.  Wie  verhalten  sich  die  ausströmenden  Wasser- 
mengen m^  und  m^? 

Auflösung.  Wären  die  Geschwindigkeiten  gleich  und  zwar 
bei  beiden  Strömungen  35  cm  (in  der  Sekunde),  die  Öffnungen 
aber  16  Qcm  und  7  Dem,  und  setzte  man  die  aus  E  und  -Ffliefsen- 
den  Wassermengen  m^  und  m  ,  so  würde  sich  verhalten: 

m^'.m  =16:7. 

Hieraus  könnte  man  die  F  entströmende  Wassermenge  m  be- 
rechnen und  man  wüfste  also,  dafs  aus  F  bei  einer  Öffnung  von 
7  □  cm  und  einer  Geschwindigkeit  von  35  cm  m  Wasser  fiiefst. 
Setzt  man  nun  das  aus  F  bei  derselben  Öffnung  (7  Q  cm)  und 
einer  Geschwindigkeit  von  24  cm  strömende  Wasser  =  m^ ,  so  ver- 
^'«•'e  sich  m':m,  =  35:24. 

Diese  beiden  Proportionen: 

35 :  24  =  m' :  m^ 

haben  die  Form  A  (s.  ob.)  und  gehen,   weil  sich  m   hebt,  über  in 
die  mit  B  übereinstimmende  Form: 

Das  Verhältnis  der  ausströmenden  Wassermengen  {m^\m^  ist 
mithin  aus  dem  Verhältnis  der  GrÖfse  der  Öffnungen  (16:7)  und 
dem  Verhältnis  der  Geschwindigkeiten  (35 :  24)  zusammengesetzt. 

Kürzt  man  noch  7  mit  35,  16  mit  24,  so  findet  man: 

m^:m2=10:3,  oder  auch  (s.  I.Satz,  II,  C) 
w^:m2  =  3J:  1. 
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2.  Zusatz.  Da  das  Produkt  der  unter  einander  stehenden 
Zahlen  in  der  Form  B  ein  Glied  der  zusammengesetzten  Propor- 
tion bildet,  so  können,  ganz  wie  im  2.  Beisp.  des  3.  Satzes,  V,  die 
Nenner  aus  den  äufsern  Gliedern  in  die  innern  und  umgekehrt 
aus  den  innern  in  die  äufsern  (z.  B.  aus  dem  1.  Gliede  ins  2., 
aus  dem  2.  und  3.  Gliede  ins  1.)  gesetzt,  ferner  die  Zahlen  der 
äufsern  Glieder  mit  denen  der  innern  gekürzt  werden. 

Ist  z.B.  3^:3^   1 

gegeben,  so  setzt  man  zunächst: 

7:25  =  48:0; 
18:9 
8  2 
10   7 
5 
und  kürzt  nun  7  mit  7,  5*10  mit  2-25,  18  mit  9,  endlich  8  und 
die  bei  18  entstehende  2  mit  48.     Man  behält: 

x  =  3. 
S.Zusatz.     Es  sei        a:b  =  y  :y 

aib^ij^iy^ 


gegeben.  Es  sind  dies,  wie  sich  aus  den  Indices  der  4.  Glieder 
ergiebt,  n  Proportionen,  folglich  entsteht  durch  gliedweise  Multi- 
pücation:  „«,  jn_^^^^^_ 

Anmerkung.     Die  gegebenen  Proportionen  lassen  sich  auch 
in  folgender  Weise  schreiben  (s.  3.  Satz,  VII): 

a'h  =  y^:y^  =  y^:y.  =  y^:y,=  ...  =2/„_i:y„. 

4.  Zusatz.     In  der  Geometrie  kommt  die  Form: 
a\b  =  d'.e 
h:c=f:g 
häufig  vor.    Durch  gliedweise  MultipHcation  und  nachheriges  Kür- 
zen des  I.Verhältnisses  durch  b  ergiebt  sich  hieraus: 

a:c  =  df:eg. 
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'.  \  SO  ist  h:e  =  d:f. 


5.  Zusatz.  \9,ia:h  =  c:d 

a:e 

Beweis.     Durch  gliedweise  Division  erhält  man: 

in   welcher  Proportion  noch  das  1.  Verhältnis  mit  e,   das  2.  mit  f 
zu  erweitem  ist. 

6.  Zusatz.     Aus  a:b  =  c:d  läfst  sich 

a  \c  =ab\ cd  und  b^:d^  =  ab:cd  ableiten. 

Beweis.  Diese  Resultate  ergeben  sich  unmittelbar  durch  glied- 
weise Multiplication  der  beiden  Proportionen: 

a:c=a:c  b:d=a:c 

a:c  =  b:d  (s.  3.  Satz,  IV)        b:d=b:d. 

T.Zusatz.     Aus  a:b  =  c:d  folgt  ferner: 
{a  4-  bf :  {c  +  df  ==  a  :  c\  oder 
=  b^:d\  oder 
=  ab :  cd. 

Beweis.  Nach  Satz  3,VI11,  l.Zus.  folgt  aus  a:b  =  c:d  ent- 
weder a-{-b:c-\-d^a:c  oder  a-}-b:c-\- d=b:d  und  folglich 
(S.Satz  3,  IX): 

ia  +  bf:(c  +  df=a:c^         ia'hbf:{c  +  df  =  b^:d\ 

Für  a  :  c  aber  kann  nach  dem  vorhergehenden  Zusatz  ab :  cd 
geschrieben  werden. 

III.  Die  Proportionen  können  durch  Addition  oder  Sub- 
traktion der  gleichnamigen  Glieder  nur  dann  vereinigt  werden, 
wenn  alle  Proportionen  denselben  Exponent  haben. 

Beweis.     Die  Proportionen: 

ae:a  =  be:b 
ce:c  =  de:d 
(s.  Satz  3,  III,  Zusatz)  haben  alle  denselben  Exponent  e.     Addiert 
(oder  subtrahiert)  man  sie  gliedweise,  so  erhält  man: 
ae-{-  ce:a-{-c  =  be'^de:b-{-d,  d.  i. 
ia-\-c)e:a-{-c  =  ib-\-d)e:b  +  d. 

Diese  Proportion  ist  eine  richtige,  weil  beide  Verhältnisse 
denselben  Exponent  e  haben. 

Sind  jedoch  die  Exponenten  e  und  f  der  beiden  Proportionen: 
ae:a  =  be:b 
cf'.c  =  df'.d 
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verschieden,  so  entsteht  durch  Addition: 

ae-^c/':a-\-c  =  be-\-df:b-\-  d. 

Diese  Proportion  ist  eine  falsche,  weil  das  Produkt  der  äufse- 
ren  Glieder  {ahe  +  hcf-\-  ade  +  cdf)  nicht  gleich  dem  Produkt  der 
inneren  {abe  +  ^ce  +  adf-\-  cdf)  ist.  Wären  nämhch  die  Produkte 
gleich,  so  müfste: 

abe  +  bcf-\-  ade  +  cdf=  ahe  -h  bce  -j-  adf-\-  cdf,  d.  i. 
bcf-\-  ade  =  bce  +  cidf,  oder 
[bc  —  ad)  f=  {bc  —  ad)e,  folglich 

f=e  sein.     Dies   aber  ist  gegen  die 
Voraussetzung. 

1.  Beispiel.     50:30  =  20: 12  ^     ,.,     ^  ,       (      5\ 

^  5.    3^;lQ.    ß  }  gleiche  Exponenten  \^y)' 

Durch  Addition  55:33  =  30:18  \    .  , ,.      ^         ,.         , 
„      Subtr.       45  :  27  =  10 :   6  I  "^^^^^^^  Proportionen ! 

2.  Beispiel.     4:    3=    8:  6  fsxpn.^y) 


2:    7=   6:21 


7  y 


verschiedene 
Exponenten ! 


Durch  Addition   6 :  10  =  14 :  27.     Falsche  Proportion,  denn  6  •  27 
ist  nicht  =10-14. 

1.  Zusatz.     Die  Proportionen  von  der  Form 

a\b^m:n 

c:d  =  m:n 

e:f  =  m:n 
finden  in   der  Geometrie  öfter  Anwendung.     Durch  Addition  der- 
selben gelangt  man  zu  dem  gewünschten  Resultate: 
a-{-c-{-e'.b-\-  d-{-f=  m :  n. 

Beweis.  Da  die  gegebenen  Proportionen  richtige  sein  sollen, 
so  ist  bei  allen  der  Exponent  des  1.  Verhältnisses  dem  Exponent 
des  2.  Verhältnisses   gleich  und  zwar  bei  allen  Proportionen,   me 

die  2.  Verhältnisse   zeigen,  — .     Mithin  können   die   Proportionen 

addiert  werden  und  man  erhält: 

a-\-c-\-e'.h-^d-\-f=Zm\7>n 

=  m:n  {a.  I.Satz,  II). 

2.  Zusatz.     Die  Proportionen 

a:b  =  c:d 
e:f=c:d 
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kann  man  subtrahieren,    da  ihre  Exponenten  gleich  sind  [  =  -— j 

und  man  erhält: 

a  —  e:h—f=0:{)     oder 
a  —  e  0 

Soll  der  unbestimmte  Ausdruck  (§.  18,  10,  II)  vermieden  und 
an  Stelle  desselben  die  gleichbedeutende  endliche,  durch  die  Glieder 
des  2.  Verhältnisses  ausgedrückte  Zahl  gesetzt  werden,  so  ist  das 
2.  Verhältnis  der  1.  Proportion  mit  2  zu  erweitern: 

e:f=c:d. 
Die  Subtraktion  giebt  nun: 

a  —  e:h  —  f=c:d     oder 

a  —  e  c 

b—f~'d' 
3.  Zusatz.     Bei  gleichen  Verhältnissen: 

verhält  sich  die  Summe  der  ersten  Verhältniszahlen  zur  Summe 
der  zweiten  Verhältniszahlen  wie  irgend  eine  erste  Verhältniszahl 
zur  zugehörigen  zweiten  Verhältniszahl. 

Oder:  a^-\' a.,-\- a^-\-  .  .  .  +  a„:  ö^ +  ^?2"+"  •  •  •  -i-^«  =  ^i-^r 

1.  Beweis. 


«!• 

:*,  =  «,:&, 

«2 

■■b,  =  a,--K 

«3 

:b,  =  a^:b^ 

«« 

:*„  =  «i  =  *r 

Da  die  Exponenten  dieser  n  Proportionen  gleich  sind 
=  -— ,   s.  das  2.  Verh.  , 
so  können  die  Proportionen  addiert  werden  und  man  erhält: 

Das  2.  Verhältnis  durch  n  gekürzt,  giebt  jenes  Resultat. 
2.  Beweis.     Setzt  man  den  Exponent  -z--  =  e,  so  ist  (s.  §.  78, 
1,  B)  aj^  =  b^e  und  folglich  auch  a.-^  =  })^e  u.  s.  w.,  daher: 
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«3  =  ^3^ 


a„  =  ö  e:  addiert: 


.  .(Y) 


a,  +  «2  +  a3+  .  ■ .  +a„  =  (Sj  +  &j+  . .  •  +6„)e,  oder 
ai  +  a,+  ---+a„_   ^_aj_ 

4.  Zusatz.  Bei  einer  fortlaufenden  Proportion  (s.  Satz  2,  IV 
und  Satz  3,  IV,  Zus.)  verhält  sich  der  durch  beliebige  Addition  und 
Subtraktion  der  Verhältniszahlen  der  linken  Seite  entstandene  Aus- 
druck zu  dem  in  gleicher  Weise  aus  der  rechten  Seite  entstandenen 
wie  jedes  Glied  links  zum  entsprechenden  rechts. 
Ist  Ä:B:C:D  =  a'.h:c:d  gegeben,  so  ist  also: 

a)  A-{-B-\-C+D:a-\-b  +  c-{-d  =  A:a=C:c, 
oder  ß)  A  —  B—C-{-D:a  —  b  —  c-\-d  =  B:b 
u.  s.  w. 
Beweis.     Die  Proportionen  A:a  =  A:a 

B\b  =  A\a 
C\c  =  A:a 
D:d=-A'.a 

geben,    da    die   Exponenten   überall    gleich   sind  (  =  —  ],     durch 

Addition:       A-{-B-\-C+D:a-{-b-^c  +  d  =  ^A'Aa, 

Das  2.  Verhältnis  durch  4  gekürzt  giebt  die  Proportion  a. 

Da  ferner  B:b  (mit  —  1  erweitert)  =  —  B:  —  b,  so  gehen  die 
Proportionen  Y  auch  über  in :  A:a  =  B:b 

—  B:  —  b  =  B':b 

—  C:  —  c=B:b 

B:d=B:b, 
die  addiert  die  Proportion  ß  geben. 

§.  79.     Angewandte  binomische  Gleichungen. 
( Sogenannte  Textaufgaben.) 

1.     Vom  Ansatz  (Formation  oder  Synthesis)  der  Gleichung. 

Hat  man  den  Nexus  (den  Zusammenhang)  der  mathematischen 

Gröfsen    einer   angewandten    (in   Worte    eingekleideten)    Aufgabe 
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genügend  erkannt,  so  setzt  man  die  zu  suchende  Gröfse=a:  und 
rechnet  mit  dieser  Unbekannten  und  den  gegebenen  (bekannten) 
Gröfsen  so,  dafs  man  zwei  Ausdrücke  erhält,  die  dem  Werte  nach 
gleich,  in  analytischer  Beziehung  (hinsichtlich  der  Sätze  der  Zahlen- 
lehre) jedoch  verschieden  sind.  Diese  beiden  Ausdrücke  einander 
gleich  gesetzt,  geben  die  anzusetzende  Gleichung  (die  Funda- 
mentalgleichung), die  nach  §.77  aufzulösen  ist. 

1.  Beispiel.  A  kauft  zweierlei  Tuch  und  zwar  9  Meter  für 
l^^M.  Von  der  I.Sorte  kostete  der  Meter  10,  von  der  2.  ^  Jl 
Wie  viel  Meter  hatte  er  von  jeder  Sorte  gekauft? 

Auflösung.  Er  kaufte  von  der  1.  Sorte  x  Meter,  folglich 
von  der  2.  9  —  x  Meter  (denn  kaufte  er  z.  B.  von  der  1.  Sorte 
7  Meter,  so  hätte  er  von  der  andern  Sorte  9  —  7  =  2  Meter  ge- 
kauft.) Da  er  1  Meter  der  1.  Sorte  mit  \(i  Jl.  bezahlte,  so  kosten 
die  ic  Meter:  \(ixJl..  Jeder  Meter  der  2.  Sorte  kostete  %Jl.,  folg- 
lich die  9  —  ic  Meter:  8(9  —  x)^^  Das  ganze  Tuch  kostete  mithin 
10a;-|-8(9  —  x)J^,  aber  auch  (s.  die  Aufgabe)  l^Ji  Diese  beiden 
Ausdrücke  sind  also  dem  Werte  nach  gleich,  dem  Rechnen  nach 
jedoch  verschieden,  da  man  durch  die  Operationen  der  Zahlenlehre 
nicht  aus   dem   einen  Ausdruck  den  andern  ableiten  kann.     Folg- 

^^^^  ^^^  10a: -f- 8  (9-0;)  =  79 

die  angesetzte  Gleichung,  die  nach  §.77  aufzulösen  ist. 

10a;4-'72  — 8a;  =  79;  oder  2x  =  l] 

Die  Anzahl  der  Meter  der  1.  Sorte,  für  welche  vorläufig  x 
gesetzt  worden  war,  ist  mithin  3^.  Von  der  2.  Sorte  kaufte  er 
9  _  x=%  —  3^  =  5^ Meter. 

2.  Beispiel.  A  fragt  den  B,  wie  alt  er  sei.  B  antwortet:  Vor 
5^  Jahren  war  mein  Vater  5^  mal  so  alt  als  ich,  nach  5^  Jahren 
wird  er  nur  noch  2f  mal  so  alt  sein.     Wie  alt  ist  ^? 

Auflösung.  B  ist  jetzt  o;  Jahre  alt.  Vor  5^  Jahren  war  er 
daher  x  —  5^  Jahre  alt  und  sein  Vater  (s.  die  Aufgabe)  5^  mal  so 
alt,  d.i.  h^{x  —  5^).  Jetzt,  d.i.  5^  Jahre  später,  ist  mithin  der 
Vater  ^(x^^)J^^ (Y) 

Jahre  alt.  Nach  5^  Jahren  ist  B  x-\-  b\,  sein  Vater  (s.  Aufgabe) 
2|-mal  so  alt,  folglich  2^{x-\-o\)  J2ihxe,  sein  Vater  jetzt,  d.i.  5-| 
Jahre  früher,  2|  (o:  +  5^)  —  5^  .  .  .  .  (Z) 

Jahre.  Das  jetzige  Alter  des  Vaters  ist  sowohl  durch  Y  als  auch 
durch  Z  ausgedrückt,  folglich  sind  beide  Ausdrücke  gleich. 

5i {x-^h\)  +  5i  =  2| {x  +  5i) -  5i; 
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i('-f)^-=i(-+f> 

2         4  "^  4  "^  8  ' 

4a;--22  4-8  =  2a;  +  ll; 
2a;  =  25; 
a;=12|. 

Das  jetzige  Alter  des  Sohnes,  für  welches  x  angenommen 
worden  war,  ist  also  12^  Jahre.     Sein  Vater  ist  jetzt  (s.  Y): 

5i  (12i  -  5^)  -h  5i  =  -^ .  7  4-  5|  =3  44  Jahre  alt. 

1.  Anmerkung.  Der  Ungeübte  vergesse  nicht,  eine  Probe 
zu  machen.     In  Bezug  auf  das  vorstehende  Beispiel: 

Jetzt  ist  der  Sohn  12^,  vor  h\  Jahren  war  er  7,  sein  Vater 
l'^  =  ^^,  sein  Vater  jetzt  38^  +  5^  =  44  Jahre  alt.  Nach 
5-^  Jahren  ist  der  Sohn  124-  +  5^=18,  der  Vater 

I8.2f  =  49i, 
der  Vater  jetzt  494^  —  5^  =  44  Jahre  alt,  wie  vorher! 

2,  Anmerkung.  Die  Auflösung  einer  Aufgabe  findet  man 
indirekt  durch  die  sogenannte  Regula  falsi,  also  durch  An- 
wendung der  Proportionalität  (s.  §.  50,  14  und  die  Aufgaben  9 
bis  12  im  Abschnitt  II  des  nachfolgenden  4.  Satzes).  Zuweilen  ist 
sogar  eine  mit  diesem  Verfahren  verwandte  Näherungsmethode 
allein  anwendbar  (s.  §.77,  5,  III,  Anmerk.  und  die  12.  Aufgabe  in 
Abschn.  II  des  nachfolgenden  4.  Satzes). 

Manche  Aufgaben  können  ferner  durch  blofse  Schlüsse  ohne 
algebraische  Form  gelöst  werden. 

Beispiel.  A  kauft  18  Meter  Leinwand  und  28  Meter  Kattun 
zusammen  für  ZZJl.  Der  Meter  Leinwand  war  30  aJ  teurer  als 
der  Meter  Kattun.     Wie  viel  kostete  der  Meter  von  jeder  Sorte? 

Algebraische  Lösung.  Der  Meter  Kattun  =  o:  ^ ,  daher 
der  Meter  Leinwand  =0:  + 30  ^.  Folglich  kosteten  beide  Zeuge 
18  (a; +  30)  + 28a;  ^,  nach  der  Aufgabe  aber  auch  33-100  ^. 

Daher:  18  (a:  + 30)  +  28a;  =  33- 100; 

9(0; +  30)  + 14a;  =1650; 
23a;=1380; 
a;  =  60. 

Der  Preis  eines  Meters  Kattun,  für  den  x  angenommen  war, 
ist  mithin  60  ^,  folglich  kostet  1  Meter  Leinwand 
0^  +  30  =  60+30  =  90^. 
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Auflösung  durch  Schlüsse.  Da  jeder  Meter  Leinwand 
30  ^  mehr  kostet  als  der  Metftr  Kattun,  so  kosten  die  18  Meter 
Leinwand  18-30^  oder  5,4^  mehr  als  18  Meter  Kattun  und 
folglich  würden  18  Meter  und  28  Meter  Kattun  5,4./^  weniger 
kosten  als  18  Meter  Leinwand  und  28  Meter  Kattun.  Mithin  kosten 
18  Mtr.  +  28  Mtr.  Kattun  5,4  J^  weniger  als  33  Jl.,  d.  i.  46  Meter 

Kattun  kosten  Ti.^Ji,  daher  1  Meter  Kattun  —^  =  0,6^ 

Es  giebt  endlich  auch  Aufgaben,  die  ohne  die  Sätze  der  Al- 
gebra dadurch  gelöst  werden  können,  dafs  man  von  den  in  der 
Aufgabe  enthaltenen  bekannten  Endzahlen  ausgeht  und  den  ange- 
gebenen Operationen  entsprechend  rückwärts  schreitet,  um  so  zu 
den  gesuchten  Gröfsen  zu  gelangen  (s.  §.  50,  15). 

3.  Anmerkung.  Die  Auflösung  ist  eine  specielle  (materielle), 
wenn  sie  sich  nur  auf  bestimmte  specielle  (z.  B.  durch  specielle 
Zahlen  gegebene)  Fälle  bezieht.  Sie  ist  allgemein  (formell),  wenn 
jeder  specielle  Fall  derselben  Art  in  ihr  enthalten  ist.  Man  nennt 
sie  alsdann  Formel  (s.  auch  §.  52,  3,  Anmerk.). 

2.     Aufgaben  allgemeinen  Inhalts  zur  Übung. 

1.  Aufgabe.  A  und  B  besitzen  zusammen  \^^Ji,  Vermehrt 
man  den  4.  Teil  des  Vermögens  von  A  um  den  9.  Teil  des  Ver- 
mögens von  B,  so  erhält  man  20^     Wie  viel  hat  jeder? 

Auflösung.  Man  gewöhne  sich  daran,  möglichst  we- 
nige Unbekannte  zu  benutzen.  Daher  nicht:  A  habe  a:,  B  y 
Mark  u.  s.  w.,  sondern  A  habe  x  Ji,  folglich  hat  B  100  —  xM. 
(Vergl.  das  1.  Beisp.  des  1.  Satzes.)  Der  2.  Teil  der  Aufgabe  führt 
nun  unmittelbar  zu  der  Gleichung: 

^        10Q-:._ 
4^9 
9a:  +  400  — 4a;=36-20; 

5a:  =  36-20  — 400; 
a;=:36. 4—80  =  64. 

So  viel  Mark  besitzt  A.     B  hat  100  — a;=  100  —  64  =  36./^ 

2.  Aufgabe.    Als  Eintrittsgeld  zu  einem  Concert  wurde  von 

jedem  Herrn  \Jl.,  von  jeder  Dame  -^J^,  von  jedem  Kinde  15  ^ 

verlangt.  138  Personen  hatten  das  Concert  besucht  und  es  betrug 
die  Zahl  der  Damen  4  mehr  als  die  Hälfte  der  Kinderzahl.  Das 
gesamte  Eintrittsgeld  belief  sich  auf  70  ^^  Wie  viel  Herren,  Damen 
und  Kinder  waren  es? 

Auflösung.     Die   Anzahl    der   Kinder  =x,   daher   die   der 
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Damen  =  —  4-4,  die  der  Herren  =  138  vermindert  um  die  Zahl 


3.-^ 


der  Damen  und  Kinder  =138 — (— -|-4)  —  x=\ 

Da  alle  Glieder  der  Gleichung  durch  dasselbe  Mafs 
ausgedrückt  werden  müssen  (denn  z.  B.  nur  ^Ji.-\-\Ji 
=  \ZJi  und  nicht  9.^  +  4^  =  13),  so  gaben  die  Herren 

^134  — ^).  1^=134--^^, 
die  Damen     f  — +  4]  •  — .^=  — -f-2c/^, 
„    Kinder  x--:^ Jl.  =  -^ M.    Folglich: 

134-^  +  1+2  +  1^  =  70; 

66-if  +  |^  =  0; 

1320  — 25a:+3a:  =  0; 

22a;=1320; 

a;  =  60  (Zahl  der  Kinder), 

Zahl  der  Damen  =^ +  4  =  -^  +  4  =  34, 

„    Herren        =138  —  60  —  34  =  44. 

3.  Aufgabe.     Die    Bauersfrau   N  verkaufte   Eier,    an  A   die 

1      .     .  2 

Hälfte  derselben  und  -^  Ei,   jedes  Stück  zu  4  ^,   an  ^  —    des 

1      .  3 

Restes  und  —  Ei,  jedes  Stück  zu  5  ^,    an  (7  —  des  Restes  und 

—  Ei,  jedes  Stück  zu  6  ^,  an  i>  den  Rest  ä  7  ^,  und  hatte  nun 

102  ^  weniger  gelöst,  als  wenn  sie  jedes  Stück  zu  b  y^  verkauft 
hätte.     Wie  viel  Eier  besafs  sie  anfänglich? 

Auflösung.  Sie  brachte  x  Eier  auf  den  Markt.  Ausver- 
kaufte  sie  -|-  +  y  Eier.     Sie  behielt  ^  —  (^  +  y )  Eier.   Wollte 

man  die  hier  entstehenden  zusammengesetzten  Ausdrücke  nicht  ver- 
einfachen ,  so  entstünde  schon  nach  dem  Verkaufe  an  B  ein  7 gliede- 
riger Ausdruck  mit  mehrfachen  Parenthesen. 

Man  vereinfacht  daher  während  des  Ansatzes  stets 
alle  zusammengesetzten  Ausdrücke. 
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Jener  Rest  beträgt  daher  x .^ ^  =  ~k ö"  ^^^^' 

2  1 
An  B  verkaufte  sie  —  dieses  Restes  und  —  Ei 

o  o 

3  V  2        2  y  "^  3         3         3  "^  3         3/ 

Da  sie  vorher  -.  — -^  Eier  hatte  und  jetzt         verkaufte,   so   be- 
2         2  o 

1  ..1.      '       f  X  1   \  X  X  1     j^. 

3  1 

An  C  verkaufte  sie  -r-  dieses  Restes  und  — -  Ei 

4  4 

Z  f  X        n.l         X        3,1         X        1,^. 

Sie  behielt  -^  —  ~ \^~"^]^"^ — 8~'  ^^^^^^^  ^^^^  ^^®  ^^ 

i?  verkaufte. 

X         1 

Von  ^,  der  für  jedes  Stück  4  ^  gegeben  und  "ö"  ^"  "ö"  ^^^^ 

gekauft  hatte,  löste  sie  4f^  +  -^j  =  2a;4-2^, 

yonB    5.-  =  — ^,  von^    6^^- ^j  =  -^-^  ^, 
^     „   /  X         3  \       7a;        21 

n-      u.-.                      o      Lo.^^.    ^^        3    ,7x        21 
Dies  betragt   zusammen  2x-j-2-\ —  -  -\ — j —-{-  -«t ö" » 

nach  der  Aufgabe  aber  auch  102  ^  weniger  als  bx  y^.     Daher: 

5.-102  =  2x  +  2  +  ^  +  ^-f  +  ^-f; 

3:.=  104  +  -3-  +  -4— ^  +  -24— "8"' 
72a;  =  2496  4-40a;+18a;— 18  +  7a;  — 63; 
7a;  =  2415; 
37  =  345. 

Probe.     An  A  verkaufte  sie  — ^ [-  —  =  173  Eier  und  be- 
hielt  345  —  173  =  172  Stück.     An   B  verkaufte   sie  -|-  •  1 72  +  y 

=  115  Eier  u.  s.w. 
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4.  Aufgabe.  A  vermehrt  seine  Barschaft  täglich  um  den 
60.  Teil  dessen,  was  er  am  1.  Tage  besafs.  Nach  wie  viel  Tagen 
hatte  er  3mal  so  viel  als  am  1.  Tage? 

Auflösung.     Die  Barschaft  sei  =a.     Er  vermehrt  dieselbe 

täghch  um  -^,  in  x  Tagen  um  -^--.     Zuletzt  besitzt  er  «-h-^rr» 

aber  auch  (s.  die  Aufgabe)  3a.     Daher: 

a -j- -^TTT  ^  3  a  ;  durch  a  divid.: 
üO 

a;=  120  (Tage). 

Die  Aufgabe  enthält  nur  die  eine  Unbekannte  x.  Die  des 
bequemern  Ansatzes  wegen  für  die  Barschaft  angenommene  Zahl  a 
verschwindet  bei  der  Auflösung  und  kann  daher  auch  eine  Zahl 
von  beliebiger  Gröfse  sein.  Mit  a;  =  120  geht  in  der  That  die 
angesetzte  Gleichung  in  die  identische  a-j-2a  =  da  über. 

5.  Aufgabe.  Eine  aus  3  Ziffern  bestehende  Zahl  hat  16  als 
Quersumme.  Die  mittelste  Ziffer  (oder  vielmehr  die  Anzahl  der 
Einheiten  der  mittelsten  Stelle)  ist  um  3  kleiner  als  das  Doppelte 
der  letzten  Ziffer.  Schreibt  man  die  Ziffern  in  umgekehrter  Ord- 
nung (vertauscht  man  also  die  1.  Ziffer  mit  der  letzten)  und  mul- 
tipUciert  die  entstehende  Zahl  mit  5,  so  erhält  man  20  mehr  als 
das  6 fache  der  ursprüngHchen  Zahl.     Wie  grofs  war  diese? 

Auflösung.     Ist  die  letzte  ZiflPer  x,  so  ist  die  mittelste  (nach 

der  Aufgabe)  2a;  — 3,  die  erste  16  — a:  — (2a;  — 3)=  19  — 3a;.  Die 

Zahl  besteht  mithin  aus  19  —  3a;  Hunderten,  2a;  —  3  Zehnern  und 

X  Einern  und  gilt  daher  (s.  §.  19,  1,  vorletzter  Satz): 

100(19  — 3a;) H- 10  (2a;  — 3)4-^=1900  — 300a; -h 20a;  — 30 -ha; 

=  1870  — 279  a;. 

Schreibt  man  die  Ziffern  in  umgekehrter  Ordnung,  so  erhält 
man  a;  Hunderte,  2a;  —  3  Zehner  und  19  —  3a;  Einer. 

Diese  neue  Zahl  hat  daher  den  Wert: 

100a;  +  10  (2a;  —  3) -h  19  —  3a;=  1 17a;— 1  i. 
Nach  der  Aufgabe  ist  nun: 

5(117a;  — 11)  =  6(1870  — 279a;)-f-20; 
585a;—  55  =  11220  —  1674a;+  20; 
2259a;=  11295; 
a;  =  5. 
Die  letzte  Ziffer  ist  also  5,  die  erste  =  19  —  3a;  =  19  —  15  =  4, 
die  mittelste  =2a;  —  3==104-3  =  7,  die  gesuchte  Zahl  daher  475. 
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6.  Aufgabe.     Eine  Petroleuraquelle   lieferte   an  jedem   Tage 

569 
nur  mal  so  viel  als  am  vorhergehenden.     Am  365.  Tage  lie- 

ferte sie  878  Liter,  wie  viel  am  1.  Tage? 

Auflösung. 
Am  1.  Tage  x  Liter, 

569 
„     3.     „  X  das  Quantum  des  2.  Tages,  d.  i. 

o  / 1 

569     569a:        /569\' 


(■ 


571  '   571         \571/  ^* 

^69     /_569y         /569\'         /569y"' 
^'     "       571    A  5717  ^^l"57Ty  ^""U7i;        *^' 

^-  "    v'57ry    ^' 

QA^  /569V''-^  /569  V''        ^1  T  u 


364 


Sf)  -»™ 


/57n^'*  /^  57 1=2,7566361 

878 .  [-^^)     ;  /^  569  =  2,7551123 

0,0015238-364 


0,5546632 
7^878  =  2,9434945 


/^  0^  =  3,4981577. 


a:  =  3 148,89  Liter. 


7.  Aufgabe.  1  so  in  2  Teile  zu  zerlegen,  dafs  das  Produkt 
aus  der  Differenz  der  Teile  und  der  Differenz  der  reciproken  Teile 
um  3  kleiner  ist,  als  das  3  fache  der  reciproken  Differenz  der  Teile. 
Die  vorkommenden  Differenzen  sollen  nur  positiv  genommen,  die 
gröfsere  Zahl  also  immer  um  die  kleinere  vermindert  werden. 

Auflösung.  Ist  der  gröfsere  Teil  =0",  so 'ist  der  kleinere 
1— -o:.     Die   Differenz   der  Teile  ist  daher  x  —  (1  — a:)  =  2a:--l 

und  die  reciproke  Differenz  der  Teile  =-^r -.     Der  reciproke 

JiX  ~~~  X 

gröfsere  Teil  ist  — ,   der  reciproke  kleinere  Teil  - — — .     Da  von 

Schnrig,  Lehrbuch  der  Arithmetik,    m.  Teil,  9 
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1  1  . 

den  beiden  Zahlen  —  und die  letztere  den  kleineren  Divi- 

X  1  — X 

1  1 

sor  hat,  so  ist  -; >  — ,  daher  die  zu  nehmende  Differenz  der 

1  —X         X 

1            1 
reciproken  Zahlen .     Nach  der  Aufgabe  ist  nun: 


(2— i)(T:b-i-)  =  ^-^ir-^^ 


x  —  x  IX—  i  j^^j^.  ^ 

{2x—\f=^'d{x—x^)  —  Z{x  —  x){!lx—\)\ 
x^  —  12x^  -JrQx—\=dx  —  3x—e>x+Qx^  +  dx  —  dx^', 


2  o:^  =  1 ,    oder  x^  = 


2' 


=|/1       J^=i^  =  0,62996 


2 

der  eine,  0,37004  der  andere  Teil. 

8.  Aufgabe.  Dividiere  ich  eine  Zahl  durch  eine  andere,  die 
um  55  kleiner  als  das  Doppelte  jener  ersten  ist,  so  erhalte  ich  4 
als  Quotient  und  3  als  Rest.     Wie  grofs  ist  jene  erste  Zahl? 

Auflösung.  „100  durch  13  dividiert  giebt  7  als  Quotient 
und  9  als  Rest"  hat  nach  §.  13,  3.  Zus.  den  Sinn: 

100  __^   ,     9 
13  ■•"  13* 

Bezeichnet  man  daher  die  gesuchte  Zahl  (Dividend)  mit  x, 
so  ist  der  Divisor  2x — 55  und  folglich  heifst  die  Gleichung: 

X  .    .  3 

=  4 


2x  — 55  '    2a;  — 55  ' 

a;  =  4(2a;  — 55)  +  3;  od.  7.r  =  217; 
a;  =  31. 

TD      K  31  ,   .   31         ,    ,    3 

^''^''       2.31-55-  ^'^'-y- =='+7- 

9.  Aufgabe.     A  und  B  besitzen  zusammen  ^OcM    Sie  spielen. 
l 
Zuerst  verliert  A  -^  seines   Geldes   und   ZJC  an  B.     Hierauf  ver- 

o 

liert   B   ^  seines  jetzigen  Geldes   und   noch    l^M    Er  hat   nun 
l^^mal  so  viel  als  A.     Wie  viel  hatte  A  anfänglich? 
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Auflösung.     A  besafs  anfänglich  o;  J^/.   Er  verliert -^  4- 3  ./^ 

o 

(00          \        1  cc 
-^  +  3  )  =  ~ 'ScM     Da   sie   zusammen 

immer  30..^  behalten,  so  hat  nun  ^:  30  —  f^  — 3J=33  — -^. 

B  verliert  nun    gl  33 x-)+l|  und  behält  mithin 

^3-^-[|(33-^)  +  li]  =  33-3|-U-¥(l-|) 

A  hat  jetzt  30— (28tV-^)  =  1H  +  -^  und  da  B  l|mal  so 
viel  als  A  hat,  so  ist: 

28tV-^  =  -^4--^;  mit  108  mult.: 

3033  — 84a;  =  345  4-140 :c; 

224a;  =  2688; 

a;=12  (Mark  besafs  .4). 

10.  Aufgabe.     A  ging  von   M  nach   N  und   legte   in  jeder 
3 
Stunde   -^  Meile  zurück.  Nachdem  er  2|  Stunden  unterwegs,  ging 

auch  B  in  M  fort ,  um  den  A  einzuholen  und  legte  in  jeder  Stunde 
2 
—  Meilen  zurück.     Nach  wie  viel  Stunden  holte  B  den  A  ein? 

o 

Auflösung.     B  war  x  Stunden  gegangen,   folgHch   hatte  er 

Ix 

—^  Meilen  zurückgelegt.    A  war  2|  Stunden  länger,  also  o;  +  2^ 

3 

Stunden  unterwegs  und  hatte  daher  -^(a;-|- 2^)  Min.  zurückgelegt. 

o 

Da   beide  von  M  bis   zu  ihrem  Zusammentreffen  denselben  Weg 
zurücklegten,  so  ist 

^  =  |(a;  +  2i); 

^-  =  ^-^\^  od.  16x  =  9a;  +  21; 

a:  =  3  (Stunden  war  B  gegangen). 

9* 
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11.  Aufgabe.  2  Körper  A  und  B  bewegen  sich  von  dem- 
selben Punkte  aus  mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  im  Kreise 
um  einen  Centralkörper.  A  vollendet  einen  Umlauf  in  12  Stunden, 
B  m  \  Stunde.     Nach  wie  viel  Stunden  trifft  B  den  ^  wieder? 

Aufgaben,  die  in  derselben  Form  öfter  vorkommen 
und  nur  hinsichtlich  der  speciellen  Zahlen  verschieden 
sind,  löst  man  lieber  allgemein,  um  mit  der  gewonnenen 
Formel  sogleich  sämtliche  specielle  Aufgaben  gelöst  zu 
haben.  Die  allgemeine  Lösung  empfiehlt  sich  auch  bei 
Aufgaben  mit  sehr  unbequemen  (z.  ß.  vielstelligen  oder 
gebrochenen)  speciellen  Zahlen. 

Statt  der  vorstehenden  Auforabe  löse  man  daher  die  folsfende: 
Der  Körper  A  vollendet  einen  Umlauf  in  a  Zeiteinheiten  (z.  B. 

in  a  Stunden  oder  a  Tagen),  B  in  b  Zeiteinheiten  (b  Stunden  oder 

b  Tagen)  und  zwar  sei  a'>  b. 

Nach  wie  viel  Zeiteinheiten  trifft  der  sich  schneller  bewegende 

Körper  B  den  A  wieder? 

Auflösung.  A  mag  x  Umläufe  gemacht  haben,  als  er  von 
B  eingeholt  wurde.  Folglich  hat  währenddessen  B  x-\-\  Umläufe 
gemacht.  [Ein  Beispiel  mag  dies  erläutern:  Die  beiden  Zeiger 
einer  Uhr  mögen  jetzt  auf  12  stehen.  Während  der  Stundenzeiger 
etwas  über  5  Minuten  zurückgelegt  hat,  hat  der  ihn  wiedertreffende 
Minutenzeiger  nicht  nur  den  Weg  des  Stundenzeigers  {x  Umläufe), 
sondern  noch  einen  ganzen  Umlauf  mehr  (also  x-\-\  Umläufe) 
gemacht.]  Beide  Körper  legen  diese  Wege  in  gleicher  Zeit  zurück. 
Da  nun  A  zu  jedem  Umlaufe  a  Zeiteinheiten  braucht,  so  legt  er 
seinen  Weg  {x  Umläufe)  in  ax  Zeiteinheiten  zurück.  B  braucht 
zu  jedem  Umlaufe  b  Zeiteinheiten,  folglich  legt  er  seinen  Weg 
(rr+l  Umläufe)  in  b(x-\-\)  Zeiteinheiten  zurück.     Mithin  ist: 

ax  =  b  (a;-f- 1); 

ax  =  bx-\-b\ 

b 
x 


a  —  b 
A  macht  also  —  Umläufe,    wozu    er   a 


ab 


a — b  a  —  b        a  —  b 

Zeiteinheiten  braucht.     B  macht  x-\-\= —  -|- 1  = -^  Um- 

a  —  b  a  —  b 

laufe,  w^ozu  er  b'~ —  = r-  Zeiteinh.  (dieselbe Zeit!) braucht, 

a  —  b        a  —  b 

mit  andern  Worten: 

B  holt  den  A  nach  —  Zeiteinheiten  wieder  ein. 

a  —  b 

In   der  zuerst   gegebenen    speciellen  Aufgabe  ist  a  =  12  St., 
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b  =  l  St.,  folglich  trifft  ß  den  A  (der  Minutenzeiger  den  Stunden- 
zeiger) nach  — ——7-  =  -r^ —  =  -pf  =  l-iV  Stunden  =  1  Stunde 

5-j^Y  Min.  wieder. 

Anmerkung.  Befinden  sich  jetzt  Sonne,  Erde  und  irgend 
ein  Planet  in  gerader  Linie  (die  beiden  letzteren  also  in  gleicher 
Länge),  so  nennt  man  die  Zeit,  nach  welcher  der  Planet  dieselbe 
Stellung  wieder  erreicht,  seine  synodische  Umlaufs  zeit.  Sind 
nun  die  siderischen  (wahren)  Umlaufszeiten  der  beiden  Planeten 
(von  welchen  der  eine  die  Erde  ist)  =  a  und  b  Tage  (a  >  ö),  so 
ist  der  oben  gefundenen  Formel  gemäfs  die  synodische  Umlaufs- 

zeit:   ^    laoje. 

Beispiel.      Die  Umlaufszeit   der  Erde   ist   365,256,   die   des 
Mars  686,980  Tage ,  folglich  ist  die  synod.  Umlaufszeit  des  Mars 
365,256-686,980          365,256-686,980       ^^^^o.  rp 
==686,980-365,256^ 32T;724 =  ^ ' 9^934  Tage. 

12.  Aufgabe.     A  geht  von  M,  B  zu  derselben  Zeit  von  N  ab, 

2 

jener   nach  N^    dieser  nach  M.     B  legt  in  jeder  Stunde  -^  Meile 

mehr  zurück  als  A.  Sie  begegnen  sich  nach  4§  Stunden.  Wäre  A 
mit  der  Geschwindigkeit  des  B,  B  mit  der  Geschwindigkeit  des  A 
gegangen ,  so  würde  A  den  ganzen  Weg  in  9|  St.  geringerer  Zeit 
zurückgelegt  haben  als  B.     Wie  weit  ist  es  von  M  nach  i\? 

Auflösung.  Die  Lösung  bereitet  oft  weniger  Schwie- 
rigkeiten, wenn  man  nicht  direkt  die  von  der  Aufgabe 
gesuchte  Gröfse,  sondern  irgend  eine  andere  (mit  x  zu 
bezeichnende)  unbekannte  Gröfse  sucht,  um  alsdann  aus 
dieser  jene  abzuleiten. 

Hier  bezeichne  man  den  Weg,  welchen  A  in  1  Stunde  zurück- 

2 

legt,    mit  o:,   folgüch  geht  B  in  1  St.  .r-f-^  Meile.  Begegnen  sich 

beide  in  dem  Orte  0, 

MO  N 


so  ist  in  jenen  4f  St.  (s.  die  Aufg.)  A  das  Stück  J/{)  =  4|a:Mln., 
B  das  Stück  NQ  =  \^\X'^ —jMXxi.  gegangen.  Die  Entfernung 
MN  ist  mithin 

Meilen.     [Betrüge   die   Entfernung   MN  100  Min.  und   legte  A  in 
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jeder  Stunde  3  Meilen  zurück,   so  würde  er  den  ganzen  Weg  in 

— - —  Stunden    zurücklegen.      Folglich:]    Würde    sich    A   mit   der 
o 

2 

Geschwindigkeit  des  B  (in  1  St.  x-\ — —  Min.)  fortbewegen ,  so  legte 

28 
er  den  ganzen  Weg  MN=—^-{Zx-\-\)  Meilen  in 

28 

"9'^'^-^+^^       28(3.T+t)    „^      , 

zurück.     B  dagegen  würde  mit  der  Geschwindigkeit  des  A  (in  1  St. 
X  Min.)  denselben  Weg  in 

T^^'^^^^        28  ,.    ^^,        28    ,    28   „^      , 

zurücklegen.  In  diesem  Falle  würde,  wie  die  Aufgabe  sagt,  A  9^  St. 
weniger  als  B  brauchen.     Folglich  ist: 

28(3a;  +  l)  _/28        28  \ 

3(30^  +  2)         V  3  "^  90;/        ^' 

28(3a;+l)        28      ,      ,    ^^    ,. 

;   durch  28  div.: 


3(3o;-f-2)         9a; 


3a; +1     ==^.  niit  9a;  (3a; +  2)  mult.: 


3(3a;  +  2)        9a; 
9a;^  +  3a;  =  3a;  +  2,  od.  9a;^==2; 


-1/2  _   ,     1,41421 


+  r-9--±-^^^P^  =  ±0,4714. 


A  bewegte  sich  also  mit  einer  Geschwindigkeit  von  0,4714  Min. 
in  der  Stunde  ( — 0,4714  ist  hier  unbrauchbar),  B  mit  einer  Ge- 
schwindigkeit von  a;-f-|-=  0,47 14 +  0,6667  =  1,1 381  Min.     Die 

o 

gesuchte  Entfernung  MN  ist,   wie  sich  oben  in  der  Entwickelung 
ergab, 

28 

_  (3a;  +  1)  =  3^  (1,4142  +  1)  =  3^  •  2,4142  =  7,51 1  Meilen. 

13.  Aufgabe.  A  besitzt  12^  Liter  Wein  k1\Jl  Wie  viel 
Wasser  mufs  er  hinzugiefsen,  wenn  das  Liter  der  Mischung  2Jl 
kosten  soll? 

Auflösung.  X  Liter  Wasser!  Die  Mischung  enthält  als- 
dann 12^+ o;  Liter,  die  (124-  +  a;)-2.//  =  2r)-f2a;.^  kosten  sollen. 
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Da  die  Mischung   12  J  Liter  Wein  k  1\Jl.  enthält,    so  kostet  sie 
auch  n\''2\  =  ^Jl.    Folglich  ist 

o 

25-l-2a:  =  -^,  od.  200  +  16.r  =  225; 

o 

x=\^  Liter  Wasser. 

14.  Aufgabe.  Z  besitzt  4  Sorten  Spiritus,  das  Liter  zu  55 
70,  85  und  92  Pfennigen.  Er  will  aus  diesen  eine  Mischung  zu 
72  ^  das  Liter  herstellen  und  nimmt  zu  diesem  Zwecke  von  der 
2.  Sorte  halb  so  viel  als  von  der  3.,  von  der  4.  Sorte  7  Liter  we- 
niger als  von  der  2.,  von  der  1.  Sorte  3  mal  so  viel  als  von  der 
4.  Sorte  weniger  1  Liter.  Wie  viel  hatte  er  von  jeder  Sorte  ge- 
nommen ? 

Auflösung.     Von  der  3.  Sorte  x,  daher  von  der  2.  Sorte  — , 

T  f  X  \ 

von  der  4.  Sorte—  — 7,  von  der  1.  Sorte  3  [--  —  7)  —  1 

^  X                                                   Ix. 
=  —^ 22  Liter,  zusammen  also  — ^^ 29  Liter. 

Die -^  —  22  Liter   der  I.Sorte   kosten   55  (-^  — 22V    die 

Y  Liter  der  2.  Sorte  70~==35a:,   die  x  Liter  der  3.  Sorte  85a:, 

die  y  -7  Liter  der  4.  Sorte  92  ^^  -  7)  ^. 

Mithin  kostet  die  Mischung: 

55  f-^  —  22)-f35a;+85 0^  +  92(^  —  7)^, 

7  X 
aber  auch,  weil  sie  —^ 29  Liter  ä  72  ^  enthält: 

72(^  —  29)=  252  a;  — 2088^.    Folglich: 

-^^  —  1210  +  1200;  + 46a;  — 644  =  2520;  — 2088; 


1  ß^-r 

86a;  — -^Y^^  =  234;  od.  7  a;  =  468; 

a;  =  66f 
Liter  von  der  3.  Sorte.     Folglich  von  der  2.  Sorte 

-|-  =  66f:2  =  33f  Liter, 

von  der  4.  Sorte  33f  —  7  =  26f  Liter,  von  der  1.  Sorte 
3-26^— 1=78^  Liter,  zusamnien  205  Liter. 
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3.  Aufgaben,  bei  deren  Lösung  die  Reduktion  auf 
die  Einheit  Anwendung  findet. 

1.  Aufgabe.  Ein  Gefäfs  kann  durch  3  Röhren  A^  B^  C  Zu- 
flufs  erhalten.  A  allein  füllt  das  Gefafs  in  10,  ^  in  12,  Cm  15 
Minuten.  In  welcher  Zeit  wird  das  Gefäfs  gefüllt,  wenn  alle 
3  Röhren  zugleich  geöffnet  werden? 

Auflösung.     A  füllt  das  Gefäfs  in  10  Minuten,  daher 
in  1  Min.  ---  des  Gefäfses, 


B  „    1 

C  „    1 


10 

J_ 

12 
15 


Alle  3  zusammen  füllen  daher  in  1  Min.  — -  -f-  ttt  H"  -tt- 

lU         12         15 

Füllen  sie   zusammen  das  Gefäfs  in  x  Min.,    so  füllen  sie  in 

1  Min.  —  des  Gefäfses.     Folglich  ist: 
X  '^ 

X        10  ^  12  ^  15' 
x~  A' 

X=4:. 

Sie  füllen  das  Gefäfs  also  in  4  Min. 

2.  Aufgabe.  Eine  Arbeit  wird  von  48  Männern  5^  Tage 
früher  vollendet  als  von  42  Frauen.  Arbeiteten  dagegen  alle 
48  Männer  und  42  Frauen,  so  würde  die  Arbeit  in  2f  Tagen  voll- 
endet.    Wie  lange  bringen  die  48  Männer  damit  zu? 

Auflösung.  Die  Aufgabe  enthält  Zahlen  (48,  42),  deren 
Gröfse  ohne  Einflufs  auf  die  Lösung  ist  und  offenbar  nur  gegeben 
sind,  um  den  Ungeübten  irre  zu  führen. 

Die  Männer  allein  mögen  die  Arbeit  in  x  Tagen  vollenden. 
Folglich  brauchen  die  Frauen  5^  Tage  mehr  oder  x-\-bi;  Tage. 

1 
In  einem  Tage  vollenden  die  Männer — , 


Frauen 


X 

1 


x-hH         2x+n  ' 

1  2 

daher   die   Männer   und   Frauen    zusammen 1-  -j: — ,    , .  ,  nach 

X        2  a-  +  1 1 

1  4 

der  Aufgabe  aber  auch   öY^^TT*     ^^^o^^^^- 
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Tr^i+  2a:+ll  >  ^'^^  11^(20:4-11)  mult.: 
4a;  (2a;  +  1 1)  =  11  (2a:  +  1 1)  4- 22a:; 
8a:'-f-44a:  =  22a:4-121+22a:;  od.  8a:^=121; 

.=l/Jf=j/^-^_iin=ii.,.««i 

=  3,89. 

3.  Aufgabe.  A  sieht  sich  veranlafst,  5  Kühe  zu  verkaufen, 
da  sein  Futtervorrat  nur  36,  statt  der  beabsichtigten  40  Wochen 
reicht.     AVie  viel  hatte  er  Kühe? 

Auflösung.     Er  hatte  x  Kühe,    nach  dem  Verkaufe  x  —  5 

Kühe. 

X  Kühe  reichen  36  Wochen; 

1  Kuh  reicht  a:mal  so  lange  als  o:  Kühe,  folglich  36a:  Wochen; 

36a: 

X  —  5  Kühe  reichen Wochen,  aber  auch  (siehe  Aufgabe) 

X  —  o 

40  Wochen.     Folghch: 

36a:         .^       ,      9a:  ,_ 

40;  od. -  =  10; 


X  —  5  a:—  5 

9a:=10a:— 50;  folglich  a:=50. 

4.  Aufgabe.  N  versprach  seinem  Diener  jährlich  400 c/^  und 
einen  neuen  Anzug.  Da  der  Diener  aber  nur  8|  Monat  im  Dienste 
war  und  den  Anzug  schon  erhalten  hatte,  so  gab  ihm  N  noch 
2b7  ^S.     Wie  hoch  rechnete  iV  den  Anzug? 

Auflösung.  Der  Anzug  wurde  xJl.  gerechnet,  folglich  er- 
hielt der  Diener  für  12  Monate:  400 +  a:, 

400-f-^i' 


1 


H  .    ^ 


12       ' 
400 +a:        25(400  4-a:) 


12  36 

Diese  Summe  mufs  aber  auch  jenen  257  Ji  und  dem  Anzüge 
x  entsprechen.     Daher: 

257 .  36  +  36a:  =  25  .  400  -h  25a:; 
lla:=748; 
a:  =  68^ 

5.  Aufgabe.  A  ging  Mittags  12  Uhr  von  />nach  Q  und  legte 
in  je  3^  Stunde  1^  Meilen  zurück.  Nachmittags  ging  B  von  Q 
nach  P  und  legte  in  je  2:^  St.  1|  Min.  zurück.     Nachdem  B  3  St. 
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gegangen,  war  er  noch  10  Meilen  von  A  entfernt.  B  kam  4  St. 
später  nach  P^  als  A  nach  Q.  Wie  weit  ist  es  von  P  bis  Q  und 
wann  ging  B  in  Q  fort? 

Auflösung.     B  ging  x  Stunden  später  als  A,  also  x  St.  nach 
12  Uhr  (oder  x  Uhr  Nachmittags)  in   0  lort. 

Er  ging  in  je  1\  St.  1-J-  Min., 

„  3    „    (s.  die  Aufg.)  -rr-  •  3  =  -^  Min. 

10  o 

A  legte  in  je  3^  St.  1-|  Min., 

in  1      „   ~~  =  -~  Min.  zurück. 

Als  B  3  Stunden  gegangen,  war  A  a:  +  3  St.  unterwegs,  hatte 
18 
daher  -ör"(^  +  »^)  ^-^^n-  zurückgelegt  und  weil  beide  noch  10  Meilen 

von  einander  entfernt  waren,  so  betrug  die  Länge  des  Weges: 

A  hatte  nun  noch  die  1 0  Min.  und  den  von  B  zurückgelegten 
Weg,  also  10-}--— =  llf  Min.,   ß  noch  10  Min.  und   den  von  A 


zurückgelegten  Weg,   also  1 0 -f- -^r- G-t; -f- 3)  =  1  m -}- -^-- Meilen 

ZU  gehen. 

A  braucht  zu  1^  Min.  3|  St., 

„    1    Mle.  ]|    „ 
zu  den  so  eben  berechneten  llf  Meilen: 

-ff- 11|=^  Stunden....  (Y) 
B  braucht  zu  1^  Min.  2}  St., 
„    1    Mle.  -^  „ 

18a: 
zu  den  so  eben  berechneten  ll|H--r— Min. : 

Jf(„«  +  ^)=»+-s. ,z, 

Von   dem  Augenblicke,   wo  sie  noch  10  Meilen  von  einander 
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entfernt  waren,  war  B  4  St.  länger  unterwegs  als  A  (s.  die  Aufg.), 
daher  ist  die  Zeit  Z  um  4  Stunden  gröfser  als  die  Zeit  Y,  oder: 

303    ,    27a:        203    ,    ,        .    «c   n 

|4    +-2g-  =  -9 f-4;  mit  28-9  mult.: 

5454  4-  243a;  =  5684  -[-  1008 ; 

B  war  also  5  St  5,679  Min.  nach  12  Uhr  fortgegangen. 
Die  Länge  des  Wegs  betrug  (s.  W): 

6.  Aufgabe.  Ein  Hund  verfolgt  ein  Reh,  welches  66  Schritte 
voraus  hat.  Während  der  Hund  7  Sprünge  macht,  macht  das 
Reh  9,  der  Hund  kommt  aber  mit  5  Sprüngen  eben  so  weit,  wie 
das  Reh  mit  8.  Wie  viel  Sprünge  mufs  der  Hund  thun,  um  das 
Reh  einzuholen? 

Auflösung.     HR  C 


Jetzt  sei  der  Hund  in  H,  das  Reh  in  R.     In  C  hole  der  Hund 
das  Reh  ein,  wozu  er  x  Sprünge  nötig  habe. 

Während  der  Hund  7  Sprünge  macht,  macht  das  Reh  9, 

9 
„  „         „       1  Sprung        „  „         „       „   y, 

9a; 
,,         „      X  Sprünge       „  „         „        „  -y-. 

Während  aber  der  Hund  die  x  Sprünge  von  H  bis  C  macht, 

9a; 
kommt  das  Reh  von  i?  bis  C,    folglich   ist  RC^—^-  Rehsprünge 

9a; 
und  da  /^i?  =  66  Rehsprünge,    so  ist  /^C=-y-+66  Rehsprünge. 

Der  Hund  kommt  mit  5  Sprüngen  so  weit  als  das  Reh  mit  8, 

«         w  n  >?     1  Sprunge     „      ,,      „      „       „       "    y 

8  a; 
„  ,,  M    X  Sprüngen    „„„„„„    -^. 

8a; 
X  Hundesprünge  =  — ^  Rehsprünge  stellen  die  Entfernung  HC  vor, 

9.r 
die  vorher  durch  — = — \-  66  Rehsprünge  ausgedrückt  war. 
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Folglich  ist  ^r-  =  -;^  +  66 

5  / 


'O' 


56  ^  =  45  ;c -j-  66  •  5  •  7 ; 

a;  =  210  Sprünge  mufs  der  Hund  thun. 

7.  Aufgabe.  Es  ist  jetzt  7  Uhr  47  Min.  Nach  wie  viel  Mi- 
nuten steht  die  Zahl  XI  des  Zifferblattes  so  zwischen  beiden  Zei- 
gern, dafs  die  Entfernung  von  der  Zahl  XI  bis  zu  dem  darüber 
hinweggegangenen  Minutenzeiger  l^^mal  so  grofs  ist,  als  die  Ent- 
fernung vom  Stundenzeiger  bis  zu  der  Zahl  XI? 

Auflösung.  Man  entwerfe  eine  Zeichnung  des  Zifferblattes 
und  bezeichne  die  jetzige  Stellung  des  Stundenzeigers  (zwischen 
VII  und  VIII)  mit  S,  die  des  Minutenzeigers  (zwischen  IX  u.  X) 
mit  M.  Nach  x  Min.  mag  die  in  der  Aufgabe  verlangte  Stellung 
der  Zeiger  eintreten,  die  ganz  beliebig  in  der  Zeichnung  für  den 
Stundenzeiger  mit  S\  für  den  Minutenzeiger  mit  M'  angegeben 
werden  kann,  z.  B.  S'  zwischen  VIII  und  IX  (der  VIII  näher), 
M'  zwischen  III  und  IV.  Es  soll  nun  berechnet  werden,  nach  wie 
viel  Minuten  (=a;Min.) 

die  Entfernung  Xll/'^l^mal  die  Entf.  ^XI  ist  .  .  .  (W) 

Der  Stundenzeiger  geht  in  60  Zeitmin.  5  Raummin.  (Minuten 
des  Zifferblattes), 

daher  in     1  Zeitmin.  — r-  Raummin., 

„    47       „  (s.  Aufg.)  -^  Raummin.  =  Entf.  VII S. 

1  Ji 

Da  die  Entfernung  Yll  bis  XI  =  20  Raummin.,  so  ist 

5X1  =  20  —  4^  =  -^  Raummin. 
12         12 

In  X  Zeitmin.  geht  der  Stundenzeiger  —^  Raummin.  =  Entf.  SS'. 

Folglich  ist: 

S'Xl  =  SXl-SS'  =  ^-~  .  .  .  (Y) 

Der  Minutenzeiger  legt  in  o;  Zeitmin.  o;  Raummin.  zurück,  folg- 
lich ist  die  Entfernung  ^J/' =  o;  Raummin.  und  es  ist: 
XI  i\r  ==  MM'  —  iVXI  ==  o;  —  (55  —  47)  =  o:  —  8  Raummin.  . . .  (Z) 

Mit  Y  und  Z  seht  W  über  in: 


.  .  (U) 


193^  _^ 

'  8  8 
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8a;  — 64  =  193— a;; 

Jene  Stellung  tritt  also  nach  284Min.  ein.     Es  ist  alsdann: 

7'  4  7"*  +  28r  =  8  Uhr  1 5^  Min. 

Anmerkung.  Der  Minutenzeiger  kann  auch  von  J/  aus  um 
das  ganze  Zifferblatt  herumgegangen  und  noch  bis  in  die  Nähe  der 
Zahl  II  gekommen  sein.  Der  Stundenzeiger  steht  alsdann  etwas 
nach  IX  und  die  Entfernung  von  der  Zahl  XI  bis  zum  Minuten- 
zeiger (nahe  bei  II)  ist  nun  gleichfalls  l^mal  so  grofs  als  die  vom 
Stundenzeiger  (nach  IX)  bis  zur  Zahl  XL  Bezeichnet  man  die 
Minuten,  welche  der  Minutenzeiger  in  diesem  Falle  gegangen  ist, 
gleichfalls  mit  x,  so  ist  die  Entfernung  von  XI  bis  zum  Minuten- 
zeiger (II)  nicht,  wie  in  der  obigen  Deduktion,  x  —  8,  sondern 
.r  —  8  —  60,  weil  der  ganze  Umlauf  des  Minutenzeigers  noch  ab- 
zuziehen ist.  Läfst  man  den  Minutenzeiger  nicht  blos  1 ,  sondern 
n  Umläufe  machen,  so  ist  statt  x  —  8:  x  —  8  —  60 n  zu  setzen 
und  die  Gleichung  U  geht  über  in : 

x—S  —  QOn  =  — g-; 

a:  =  28^H ^. 

Die  Stellung  tritt  also  das  1.  Mal  nach  28^  Min.,  das  2.  Mal 
nach  28|  +  -^ •  1  =  82^2^  Min.,  das  3.  Mal  nach 

o 

28^  +  ^.2  =  135AMin., 

überhaupt  von  8  Uhr  1 5^^  Min.  an  nach  je  53|  Min.  ein. 

8.  Aufgabe.  lY  besizt  3  Metallcompositionen.  In  der  ersten 
kommen  auf  7  Gewichtsteile  Kupfer  2  Teile  Zink,  in  der  zweiten 
auf  2  Teile  Kupfer  1  Teil  Zink,  in  der  dritten  auf  11  Teile  Kupfer 
4  Teile  Zink.  Er  will  diese  so  mifchen,  dafs  auf  18  Teile  Kupfer 
7  Teile  Zink  kommen,  femer  will  er  von  der  3.  Sorte  halb  so  viel 
als  von  der  1.  und  3  ^,  von  der  2.  Sorte  10  ^  weniger  als  von 
den  beiden  andern  Sorten  nehmen.  Wie  viel  mufs  er  von  jeder 
Sorte  nehmen? 

X 

Auflösung.  Von  der  1.  Sorte  x  U,  von  der  3. -^^"H^^»  ^^^ 
der  2.  0:4--^ +  3  — 10  =  -^— 7^,  zusammen  also  3a;  — 4  ü. 

Auf  7  +  2  =  9  Teile  der  1.  Sorte  kommen  7  Teile  Kupfer, 

7 
auf  1  Teil      „     „       „  r>       -^     n  » 
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7 
auf  1  U  der  1.  Sorte  kommen  daher  —  U  Kupfer, 

o 

„     X  ti.       „      „         „  „  „  — — —  ®        „ 

Auf  2  +  1=3  Teile  der  2.  Sorte  kommen  2  Teile  Kupfer, 

2 
auf    1  Teil     „      „      „  „        —     „ 

n  ^x      „                                              2  fZx        \     ^^  ^ 
aut -^ 7„        „      „      „  „        -J\-2 /)®Kpfr. 

Auf  11+4=15  Teile  der  3.  Sorte  kommen  11  Teile  Kupfer, 
auf    1  Teil      „     „      „  "       T5       '^ 

auf -^+3®        „      „      „  „      |i(^+3)^  Kupfer. 

In  der  Mischung  sind  mithin 

Ix        2(3x      ^],^Wx\       mx       37^^     . 

-9-  +  TV~^ V  +  T^(T"^^;=~9Ö T^^  Kupfer 

enthalten. 

Da  nun  auf  18  +  7  =  25  Teile  der  Mischung  18  Teile  Kupfer 

kommen,  sollen,  so  kommen 

18 
auf  1  Teil  der  Mischung  -^  Teile  Kupfer, 

18 
auf  die  sämtlichen  3  a;  —  4  ^         „  „        -j~(dx  —  4)  ^  Kpf 


25 


Folglich  ist       jg                       193^        37 
-25(3a;-4)=-^^ — 


18  „         ,,       193x       37        .    ^^ 
—  (3a;  — 4)=—^ — ;  mit  90  mult.; 

972a;— 1296  =  9650;— 1110; 
7a;  =  186; 
a;  =  264®  (von  der  I.Sorte). 

9.  Aufgabe.  Eine  20  Kilogr.  schwere  Legierung  aus  Gold 
und  Kupfer  verliert  im  Wasser  gewogen  If  Kilo  seines  Gewichts. 
Wie  viel  Gold  und  wie  viel  Kupfer  enthält  sie?  Das  specifische 
Gewicht  des  Goldes  =19^^,  des  Kupfers  =8|. 

Auflösung.  Legt  man  auf  die  eine  Wagschale  einer  Wage 
einen  1  Kilogr.  schweren  Körper,  dessen  specifisches  Gewicht  dem 
des  Wassers  gleich  ist,  so  müfste  selbstverständHch  auf  die  andere 
Wagschale  1  Kilogr.  gelegt  werden,  wenn  das  Gleichgewicht  her- 
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gestellt  werden  soll.  Wird  jetzt  die  Wage  so  gehalten,  dafs  die 
mit  dem  Körper  beschwerte  Wagschale  vollständig  von  dem  in 
einem  Gefäfse  befindlichen  Wasser  umgeben  ist,  so  wird  man  von 
der  andern,  aufserhalb  des  Wassers  befindlichen  Wagschale  das 
Kilogramm  herunternehmen  müssen,  weil  der  im  Wasser  befind- 
liche Körper  wieder  sinken  noch  steigen  kann,  da  er  eben  so  schwer 
als  Wasser  ist.  Der  Körper  verliert  mithin  im  Wasser  gewogen 
1  Kilogr.  seines  Gewichts.  Würde  nun  der  Körper  bei  gleicher 
GrÖfse  8  Kilogr.  wiegen,  also  8  mal  so  schwer  als  Wasser  sein, 
mit  andern  Worten:  das  specif.  Gewicht  8  haben,  so  mufs  er  im 
Wasser  gewogen  gleichfalls  1  Kilogr.  seines  Gewichts  verlieren. 
Ist  mithin  das  spec.  Gewicht  eines  Körpers  8 ,  allgemein  s,  so  ver- 
liert der  Körper  im  Wasser  gewogen  den  8.  Teil,  allgemein  den 
^ten  'j^qW  seines  Gewichts. 

Die  Legierung  unserer  Aufgabe  enthalte  x  Kilogr.  Gold,  folg- 
lich enthält  sie  20  —  x  Kilogr.  Kupfer.     Im  Wasser  gewogen  ver- 

,.    ,    ,.  /-^  n     ^  4  a;      ,       TT-     n      20  —  x         100  — öa- 

liert  dieses  Gold  -7^-  =  ^^^,   das   Kupfer — ^-r- —  = — 

19:^         11  ^  8|-  44 

4^         ^00 5^ 

Kilogr.,  daher  die  ganze  Legierung -;zy- -| — Kil.,    aber 

auch  (s.  Aufg.)  If  Kilogr. 

Mithin  ist:    ^x    .     100  — 5a:         11 


mit  8-7.11   mult.: 


77     •  44 

32a;-f-1400  — 70a;  =  847;  od.  38a;==553; 
a;==  14,5526  Kilogr.  Gold. 
Folglich  20  —  14,5526  ==  5,4474  Kilogr.  Kupfer. 

10.  Aufgabe.  Eine  eiserne,  1200  Kubikcentimeter  haltende 
Kugel  wird  in  ein  Quecksilber  und  Wasser  enthaltendes  Gefäfs 
geworfen.  Da  das  specifische  Gewicht  des  Eisens  =7,4,  das  des 
Quecksilbers  =13,6,  des  Wassers  =1  ist,  so  wird  das  Queck- 
silber den  untern,  das  Wasser  den  obern  Raum  des  Gefäfses  ein- 
nehmen, die  Kugel  aber  wird  zum  Teil  in  das  Quecksilber  ein- 
tauchen, zum  andern  (obern)  Teil  vom  Wasser  umgeben  sein.  Wie 
viel  Kubikcentimeter  der  Kugel  sinkt  in  das  Quecksilber? 

Allgemeine  Aufgabe.  Das  specifische  Gewicht  des  untern 
(schwerern)  Medium  sei  =w;,  das  des  obern  Medium  = /,  das  des 
Körpers  =s.  Das  Volumen  des  in  die  Flüssigkeit  gelegten  Kör- 
pers sei  =v,  das  Volumen  des  in  das  untere  Medium  einsinken- 
den Teiles  des  Körpers  =  x.    FolgHch  befindet  sich 

der  eine  Teil  x  im  Medium  vom  spec.  Gewicht  w, 
der  übrige  Teil  v  —  x  „         „  „         „  „         /. 

Denkt  man  sich  daher  einen  Körper  vom  Volumen  x  und 
spec.  Gewichte,  ferner  einen  2.  Körper  vom  Volumen  v  —  x  und 
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spec.  Gewicht  /,  so  müssen  beide  Körper  zusammen  so  viel  wiegen, 
als  ein  Körper  vom  Volumen  v  und  spec.  Gewicht  s.     Daher  ist 
7vx-\-l{v  —  x)==sv\ 
wx  -\-lv  —  Ix  =  SV ; 

rv  —  / 
In  Bezug  auf  die  specielle  Aufgabe: 

Der  in  das  Quecksilber  einsinkende  Teil  der  eisernen  Kugel 
hat  ein  Volumen  von 

1200(7,4  —  1)         1200-6,4 


13,6  —  1  12,6 


=  609,524  Kub. cm. 


Anmerkung.  Sind  die  beiden  Medien  Wasser  und  Luft,  so 
ist   letztere   mit  specifischem    Gewichte    nicht    zu    vernach- 

lässigen. 

11.  Aufgabe.  A  besitzt  2  Gefäfse,  ein  grofses  mit  123  Liter 
Wein  gefülltes  und  ein  kleineres  leeres,  welches  1,32  Liter  hält. 
Er  nimmt  aus  dem  grofsen  Gefäfse  mit  dem  kleineren  1,32  Liter 
Wein  heraus  und  giefst  dafür  eben  so  viel  Wasser  hinzu.  Hierauf 
nimmt  er  aus  der  im  grofsen  Gefäfs  befindlichen  Mischung  wieder 
mit  dem  kleinen  Gefäfs  1,32  Liter  heraus  und  ersetzt  dies  wieder 
durch  Wasser.  So  verdünnt  er  den  Inhalt  des  grofsen  Gefäfses 
durch  wiederholtes  Herausnehmen  von  1,32  Liter  der  Mischung 
und  Ersetzung  durch  Wasser.  Wie  oft  mufs  er  diese  Operation 
wiederholen,  w^enn  nur  noch  53  Liter  Wein  darin  sein  soll? 

Auflösung.  Nimmt  man  allgemein  statt  123,  1,32  und  53: 
a,  b  und  r  (Rest),  so  wird  beim  1.  Male  von  a  Liter  Wein  b  Liter 
Wein  weggenommen  und  durch  Wasser  ersetzt,  folghch  ist  nach 
dem  1.  Male  nur  noch  a  —  b  Liter  Wein  im  grofsen  Gefäfse. 
Da  das  Herausgenommene  immer  wieder  durch  Wasser  ersetzt 
wird,  so  bleibt  der  Inhalt  des  grofsen  Gefäfses  unverändert  a  Liter. 
Es  ist  daher  jetzt 

Wein , 


in  a  Liter  Mischung: 

a  —  b 

?5       ■*•          >7                         >? 

a  —  b 

a 

V       b          ^                        r 

i  ^"-'^ 

Diese  ^  Liter,  d.h.  — (a  —  b)  Wein,    werden    nun    aus    dem 
a 

grofsen,  a  —  b  Wein  enthaltenden  Gefäss  genommen,  folglich  bleibt 

in  dem  letztern 
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nach  dem  2.  Male:     a  —  h—  ^-{a—h)=^{a—l)){\—^^ 


,        ,^    a  —  b        (a — bf   ^  . 
=  {a  —  b) =-5^ —  Wem. 


In  a  Liter  Mischung  ist  jetzt 


a 

a 

(a- 
a 

w 

ein, 

ff    ■*■      )? 

a' 

„    h     „ 

\(.a-bf   „ 
a 

Diese  b  Liter  herausgenommen  bleibt 

ach  dem  3.  Male 

«             a                          a 

VI             r       '^'        w 

(a-bt 

^ten 

^V5  •  •  •  •  (Y) 
a 

Wein, 


Soll  nach  dem  x^^^  Male  jener  Kest  r  bleiben,  so  ist: 

(a  —  bf              ,       aia-bf 
x-i     =^>  o^er =  r; 


a 
(ß  —  bY        r      o  ^  ^'  x,      7    ö  —  b        ,     r 

/^r  —  lg  a       lg  a  —  Igr 

lg{a  —  b)  —  Iga        Iga—  lg  (a  —  b)' 

In  Bezug  auf  die  specielle  Aufgabe  ist: 

^  /^123  — /^53 Igm  —  lghZ 

^""  /^123  —  /^ (123  — 1,32)  ~"  47 123  — /^  121,68 
2,0899051  — 1,7242759        0,3656292 


2,0899051  —  2,0852192        0,0046859 

lg  0,3656292  =  9,5630408 
lg  0,0046859  =  7,6707930 

/^a;=  1,8922478 
a;=  78,027, 
also  ziemlich  genau  78  mal. 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik,    lU.  Teil.  10 


146  §•  ''^-     Angewandte  binomische  Gleichungen. 

Anmerkung.     In  Y  giebt  x=l  (nach  dem  I.Male) 

^ _ ^    =a  —  b  Wein  und  x^O  (vor  dem  1.  Male) 

a 

4.     Angewandte  Verhältnisse  und  Proportionen. 

I.     Das  4.  Glied  der  einfachen  Proportion  gesucht. 
Angewandte  einfache  Proportion  oder  Regel  de  tri. 

1.  Aufgabe.  4|  Liter  Wein  kosten  l^c/M  Wie  viel  Liter  er- 
hält man  für  Q^J/.? 

Auflösung.     Man  setze  die  gesuchte  Gröfse  =^und  ordne 
die  Aufgabe  nach  den  gleichartigen  Gröfsen.     Daher: 
7^  J£  4-|  Liter 

6^  „  X     „ 

Hierauf  setze  man  das  4.  Glied  an: 

...   :   ...  =  ...   :   X  Liter. 

Da  die  Glieder  eines  Verhältnisses  stets  gleichartig  sein  müssen 
(s.  §.  78,  1,  I,  C),  so  ist  nun  auch  das  3.  Glied  bestimmt: 
.  . .   :   .  . .  =  4|  Liter  :  x  Liter. 

In  Bezug  auf  das  noch  anzusetzende  1.  Verhältnis  (hier  der 
Mark)  entscheidet  stets  eine  einfache  Frage,  ob  das  4.  Glied  (x) 
gröfser  oder  kleiner  als  das  schon  angesetzte  3.  GHed,  ob  also  das 
2.  Verhältnis  steigend  oder  fallend  ist.  Das  1.  Verhältnis  mufs  als- 
dann nach  §.  78,  2,  1  von  derselben  Beschaffenheit  sein.  Folglich: 
Für  H^  erhält  man  44  Liter,  wie  viel  für  ^M.? 

Antwort:  Weniger,  d.  h.  die  gesuchte  Zahl  [x]  ist  kleiner  als 
4|,  das  2.  Verhältnis  also  ein  fallendes  und  mithin  auch  das  erste. 
I^aher :  7iJ^:^Jl.  =  4i:x. 

Nach  §.  78,  4,  II,  2.  Zus.  erhält  man  zunächst: 
15    :     25    =  24  :  x 
4  2 

5 

Nachdem  gegenseitig  gekürzt,  bleibt: 

1     :      2     ==   2  :.T, 
X  ==  A  Liter. 

Anmerkung.  Als  Probe  kann  man  die  o-efundene  Zahl 
als  eine  geojebene  und  eine  der  orejrebenen  als  Unbekannte  be- 
trachten. 
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2.  Aufgabe.  560  Arbeiter  vollenden  eine  Arbeit  in  30 Tagen. 
In  welcher  Zeit  wird  sie  vollendet,  wenn  80  Arbeiter  weniger  an- 
gestellt werden? 

Geordnet:  560  Arb.  30  Tage 

480     „  X      „ 

1 )  ...-:...  =  ...:  x  Tage. 

2)  ...:...  =  30  Tage  :  x  Tage. 

3)  Frage.     560  Mann  brauchen  30  Tage,  wie  viel  480  Mann? 

Antwort:  Mehr  Tage,  d.  h.  x  ist  gröfser  als  das  3.  Glied  30. 
Das  2.  Verhältnis  ist  mithin  ein  steigendes  und  folglich  auch  das 
erste  (das  der  Arbeiter). 

480  Arb.  :  560  Arb.  =  30  :  :r. 
Nach  dem  Kürzen  bleibt     l  :  7  =  5  :  o: 

x  =  db  Tage. 

Anmerkung.  Es  ist  also  nicht  nötig,  Regeln  für  die  direkten 
und  indirekten  Verhältnisse  aufzustellen  (z.  B.  Arbeitskraft  und  Zeit 
stehen  im  indirekten  Verhältnis),  vielmehr  ergiebt  sich  der  Ansatz 
viel  einfacher  und  sicherer  aus  der  jedesmal  aufgestellten  Frage. 

3.  Aufgabe.     Für    W^J^.   erhält   man   8^  ®.     Wie   viel   für 

85^? 

Auflösung.      Da    die    Glieder   eines   Verhältnisses    gleich- 
benannt sein  müssen  (s.  §.  78,  1,  I,C),  so  darf  es  nicht  heifsen: 
11^^:  So  y^  =  Si:x. 

Vielmehr  müfste  W^Jl  in  111.100^=1125^  verwandelt 
werden. 

Bequemer  wird  die  Rechnung,  wenn  man  diese  Multiplication 
nicht  ausführt,  sondern  die  Reduktionszahl  nur  in  das  betr. 
Glied  stellt.     Daher: 

1 1| :  85  =  8^  :  a; 

100 

Folglich  erhält  man  zunächst: 

45  :  85  =»  25  :  o: 
100      4 
3 

Nach  dem  Kürzen  ergiebt  sich 

17  ^         17-500  P 

x  =  -^'Si  = — ^ —  Gr.  =  314,8  ur. 

4.  Aufgabe.  Eine  Quelle  giebt  in  4  St.  13  Min.  19i  See. 
812^  Liter.    In  welcher  Zeit  1000  Liter? 

10* 
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Auflösung.     812^:1000  =  4'*  13""  19^*  :a;. 
Während  der  Rechnung  kann  man  die  verschiedenen  einander 
untergeordneten  Mafse  des  3.  Gliedes  beibehalten: 

1625: 1000  =  4^3"*  19^' :a: 
2 
Nach  dem  Kürzen: 

13   :    16    =4M3^M9£:a; 
16-53'17|  («4 
67«33-    9i  (-4 
a;  =  5Mr46ff  (:13. 

5.  Aufgabe.  Eine  Zahl  durch  9^  dividiert  giebt  27.  Welchen 
Quotient  erhält  man,  wenn  man  sie  durch  7^  dividiert? 

Geordnet:  9|  Divisor,    27  Quot. 

Zunächst:  ...   :   .  .  .  =  27  :  o;. 

Frage.  Durch  9^  dividiert  erhält  man  27.  Wie  viel,  wenn 
man  nur  durch  7^  dividiert?     Antwort:  Mehr,  daher  o;  >  27. 

7i  :  9i  =  27  :  x. 
x  =  33. 

6.  Aufgabe.  Ein  Kapital  wächst  zu  4iVo  in  3|  Jahren  auf 
^^^{iJl.  an.     Wie  grofs  war  es? 

Auflösung.     100  giebt  in  1  Jahr  4-^, 

„    3|  Jahren  :  4|  •  3^  =  1 3^  Zinsen. 
Folglich  wächst  100  in  3|  Jahren  auf  113|  an.     Daher  die 
Ordnung:     Angewachs.  Kap.      Ausgelieh.  Kap. 
113i  100 

6800  X. 

Ansatz:         113|:6800  =  lOOio; 
X  =  6000. 

7.  Aufgabe.  Auf  einer  Wiese  ist  eine  Ziege  an  einen  4^Mtr. 
langen  Strick  gebunden  und  frifst  das  Gras,  welches  sie  erreichen 
kann,  in  45  Stunden  ab.  Wie  lange  reicht  das  Gras,  wenn  der 
Strick  6  Mtr.  lang  ist? 

Auflösung.  Da  sich  die  Kreisflächen  wie  die  Quadrate  der 
Halbmesser  verhalten,  so  hat  man  sich  zu  denken: 

Ordnung:      (4^)'  Fläche,  45  St. 

b  „  ^     n 

Ansatz:  (4|)' :  6^  =  45 : a:. 
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Oder:       4^  :  6  =  45  :  a: 

4^  :  6  Daher  o:  =  80  Stunden. 

8.  Aufgabe.  Eine  Kugel  von  8  cm  Durchmesser  wiegt  10|® 
Wie  viel  Gramm  eine  von  1^  cm  Durchmesser  (und  gleichem  spec. 
Gewicht)  ? 

Auflösung.  Da  sich  die  Volumina  der  Kugeln  wie  die  Kuben 
der  Durchmesser  verhalten,  so  ist  der 

Ansatz:  8^(1  jf=  10| :  o;  Gramm 

500 

Oder:  8  :  H    =10|:a;; 

8      l|         500 
8      H  a;  =  25Gr. 

IL  Aufgaben,  bei  welchen  die  Verhältnisse  und  Pro- 
portionen nicht  in  der  Form  der  Regel  de  tri  {a:b  =  c:x) 
auftreten. 

1.  Aufgabe.  7  frühere  sächs.  Ellen  waren  =  4  Meter.  Wie 
verhält  sich  1  Meter  :  1  Elle? 

Auflösung.     Es  ist  7-1  sächs.  Elle  ==4-1  Mtr. 
Daher  ist  1  Meter  :  1  Elle  =  .  .  .   :   ... 

nach  §.  78,  3,  II  in  folgender  Weise  zu  ergänzen: 
1  Meter  :  1  Elle  =  7:4. 

2.  Aufgabe.  100  in  2  Teile  zu  zerlegen,  die  sich  wie  11:4 
verhalten. 

1.  Auflösung.     Ist  der  eine  Teil  x,  so  ist  der  andere  100  —  x. 

Daher:  X'AOO  —  x=  11:4. 

2.  Auflösung.     1.  Teil  :  2.  Teil  =  11:4.   Folgl.(§.78,3,VIII): 

1.  Teil  +  2.  Teil  :  1.  Teil  =11+4:11;  oder 

100  :  l.Teil=  15:11;  daher 

,      ,    ^  .,        100-11        ^„, 
der  1.  Teil  =  — — — =  /34^. 
15  ^ 

3.  Aufgabe.  Der  Zähler  eines  Bruches  verhält  sich  zum 
Nenner   wie   3:4.     Macht   man    den  Zähler  um    10   gröfser,    den 

Nenner  um   10  kleiner,   so  wird  der  Wert  des  Bruches  -^.    Wie 

D 

heilst  der  Bruch? 

Auflösung.  Ist  das  Verhältnis  von  unbekannten 
Gröfsen  gegeben,  so  setze  man  die  Gröfsen  =  den  mit  x 
multiplicierten  Verhältnis  zahlen. 

In  unserer  Aufgabe  sei  daher  der  Zähler  ^dx,   der  Nenner 


150  §•  ^9.     Angewandte  binomische  Gleichungen. 

==Ax   (denn    3  a;  :4  a;   durch  x  gekürzt  =3:4).     Der    Bruch    ist 

3  X 
mithin  — — .     Dem  2.  Teile  der  Aufgabe  zufolge  ist: 

3a;— 10  ^1 
4a;H-10  ~  6  ' 
18a;  — 60  =  4a;+-10; 
x==b. 

Der  Bruch  i- — )  ist  folglich  -r— r=  «tt- 
\4a;/  °  4-5        20 


4.  Aufgabe.  B  besitzt  halb  so  viel  als  A  und  dßJi,  C  den 
3.  Teil  dessen,  was  A  und  B  besitzen,  weniger  5,4  ^^.  Die  Bar- 
schaften des  B  und  C  stehen  in  dem  Verhältnis  7:3.  Wie  viel 
hatte  jeder? 

X 

Auflösung.     A  besafs  xJi,   B:  -^  +  3,6, 

^•"i(^"^f +  ^'^)~^'^==T~^'^     Folglich: 
f  +  3,6:|-~4,2  =  7:3; 

a;H-7,2:   o;- 8,4  =  7:3; 
folglich  7a;  — 58,8  =  3a; +  21,6,  od.  4a;  =  80,4; 
a;  =  20,l  Jl.  besafs  A. 

5.  Aufgabe.  Ich  habe  2  Zahlen  im  Sinne,  von  welchen  die 
eine  um  1  kleiner  als  die  Hälfte  der  andern  ist.  Das  Quadrat  der 
reciproken  Summe  der  Zahlen  verhält  sich  zum  Quadrat  der  reci- 
proken  Differenz  wie  16:9.     Wie  heifsen  die  Zalilen? 

X 

Auflösung.     Die  eine  Zahl  ==x,  die  andere  -^ — 1. 

X               3  a; 
Die  Summe  ist  a;  +  -^  — 1=-^ 1,  die  reciproke  Summe 


1  2 


-,  die  Differenz  =  x  —  (-x-  —  ll=-^-  +  l, 


3^_  3a;  — 2 

'  1  2 

die  recipr.  Differenz  =  =  — XT ö*    D^^^^- 

-^4-1         i^-f-  ^ 
2"*"^ 

2  2 

3a;  — 2  '  x  +  2  '    ' 
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1  1 


3a:— 2  *  x-^2 


4::^; 


folglich  ^-?-^  =  _-i^;  od,-Sx-^G  =  X2x-S; 

9a;  =14;  folglich  a;=lj  die  eine  Zahl. 

1  2 

Die  andere  Zahl  =  w  'l^  —  1  ==  —  ^  . 

6.  Aufgabe.  Drei  Personen  /^,  B,  C  spielen.  A  brachte  10, 
b  57,  C  29  Ji  mit.  Nach  dem  Spiele  verhält  sich  der  Anteil  des 
A  zu  dem  des  B  wie  1:3,  und  der  Anteil  des  C  z\x  dem  Gewinne 
des  y4  wie  3:1.     Wie  viel  hatte  C  gewonnen  oder  verloren? 

Auflösung.  Nach  dem  Spiele  hatte  A  x,  B  '^x.  Da  sie 
zusammen  10  +  57  +  29  =  96^  besafsen,  so  mufs  C  nach  dem 
Spiele  96  —  .t— 3a;  =  96  —  Ax  besessen  haben.  A  hatte  vor  dem 
Spiele  10,  nach  dem  Spiele  o;,  folglich  hatte  er  x — 10  gewonnen 
und  es  ist: 

96  — 4:c:a;  — 10  =  3:1; 
folglich  3(0:-- 10)  =  1 -(96  —  40:),  od. 
7a:=126; 
a:=18. 
C  hatte  nach  dem  Spiele  96  — 4a:  =  96  — 4- 18  =  24  J^,  folg- 
lich hJi  verloren. 

7.  Aufgabe.  A  geht  von  J/ nach  N.  Mittags  12  Uhr  verhält 
sich  die  zurückgelegte  Strecke  zu  derjenigen,  die  er  noch  vor  sich 
hatte,  wie  3:5.  Nachdem  er  noch  lO^Kilom.  gegangen,  verhielt 
sich  die  zurückgelegte  Strecke  zum  Kest  des  Weges  wie  11:9. 
Wie  weit  war  es  von  M  nach  A7 

Auflösung.  Zuerst  waren  die  beiden  Strecken  Zx,  5a:,  der 
Weg  daher  3a:  +  5a:  =  8a:.  Als  A  noch  10^  Kilom.  gegangen,  war 
die  erste  Strecke  um  10^  Kilom.  gröfser,  die  nachfolgende  um 
104^  Kilom.  kleiner  geworden.     Folglich: 

3a:+10|:5a:— 10^=11:9; 
6a:  +  21:10a:  — 21  =  11:9; 

9(6a:  +  2I)=ll  (lOo:  — 21); 
^  =  7i. 
Der  Weg  war  8  a:  =  8 -7^==  60  Kilom. 

8.  Aufgabe.  Der  Wert  der  Silbermünze  A  verhält  sich  zu 
dem  der  Silbermünze  B  (von  gleicher  Feinheit)  wie  5:2.  Die 
Münze  A  hat  einen  Durchmesser  von  38  mm  und  eine  Dicke  von 
2,5  mm.  Die  Dicke  der  Münze  i?  ist  1,9  mm;  wie  grofs  ist  ihr 
Durchmesser? 
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Auflösung.     Der   Durchmesser    von   B  =  x.      Da   sich   die 
Kreise   wie    die  Quadrate   der  Durchmesser  verhalten,   so  müssen 
sich  die  Volumina  (und  also  auch  der  Wert)  der  beiden  Münzen 
wie  38' -2,5:0;' -1,9  verhalten.  Folglich: 
38^-2,5:0;'. 1,9  =  5:2; 


5 

._38'_38'.10  _ 
^~"1,9~       19       -2-^8-10 

a;==]/76Ö"=  27,568  mm. 
9.  Aufgabe.     Die  Gleichung 

13a;— 1        ^  47  — 2a; 

2x 


4  3 

mittelst  der  Regula  falsi  (s.  §.  50,  14)  und  Proportion  aufzulösen. 
Auflösung.     Man  annulliere  die  Gleichung: 

ü^_2._il:=:2^=o....(Y) 

Setzt  man  a;=5,  so  wird  die  linke  Seite 

65  —  1        ,^       47  —  10      , 
10 oder  —  6i; 

setzt  man  a;=7,  so  wird  die  linke  Seite 

91  —  1        ,,        47—14      ,  ., 

i 14 oder  —24-. 

4  3 

Die  linke  Seite  soll  nun  weder  — 6-J^  noch  — 2^^,    sondern  0 
werden  (denn  sie  mufs  der  rechten  Seite  gleich  sein  —  siehe  Y). 
Daher :  Z 


Linke  Seite  v.Y 


0 


w 


5  1    Für  X  angenommene 
7  /  Werte 

X  (gesuchter  Wert). 


Steigt  mithin  L  von  — 6^  bis  — 2^,  d.  i.  um  —  2^  —  ( — 6^)  —  3f, 
so  steigt  W  von  5  bis  7,  d.  i  um  7  —  5  =  2;  steigt  dagegen  L  von 
—  6^  bis  0,  d.i.  um  0  —  ( — 6-J)  =  6-J^,  so  ste'gt  W  von  5  bis  .r, 
d.  i.  um  o;  —  5. 


Geordnet ; 


Steigen  des  L   '    Steigen  des  W 


3* 


2 

-T  — 5 


§.  79.    Angewandte  binomische  Gleichungen. 


153 


Folglich:  3^:  6-^  =  2  :a:  — 5; 

K       6J.2 

X  —  5  +  S^-g-  —  o-j'B"* 

10.  Aufgabe.  Ableitung  einer  Formel  zur  Auflösung 
der  Gleichungen  mittelst  der  Regula  falsi. 

Da  diese  Ableitung  nur  eine  Verallgemeinerung  des  in  der 
vorhergehenden  Aufgabe  benutzten  Verfahrens  ist,  so  wird  eine 
fortwährende  Vergleichung  des  in  den  beiden  Aufgaben  ein- 
geschlagenen Entwickelungsganges  wesentlich  zum  Verständnis  bei- 
tragen. 

Nachdem  die  Gleichung  annulliert  ist,  setze  man  für  die  Un- 
bekannte die  beliebigen  Werte  (Hypothesen)  a  und  b,  durch  welche 
die  linke  Seite  der  annullierten  Gleichung  die  Werte 

d  und  d 
erhält.     Folglich  ergiebt  sich  das  Schema: 

L       \      W 


Linke  Seite  der 
annull.  Gleich. 


Werte  d.  Unbek. 


d 

a 

b' 

b 

0 

X 

Steigt  mithin  L  von  d  bis  h' ,  d.  i.  um  b'  —  d,  so  steigt  W 
von  a  bis  &,  d.  i.  um  b  —  a;  steigt  L  von  d  bis  0,  d.  i.  um  0  —  d 
oder  —  a',  so  steigt  W  von  a  bis  Xy  d.  i.  um  x  —  a. 

Geordnet : 


Steigen  des  L 


Steigen  des  W 


x=^  a 


1.  Anmerkunof. 


in  gleicher  Weise  aufzulösen. 


V-d 

b  —  a 

—  d 

X  —  a. 

—  d :  —  d  ==b  —  a:  x  —  a\ 

—  d  [b  —  d) 

d  —  d      ' 

,    —  d  (b  —  d)        ad  —  ad  +  ad  —  bd 

b  —  a                          b  —  a 

j^A              ad  —  bd 

iing.     Es  sei  die  Gleichung  ersten  Grades 

ax  — 

b  =  0 
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Mit  x  =  c  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  ac—b, 
n     x  =  lc   „       „        „         „       „  „        lac      0, 

?5       X^=oC     „  „  „  „  „  „  ödC         0. 

Steigt  mithin  die  linke  Seite  um  lac  —  h  —  (ac  —  b)  oder  ac, 
so  steigt  der  Wert  der  Unbekannten  um  2c  —  c  =  C',  steigt  die 
linke  Seite  um  3ac  —  b  —  {ac  —  b)  oder  lac^  so  steigt  der  Wert 
der  Unbekannten  um  3  c  —  c  =  2  c. 


Steigen  der  linken  Seite :  Steigen  des  Wertes  y.x 


ac 
2ac 


c 
2c 


Hier  verhält  sich  in  der  That  ac:1ac  =  C'.1c. 
Wäre  dagegen  die  Gleichung  des  2.  Grades 


ax 


=  0 


gegeben,  so  wird 

mit  x  =  c  die  linke  Seite  der  Gleichung  ac  — h, 


x  =  2c 
x  =  Sc 


Aac  —b, 
■^ac—b, 


Steigt  mithin  die  linke  Seite  um  3ffc^,  so  steigt  die  Unbe- 
kannte um  c;  steigt  die  linke  Seite  um  8ac^,  so  steigt  die  Un- 
bekannte um  2  c. 


Steigen  der  linken  S.     Steigen  von  x. 


Zac 

%ac 


c 
2c 


Hier  verhält  sich  3ö!c":8ac^  nicht  wie  c.^c.    Bei  Gleichungen 
2.  und  höhern  Grades  kann  mithin  die  in  der  9.  und  10.  Aufgabe 
benutzte,    auf   die  Pro^^ortionalität   gegründete   Regula  falsi   nicht 
(S.  auch§.  73,  26,  I,c!) 

Nimmt  man  in  der  Gleichunf]^  ax  —  ^  =  0 


angewendet  werden 


2.  Anmerkung. 


für  die  Unbekannte    so  wird  die  linke  Seite  der  Gleichuno^ 


c 

c-\-u 
c-\-2u 


ac  — b, 

a{c-{-uf  —  b    oder  ac^  -\-2acu-\-au 


b. 


a{c-\-2uy  —  b  oder  ac^ -\-\acu-{-Aau — b. 

Steigt  mithin  die  linke  Seite  der  Gleichung  um  2 acu  +  au, 
so  steigt  die  Unbekannte  um  u\  steigt  die  linke  Seite  der  Gleichung 
um  Aacu-{-Aau,  so  steigt  die  Unbekannte  um  2u.  Nun  ist  zwar 
"^^^*  2acu  +  au  :  iacu  -{-Aau=u:  2w, 
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wird  aber  u  so  klein  genommen,  dafs  u  vernachlässigt  werden 
kann,  so  geht  die  vorstehende  Proportion  über  in  die  richtige 
2  acu :  4  acu  =  u:2u. 
Mithin  führt  jene  Kegula  falsi,  resp.  die  in  der  10.  Auf- 
gabe abgeleitete  Formel,  auch  bei  Gleichungen  2.  und 
höhern  Grades  zum  gewünschten  Resultat,  wenn  die  Hy- 
pothesen einander  nahe  genug  liegen.  (Vergh  die  Schlufssätze 
von  §.  73,  26,  I,c.) 

11.  Aufgabe.     Es  sei  die  Gleichung 

2a:  — 7    .    2x       ,    .     Ix  —  X 
4 


5         '3  '  6 

mittelst  der  Formel  der  10.  Aufgabe  aufzulösen. 
Auflösung:.     Annulliert : 


o- 


2a;  — 7    ,    2a;       ,        7a;— 1 

^ 4 =  0 


5         '      3  6 

Mit  a;=l    und   a;  =  2   wird   die  linke  Seite  der  Gleichung: 

—  H;         —  Hi 

Mit  «=1,  &  =  2,  «==  —  5^,  h'  =  —  5|^  giebt  jene  Formel : 
l'(-5if)-2.(-5i)_-5i§  +  10|, 

-Hf-(-H)  -Hi-\-H  ' 

_  —163-1-320  _       157  _ 
^-—163  4-160"""    3     — ^^^• 

12.  Aufgabe,     x^ — 10a;==234   durch   dieselbe   Formel   auf- 
zulösen. 

Auflösung.  Die  Gleichung  zunächst  annulliert: 
o;^— 10a;  — 2.34  =  0. 
Da  dieselbe  vom  3.  Grade  ist,  so  werden  den  Anmerkungen  der 
1 0.  Aufgabe  zufolge  vollkommen  beliebige,  für  x  eingesetzte  Hypo- 
thesen nicht  immer  in  befriedigender  Weise  zum  Ziele  führen.  Der 
Geübte  wird  aber  sehr  bald  finden ,  dafs  die  linke  Seite  für  ic  =  6 
kleiner  als  0,  für  a;  =  7  gröfser  als  0  wird,  nämlich 

für  a;  =  6:     6^—10-6-234,  d  i.  216  —  60  —  234  oder  —78, 
„    x==l:     7^— 10.7  — 234,  d.i.  343-70  — 234  oder  -f  39. 
Setzt  man  nun  in  der  Formel  der  10.  Aufgabe: 

0  =  6,  ö  =  7,  a=  —  78,  Z>'  =  39,  so  wird  das  gefundene 
6.39 -7  (-78)       ..._ 
^==^9 -(-78)     =^'^^^ 
zwar  der  gesuchten  Auflösung  näher  gekommen  sein,  aber  wegen 
des  noch  zu   grofsen  Unterschiedes  von  6  und  7  noch  immer  von 
derselben  abweichen. 
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Setzt  man  nun  mit  Rücksicht  auf  den  so  eben  gefundenen 
Wert  als  neue  1 .  Hypothese  x  =  6,7,  so  wird  die  Hnke  Seite  der 
Gleichung : 

6,7'  -  10  •  6,7  —  234  =  300,763  -  67  —  234  =  —  0,237. 

Nimmt  man  als  2.  Hypothese  einen  etwas  gröfsern  Wert  als 
6,7,  so  wird  auch  die  linke  Seite  der  Gleichung,  wie  sich  aus  den 
mit  o;  =  6  u.  7  erhaltenen  Werten  schliefsen  läfst,  gröfser  als  —  0,237, 
und  wird  sich  mithin  der  0,  dem  eigentlichen  Werte  der  linken 
Seite,  hinneigen.  Es  mag  daher  a:==6,71  genommen  werden.  Die 
linke  Seite  der  Gleichung  wird  damit: 

6,71^— 10-6,71  — 234,  d.i.  302,111711  —  67,1—234 

oder  +1,011711. 

Mit   a=6,7;    ??  =  6,71;    «'=-  —  0,237;    &'=1,011711    ergiebt 
sich  jetzt  aus  der  Formel  der  10.  Aufgabe: 
6,7.1,011711— 6,71  (—0,237) 


1,011711  — (—0,237) 


6,701898. 


Dieser  Wert  wird  der  gesuchten  Auflösung  der  Gleichung 
sehr  nahe  kommen,  da  die  Hypothesen  6,70  und  6,71  nur  wenig 
verschieden  sind. 

Probe.      6,701 898^  —  10  •  6,701898  —  234 
=  301,0186  —  67,0190  —  234 

=  0,0004,   also  nur  wenig  von  0,  dem  wahren  Werte 
der  linken  Seite,  abweichend. 

Mit  Rücksicht  auf  den  zuletzt  gefundenen  Wert  könnte  man 
die  Rechnung  mit  den  Hypothesen  6,7018  und  6,7020  wiederholen, 
um  ein  sehr  genaues  Resultat  zu  erreichen. 

Anmerkung.  Bei  der  Auflösung  der  vorstehenden  Gleichung 
wurde  der  für  x  durch  Versuche  gefundene  Wert  immer  mehr 
verbessert,  bis  schliefslich  die  gesuchte  Auflösung  mit  hinlänglicher 
Genauigkeit  erreicht  war.  Ein  solches  Verfahren  nennt  man  „Auf- 
lösung durch  Näherung"  (Näherungsmethode). 

HI.  Angewandte  zusammengesetzte  Proportion  (Re- 
gula multiplex). 

Regula  quinque  (5  gegebene  Gröfsen),  Regula  septem  (7  ge- 
gebene Gröfsen)  u.  s.  w. 

I.Aufgabe.  Ein  Kanal  von  12500m  Länge,  7|m  Breite, 
lfm  Tiefe  wird  in  640  Tagen  von  1500  Arbeitern  gegraben.  Wie 
tief  kann  ein  Kanal  von  12000  m  Länge,  9^m  Breite  von  1920 
Arbeitern  in  560  Tagen  gegraben  werden,  wenn  alle  übrigen  Ver- 
hältnisse bei  beiden  Kanälen  dieselben  sind? 

Eine  übersichtliche  Anordnung  ist  hier  noch  nötiger  als  bei 
der  Regel  de  tri. 
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12500  L.  7^  Br.  If  Tf.  640  Tg.  1500  Arb.  >  ,rp. 

12000   „    9|   „      X  „     560    „     1920     „     / ^^^ 

Auch  hier  setzt  man  zuerst  das  4.  Glied  (=a:),  alsdann  das 
3.  mit  X  gleichartige,  in  der  Anordnung  darüber  (oder  darunter) 
stehende  Glied  an: 

...   :   ...=  1|  :  a:  (m  Tiefe). 

Hierauf  entscheidet  man,  wie  bei  der  Regel  de  tri,  durch  ein- 
fache Fragen,  ob  die  übrigen  in  das  1.  und  2.  Glied  zu  setzenden 
Verhältnisse,  steigend  oder  fallend  sein  müssen. 

Hierbei  ist  zu  beachten,  dafs  die  durch  die  Frage  nicht 
anzusetzenden  Verhältnisse  stets  als  Verhältnisse  der 
Gleichheit  betrachtet  werden  müssen.     Daher: 

1.  Frage.  Ein  Kanal  von  12500  m  Länge  wird  lfm  tief  ge- 
graben. Welche  Tiefe  kann  ein  Kanal  von  nur  12000  m  Länge 
erhalten,  wenn  bei  beiden  Kanälen  die  Breite,  die  Zeit  und 
die  Zahl  der  Arbeiter  gleich  sind? 

Antwort:  Eine  gröfsere  Tiefe,  daher  a:>  If  und  mithin  das 
Verhältnis  der  Längen  steigend: 

12000:12500  =  11  :a;. 

2.  Frage.  Bei  l^m  Breite  lfm  tief.  Wie  tief  bei  9^  m  Breite, 
wenn  bei  beiden  Kanälen  Länge,  Zeit  und  Zahl  der  Ar- 
beiter gleich  sind? 

Antwort:  Bei  gröfserer  Breite  weniger  tief,  daher  fallendes 
Verhältnis  (9^:7^).     Bis  jetzt  hat  man: 

12000:12500  =  lf  :a: 
9i:7i. 

3.  Frage.  In  640  Tagen  lfm  tief,  in  560  Tagen  weniger  tief, 
daher  fallendes  Verhältnis  (640:560).     Bis  jetzt: 

12000: 12500  =lf:a; 
9^:7^ 
640 : 560. 

4.  Frage.  Von  1500  Arbeitern  lfm  tief,  von  1920  Arbeitern 
tiefer,  daher  steigendes  Verhältnis  (1500:1920).  Mit  diesem  letzten 
Verhältnis  ergiebt  sich  nun  der 

Ansatz:     12000  :  12500  =  lf:a;  \ 
9i:7i  I 

640:560  (   *  ' 

1500:1920  ) 


(Z) 


Die  Nenner  sind   nun  aus  dem  1.  Gliede  in  das  2.,  aus  dem 
3.  und  4.  Gliede  in  das  1.  zu  setzen;  daher: 
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12000: 12500  =  8  :a; 

28:15 

640:560 

1500:1920 

2         3 

5 

Noch  sind  die  Zahlen  des  1.  Gliedes  mit  denen  des  2.  und 
3.  Gliedes  zu  kürzen  (4  Nullen  des  1.  u.  2.  Gliedes  u.  s.  w.).  Man 
behält:  2:3=l:a;; 

.T  =  1  ^  m  Tiefe. 

Beweis  für  die  Kichtigkeit  dieses  Verfahrens. 
Man  löse  zuerst  die  Aufgabe,  die  dadurch  entsteht,  dafs  man 
bei  dem  2.  Kanal  nur  die  für  denselben  gegebene  Länge  beibehält, 
alle   übrigen  Angaben  jedoch   den  Angaben   des  1.  Kanals   gleich 
setzt,  also  die  geordnete  Aufgabe: 

12500m  L.  7im  Br.  l|m  Tf  640 Tg.  1500  Arb.  x         /a^ 
12000,,    „  74-,,    „      z^„    „    640    „     1500     „    /'••W 

Da  die  Breite,  Zahl  der  Tage  und  Arbeiter  gleich  sind,  so 
ist  das  gesuchte  u  nur  von  lfm  Tiefe  und  den  verschiedenen  Län- 
gen abhängig  und  folglich  die  Aufgabe  eine  der  angewandten  e  i  n  - 
fachen  Proportion. 

Frage.  Bei  12500m  Länge  l|m  tief,  wie  tief  {=11)  bei 
12000  m  Länge? 

Antwort:  Tiefer,  daher  das  Verhältnis  der  Längen  ein  stei- 
gendes und  die  Proportion  demnach: 

12000:12500  =  11  :w. 

Hieraus  kann  ii  berechnet  werden  und  man  weifs  alsdann 
(s.  2.  Zeile  von  A),  dafs  bei  12000  m  L  ,  7|m  Br.,  640  Tagen  und 
1500  Arbeitern  der  Kanal  u  m  tief  wird  {u  bekannte  Zahll). 

Es  fragt  sich  nun,  wie  tief  {=v)  der  Kanal  bei  12000  m  L., 
9im  Breite,  640  Tgn.,  1500  Arb.  wird. 

Geordnet: 
12000  m  L.  7^ra  Br.  wm  Tf.  640  Tg.  1500  Arb.  ■»         .p,^ 
12000  „    „    9i  „     „     V  r.     „     640    „     1500     „    /  •  •  •  ^^^ 

Auch  diese  Aufgabe  ist  eine  der  angewandten  einfachen 
Proportion,  da  aufser  der  Breite  und  Tiefe  alle  übrigen  Angaben 
gleich  sind. 

Frage.  Bei  l\m  Br.  um.  tief  0^  bekannte  Zahl),  wie  tief  (=y) 
bei  9|m  Breite? 

Antwort:  Weniger  tief,  daher  das  Verhältnis  der  Breiten  ein 
fallendes:  9^.7^==^^.^^ 
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Hier  kann  v  berechnet  werden  und  man  weifs  alsdann  (siehe 
-2. Zeile  von  B),  dafs  bei  12000m  Länge,  9im  Breite,  640  Tagen 
und  1500  Arbeitern  der  Kanal  vm  tief  wird  {v  bekannte  Zahl!). 

Es  fragt   sich   nun,    wie   tief  {=^7v)   der  Kanal   bei   12000m 
Länge,  O^mBreite,  560  Tagen  und  1500  Arb.  wird. 
Geordnet : 

12000  m  L.  ^m  Br.  vmTt  640  Tage  1500  Arb.  )  ..,. 

12000,,    „    9i„     „   TV,,    „    560       „       1500     „     /  '  '  '  ^^^ 

Frage.  In  640  Tagen  v  tief  {v  bekannt),  wie  tief  (=w)  iii 
560  Tagen? 

Antwort:  Weniger  tief,  daher  das  Verhältnis  der  Tage  ein 
fallendes:  640 :  560  =  v:rv. 

Hieraus  kann  w  berechnet  werden  und  man  weifs  alsdann  (siehe 
2.  Zeile  von  C),  dafs  bei  12000  m  L.,  9|mBr.,  560  Tagen  und 
1500  Arbeitern  der  Kanal  wm.  tief  wird  {rv  bekannte  Zahl!).  Wie 
tief  (a:m)  wird  ein  Kanal  bei  12000  m  L.,  9^m  Br.,  560  Tgn.  und 
1920  Arbeitern? 
Geordnet: 

12000m  L.  ^m  Br.  wm  Tf.  560  Tge.  1500  Arb.  \         ,j^. 
12000  „    „    9i  „     „     x  „     „     560     „      1920     „      /  '  '  "  ^''^ 

Von  1500  Arbeitern  rv  tief,   von  1920  Arbeitern  tiefer,    daher 
das  Verhältnis  der  Arbeiter  ein  steigendes: 
1500: 1920  =  ;i':a;. 

Vergleicht  man  die  2.  Zeile  von  D  mit  der  2.  Zeile  von  T,  so 
ergiebt  sich,  dafs  man  das  von  der  ursprünglichen  Aufgabe  ge- 
suchte X  jetzt  wirklich  erhalten  hat.  Es  sind  mithin  die  folgenden 
Proportionen  abgeleitet  worden: 

12000: 12500=  lf:2<, 

91 :     7-^    =   u:v, 

640:    560    =   v:tv, 

1500:  1920  ==  7v:x. 

Diese  verwandeln  sich  nach  §.  78,  4,  I,  1.  Zusatz  in  die  zu- 
sammengesetzte Proportion : 

12000:12500 

9^:     74-        _    , 
640:    560     [— H-^5 
1500: 1920    J 
die  mit  dem  schon  oben  erhaltenen  Ansatz  Z  übereinstimmt. 
Aus  der  vorstehenden  Ableitung  ergiebt  sich  zugleich,  dafs 
a)  alle  Verhältnisse,    die   durch   die  jedesmalige  Frage   nicht 
angesetzt  werden,    als  Verhältnisse   der   Gleichheit  zu   be- 
trachten sind; 


ü 


160  §•  '^9-    Angewandte  binomische  Gleichungen. 

ß)  dass  es  nicht  nötig  ist,  jener  2.  Frage  die  Form  zu  geben: 
„Bei  l^m  Breite  u  tief,  wie  tief  bei  9^  m  Breite?".  Viel- 
mehr kann  man  mit  Rücksicht  auf  T  die  unrichtige  Form 
wählen:  „Bei  7^m  Breite  lfm  tief,  wie  tief  {x)  bei  9^m 
Breite?",  denn  das  Verhältnis  der  Breite  mufs  stets  bei 
beiden  Formen  ein  steigendes  oder  bei  beiden  Formen  ein 
fallendes  sein. 

Anmerkung.  Denselben  Beweis  enthält  in  einfacherer  Ge- 
stalt das  Beispiel  im  4.  Zusatz  von  §.  78,  4,11. 

2.  Aufgabe.  Ein  Cylinder  von  6J  cm  Durchmesser  und  27  cm 
Höhe  wiegt  2\  U.  Wie  hoch  ist  ein  Cylinder  von  1\  cm  Durchm., 
wenn  er  bei  gleichem  specif.  Gewicht  3f  U  wiegt  ? 

Auflösung.  Da  sich  die  Grundflächen  der  Cylinder  wie  die 
Quadrate  der  Durchmesser  verhalten,  so  ist  hier  die  Anordnung : 

(6|f  Grundfl.  27  Höhe  1\U 

Für  den  Ansatz  ergiebt  sich  zunächst: 

...   :   .  .  .=27:a;(cm  Höhe). 

1.  Frage.  Bei  (6|f  Grundfl.  27  hoch;  wie  hoch  bei  (7|f 
Grundfl ,  wenn  das  Gewicht  dasselbe  ist?  (S.  die  Folgerung  a 
im  Beweise  zur  1.  Aufgabe). 

Antwort:     Geringere  Höhe,  daher  fallendes  Verhältnis : 

(7i)':(6|)'=14:a;. 

2.  Frage.  Bei  2|^  27  cm  hoch;  wie  hoch  bei  3f  ®  (bei 
gleicher  Grundfläche)? 

Antwort:  Höher;  daher  steigendes  Verhältnis.  Der  Ansatz 
ist  mithin:  l^:^  =  U:x 

2|:3|  0^=17,7  cm  Höhe. 

3.  Aufgabe.  In  welcher  Zeit  geben  4500^^  zu  5^^  o  132.//^ 
Zinsen? 

Geordnet:     100  J^  Kap.  1  Jahr  5^./^  Zinsen 

4500  „      „      o;    „     132  „        „ 
Daher  zunächst:     ...   :   .  . .  =l:x  (Jahre). 

1.  Frage.  Das  Kap.  100  giebt  in  1  Jahre  b^J^  Zinsen.  In 
welcher  Zeit  giebt  das  Kap.  4500  dieselben  Zinsen?  (S.  die  Folge- 
rung a  in  der  vorhergehenden  Aufgabe). 

Antwort.     In  kürzerer  Zeit;  daher  4500:100. 

2.  Frage.  100  giebt  in  1  Jahre  5^^  Zinsen.  In  welcher  Zeit 
giebt  dasselbe  Kapital  132c/^  Zinsen? 
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Antwort     In  gröfaerer  Zeit;  daher  b^:\^2.     Mithin  der 
Ansatz:         4500: 100=  l  ix 
5^:132. 

g 

x==—r  Jahre  =  6Mon.  12  Taore. 
15  ® 

IV.     Gesellschaftsrechnung   (Repartitionsrechnung,    Tei- 
lungsrechnung —  s.  auch  §.  50,  6). 

1.  Aufgabe.     Die  Gröfse  a  so   zu  teilen,   dafs  sich  die  Teile 
^vie  minip  verhalten. 

1.  Auflösung.     Die  Teile  seien  mx^  nx^  px  (s.  I,  3.  Aufg.). 
FolffUch  ist 


o' 


mx-^nx-\-px=^a 
{m -\- n -\- p)  X  =  a 

a 


m-\-n-\-p' 

Der  1.  Teil  daher  =m'X  = ; ; m, 

m  4-  n  -\-p 

«     2.     „  ^nx 


m-\-n-\-p 
Hieraus  ergiebt  sich  die  in  §.  50,  6,  1.  Aufg.  gegebene  Regel. 

2.  Auflösung.  Die  Teile  seien  x,y,Zj  folgl.  ist  x -\- y -\- z  =^  a 
und  x:y:z  =  m:n:p. 

Nach  §.  78,  4,  III,  3. Zus.  ergiebt  sich  nun: 
x-jry  -^z:m-\-7i  -\-p  =  x:m, 
oder  x-\'y-\-z\m-\-n  -\-p  =  y:n  u.  s.  w. 

Da  x-\-y  -{-  z  =  a,  so  verwandeln  sich  diese  Proportionen  in: 

a:m'i-n'i-p==x:m; 

a:m-\-n-\-p==y:n. 
,,. , .  am  a 

Mithin  :  X  = ; ; = ; ; JU',    U.  S.  W. 

m-\-n  -\-p       m-\-n  -\-p 

2.  Aufgabe.  A,  B^  C  beginnen  ein  Geschäft.  B  giebt  700, 
C  llOOc/^  mehr  als  A.  Sie  gewinnen  3000  ^^  und  teilen  nach  dem 
Verhältnis  ihrer  Einlagen,  wobei  C  320  M  mehr  als  B  bekommt. 
Wie  viel  hatte  jeder  eingelegt? 

Auflösung.  A  gabo;,  B  ^  +  700,  C  a;+1100.  Der  Anteil 
des  C  ist  daher:  3000 

^  +  (^4.700)  +  (a:+1100)*^'^"^^^^^^' 

'''  ^^'^^  ^-  ^^    .  +  (a:  +  70o')T(.+  1100)'^-  +  ^^^^- 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    III.  Teil.  11 
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Da  nun  C  320*^  mehr  als  B  erhält,  so  ist 
3000  {x  -h  1 100)        3000  {X  -f  700) 


3a; -4-1800  3a; -j- 1800 

1 000  (x  -fl  1 00)        1 000  {x  +  700) 


a; -1-600  a;-{-600 

125  {x  +  1 100)  —  125  (o;  +  700) 


=  320; 
=  320; 


=  40; 


o: -1-600 

125 -400  =  40(0; +  600); 

a;=650 
Mark  legte  Ä  ein,    B:  650 -|- 700  =  1350,    Ci  1100 -|- 650  =  1750. 

3.  Aufgabe.  Die  3  Knaben  Adolf,  Bruno  und  Camillo  ver- 
zehrten ihre  mitgebrachten  Kirschen  gemeinschaftlich.  A  gab  hierzu 
25,  B:  19,  C:  16  Kirschen.  Noch  ehe  sie  anfingen,  kam  Moritz 
hinzu  und  fragte,  ob  er  mitessen  dürfe.  Recht  gern!  war  die  Ant- 
wort, und  sie  afsen  die  sämtlichen  Kirschen  zu  gleichen  Teilen. 
Moritz  bezahlte  seine  Mahlzeit  mit  120  Nüssen,  die  Camillo,  der 
jüngste,    nach  Verhältnis   der   von  jedem   mitgebrachten  Kirschen 

120 
verteilte,  gab  also  dem  Adolf         ■  -in   ■  .^  •25  =  2-25^50,  dem 

2o  — }— 19  ~\~  lo 

Bruno    2-19  =  38  Nüsse    und    behielt    2-16  =  32  Nüsse  für  sich. 

Hatte  er  richtig  «"eteilt? 

Auf]  ösung.     Zusammen  hatten  sie  25  -f-  19  -[-  16  =  60,  folgl. 

jeder  15  Kirschen  gegessen.     Mithin  hatte  Moritz  von  ^4  25 — 15 

=  10,  von  ^19  — 15  =  4  Kirschen  und  von  (7  16  —  15  =  1  Kirsche 

erhalten   und   folglich   hätten   sie   die   Nüsse  nach   dem  Verhältnis 

120 
10:4:1  verteilen  sollen,   so   dafs  A    ^..    ^^^----.10  =  8-10  =  80 

1 0  — j—  4  -\~  1 

Nüsse,  B:  8-4  =  32,  C:  8-1=8  Nüsse  bekommen  mufste. 

4.  Aufgabe.  iV  hinterliefs  seinen  4  Söhnen  7000^,  die  sie 
nach  dem  umgekehrten  Verhältnis  ihres  Alters  teilen  sollten.  Wie 
viel  bekommt  jeder,  wenn  A  30,  B  27,  C  24,  D  20  Jahre  alt  ist? 

Auflösung.     Die  Anteile  sollen  sich  (s.  §.  78,  1,11,E)  wie 

1111 

verhalten,  d.i.  (mit  8-27-5 


30  ■ 

27 

*  24 

•20    '^ 

erweitert)  wie 

54  ; 

:  45 

:40  ; 

:  36. 

Folglich 

erhält  A: 
7000 

54  = 

7000 

54+45+40  +  36—    „^   •54  =  40.54  =  2160. 
B'.  40-45  =  1800,  C:  40-40  =  1600,  D:  40-36=1440.^ 

5.  Aufgabe.     ^,  ^,  6^,  i?  spielen.     Sie   setzen   fest,   dafs   die 
Kosten  der  Zeche  nach  dem  umgekehrten  Verhältnis  der  Verlust- 
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striche  geteilt  werden  sollen.  Wie  viel  hat  jeder  zu  zahlen,  wenn 
.4  15,  ^  10,  (^  3  Striche  erhielten,  D  aber  keinen  Strich  und  die 
Zeche  8^  betrug? 

Auflösung.     Die  Anteile  verhalten  sich 
umgekehrt  wie  15:10:3:0, 

d.i.  direkt  wie  ^:^:i-:i-,  oder 


Folglich  hatte 


^:-l-:|:oo  (.§.18,12,1). 


iJi.  \         %JL      \^  =0-  — =  0 


1,1,1,  15         oo      15  15 

■i5-  +  -iö  +  T  +  ~ 

-^•iV=-iV=o. 

D (X)  =  8^  zu  zahlen. 

(X) 

Anmerkung.  Sollte  Jemand  hinsichtlich  der  Richtigkeit  dieser 
Rechnung  in  Zweifel  sein,  so  wäre  zu  bedenken,  dafs  das  Resultat 
doch  wenigstens  annähernd  richtig  kommen  müfste,  wenn  die  Zahl 
der  Verluststriche  des  D  eine  der  0  sehr  nahe  stehende  wäre. 
Nimmt   man  daher  an,    die  Verluststriche   der  4  Spieler  seien  15, 

1 
10,  3,    .„^         ,  so  wären   also  die  %Ji  nach  dem  umgekehrten 

Verhältnis  dieser  4  Zahlen  zu  teilen,  d.  i.  nach  dem  direkten  Ver- 
hältnis von  111  1 


15  •  10  *  3  '  1 


,  oder 


1000000 
^:_L:j:  1000000, 

und  folglich  hätte  B-.    — ^-^ 1000000 

-15-  +  TÖ-  +  T  +  1««''«'^*> 

8-1000000  ..         8000000     ,, 


0,0667  +  0,1  +  0,3333  +  1000000  1000000,5 

==1JI.  99,9996  ^  zu  zahlen. 

6.  Aufgabe.     4  Personen  teilen  sich  in  17000 c/^  so,  dafs  der 
Anteil    des  J  sich   zu    dem   des  ß  wie  3:4,    des  B  zu  dem  des  C 

11* 
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wie  6:5,  des  C  zu  dem  des  i?  wie  14:11  verhalten.     Wie  viel  be- 
kommt jeder? 

Auflösung. 
Ä    B     C    D 

^  '  6  •  5  ""''^  2  }  erweitert  (s.  §.  78,  1,  II,  D) 

14:11     „    5  } 


63:84:70:55. 


T^  1  ,.  ,       1..1  17000  ^^        125     ^^ 

Folglich  erhalt  A:  ^3  4.84+70 +55  '  ^^=^  ^~ '^^^ 

^ip..s4,    .Af.70,i>-f-.55^ 

7.  Aufgabe.  N  besafs  3  Rollen  Goldmünzen  von  gleicher 
Feinheit.  Die  1.  enthielt  60  Stück,  jedes  derselben  1,5  mm  dick 
und  2,26  cm  im  Durchmesser,  die  2.  75  Stück  von  1,1  mm  Dicke 
und  1.95  cm  Durchm.,  die  3.  100  St.  von  0,7  mm  Dicke.  Welchen 
Durchmesser  hat  jedes  Stück  der  3.  Rolle,  wenn  der  Wert  der- 
selben 500^  und  derjenige  aller  3  Rollen  2450 ^/^  betrug? 

Auflösung.  Der  Durchm.  einer  Münze  der  3.  Sorte  =a:cm. 
Da  sich  die  Kreise  wie  die  Quadrate  der  Durchmesser  verhalten, 
so  sind  die  2450  e/^  nach  dem  Verhältnis 

60. 2,26' -1,5: 75. 1,95'.  1,1:100-0;'.  0,7 

zu  teilen,  wobei  auf  die  3.  Rolle  500^  kommen  müssten.     (Siehe 
§.  50,  6,  5.Aufg.,  Anmerk.). 

Folglich  ist: 

^^^^  .100.  0,7  a:' =  500; 


60  . 2,26^ .  1,5  +  75 . 1,95'  .1,1  +  100-  0,7  ai 

245 .  7a;'  =  5  (60 . 2,26'  .1,5  +  75-1 ,95'  - 1,1  +  70  o;') 
343  o;' =  459,684  +  3 1 3,70625  +  70a;'; 


273  a;' =  773,39025 


1/773,39025        ,  .00.0 
x=y |r^ =  1,68313  cm. 

5.     Procentaufgaben.     (S.  §.  50,  8,  I  u.  VI.) 

I.Aufgabe.  A  gewinnt  lO^o?  wenn  er  18  Liter  Wein  für 
50  Jl.  verkauft.  Wie  viel  %  gewinnt  oder  verliert  er,  wenn  er  von 
diesem  Weine  28  Ltr.  für  68.//  verkauft? 
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Auflösung.     Er  gewinne  a:%. 

50 
Zu  110     verkauft  er  das  Liter,  wenn  er  es  für  -tö-«^  verkauft, 


100 +  a: 

M         ^1     « 

n 

W             n       9» 

w 

68 

28 

Folglich : 

110:100  4- ^t:: 

50 
18 

00    00 

100-i-a;  = 

=  110 

68     18 
28     50' 

x  = 

11-17.18 
7-5 

100  = 

=  - 

Er  gewinnt 

-3,83%,  d. 

h.  verliert  3,83 

%. 

3,83%. 


2.  Aufgabe.  Beim  Verkaufe  des  Kaffee  gewinnt  N  7-j^%. 
Läfst  er  sich  für  5^^  Kilogr.  1  J/.  weniger  geben,  so  verliert  er  5  ^jq. 
Wie  viel  kostete  ihm  das  Kilogramm  im  Einkaufe. 

Auflösung.     Es   kostete   ihm   XcM    Er  verkauft    daher   das 

Kilogramm  zu  — r^ —  ^  ^^^  folglich  5^  Kgr.  zu  5^ -~ —  J^ 

1074- -o; 
Würde  er  sich  für  5|  Kilogr.  5^^ j^ 1  «^  geben  lassen, 

so  verlöre  er  5%.     Er  verlöre  aber  auch  5o/o,   wenn  er  sich  für 

das  Kilogr.  -ttttt  ,    also   für   5^  Kilogr. :  5^  •  -r-^  M.    geben    liefse. 

Daher:  \^l\^x        .  __  ^,     95a; 

^^ — fÖÖ  ^~^^*"1ÖÖ"' 

473  a;  209a; 


80  40     ' 

473a;  — 80  =  418a;,  oder  55a;  =  80; 
folglich  x  =  i-f'j^ 

3.  Aufgabe.  A  verkaufte  an  B  eine  Ware  mit  15%  Gewinn. 
B  verkaufte  sie  an  C  mit  1 5  ^jo  Verlust.  B  verlor  dabei  13^80^. 
Wie  viel  kostete  dem  A  die  Ware? 

Auflösung.     Dem  A  hatte   sie  XcM  gekostet.     B  kaufte   sie 
fiir  iTTTK-^^-  "n<^l  verkaufte  sie  für  — r^r — 77^^^^^     Folglich: 
115a;        85-115a;        .^^ 


100  100-100 


ia.=  i«M.13.8; 
a;=80^ 
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6.     Einfache  Zinsen  und  Disconto. 

Setzt  man  das  ausgeliehene  Kapital  =c,  den  Zinsfufs  (die 
Procente)  =p,  die  durch  Jahre  ausgedrückte  Zeit,  auf  welche  das 
Kapital  ausgeliehen  ist,  =a  (annü),  die  Zinsen  =z,  so  ist  (siehe 
§.  50,  9,1,  Formel  Z): 

cap 
'-IM  -  "  •  ^^^' 

Mittelst  dieser  Formel  löst  man  alle  Aufgaben  der  Zinsrech- 
nung in  höchst  einfacher  Weise. 

1.  Aufgabe.  Wie  viel  Zinsen  giebt  ein  Kapital  von  4800«/^ 
zu  4^%  in  7^Mon.? 

Auflösung.     Setzt  man  die  Zinsen  =x,  so  ist  in  Formel  Z  an 

e  von  z:x, 

setzen;  folglich: 


Stelle  von  z:x,  ferner  c  =  4800,  «  =  -73-  =  -^  Jahr,   p  =  ^^    zu 


480044i_^^ 
^ lÖÖ  -    8.2.100   -l^^-^ 

2.  Aufgabe.     In  welcher  Zeit  geben   100  M  zu  4p/o  9|^ 
Zinsen  ? 

Auflösung.     In  x  Jahren!  Folglich  ist  in  Formel  Z:  z  =  9|' 
c=700,  p  =  b^  und  für  a:  x  zu  setzen. 

700-0:. 5i, 
^^~"      100        ' 

_  9f .100  _  49.100.4  _    4 
^~  700. 5i  ~"  5.700.21  ~  15  '^^^^^' 

3.  Aufgabe.     Zu  wie  viel  7o  ist  ein  Kapital  ausgeliehen,  wenn 
es  in  4|  Jahren  den  6.  Teil  Zinsen  bringt? 

Auflösung.     Zu  o;  ^' 0-     Setzt  man    das   unbekannte   Kapital 

=  c,  so  sind  die  Zinsen  =-^  .     Daher  nach  Formel  Z: 

b 

I  24  a; 


6        r.100' 

.=  -^  =  3,472,. 


4.  Aufgabe.     Ein  Kapital   wuchs  in    10^  Monaten   zu  5|<^yo 
auf  Ib^Q.//.  an.     Wie  grols  war  es? 
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Auflösung.  Das  Kapital  war  =xJi  Die  Zinsen  dieses 
Kapitals  sind  nach  Formel  Z: 

_  a;'10|'5|  ^   Ix 

"~     12-100  ~"~  150  ■ 
Da  nun: 

Kapital  -f-  Zinsen  =  angewachsenes  Kapital,  so  ist: 

150a:  +  7a:=150-7536;  od.  157a:=  150-7536; 
a;=150-48  =  7200^ 

5.  Aufgabe.  Ein  Kapital  trug  zu  5|%  in  9  Monaten  100  JS^ 
weniger  Zinsen,  als  der  5.  Teil  des  Kapitals  betrug.  Wie  grofs 
war  das  Kapital? 

X 

Auflösung.  Das  Kapital  =a;,  folgl.  die  Zinsen  =  —  —  100. 
Formel  Z  giebt:  2 

o:  -  — -  •  5  J 

^—100  =  -^;  od.  5:r— 2500=a:; 

:t:  =  625^ 

6.  Aufgabe.  A  lieh  dem  M  ein  Kapital  zu  4  o/q  auf  8  Mon., 
an  demselben  Tage  auch  dem  N  ein  Kapital,  welches  um  300  J^ 
gröfser  als  die  Hälfte  jenes  ersten  war,  zu  5  ^/o  auf  9  Mon.  Von 
Beiden  bekam  er  23^^  weniger  Zinsen,  als  der  30.  Teil  der  beiden 
Kapitalien  betrug.     Wie  viel  hatte  er  jedem  geliehen? 

Auflösung.     Das  Kapital  des  M  =x,    die  Zinsen  desselben 
2    , 

=      -.n.v      =^-     Das  Kapital    des  .V=-|  +  300,    die  Zinsen 
100  /5  ^  2 

|  +  300)>|--5         3^        45- 

desselben  =  -^^^ 7--r =  -ttttt  H — r  •     Die  Zinsen  beider 

100  ^  loO  4 

Kapitalien  =  -;— -  +  .  „,   H — — ,  aber  auch  (s.  Aufg.) 
7t)         lt)0  4 


(a;  +  ^-f300)-23i=|j--13}.     Daher: 


J_ 
30 

^_13i  =  4|L  +  -^  +  ^^^  „,it  3-2.3.25  mult: 


120a;  —  32400=  64a; 4-  45 .r  -j-  27000; 
a:  =  5400  (Kap.  des  V). 
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7.  Aufgabe.  Z  hatte  am  1.  Juli  2  Wechsel  zu  zahlen,  von 
welchen  der  2.  über  eine  ßOO  cM  gröfsere  Summe  lautete  als  der 
erste.  Der  Discont  war  für  den  1.  3^,  für  den  2.  4  ^Jq  bestimmt. 
Am  1.  Juni,  also  einen  Monat  früher,  zahlt  er  für  beide  Wechsel 
7935 ^^     Auf  welche  Summe  lauteten  dieselben? 

Auflösung.  Der  1.  über  XcM,  der  2.  über  x-\-Q00cM..  Da 
es  üblich  ist  (s.  §.  50,  10),  das  discontierte  Kapital  dadurch  zu  be- 
rechnen,  dafs  man  vom  zu  discontierenden  die  Zinsen  für  die  be- 

treffende  Zeit  abzieht,   so  zahlt  er  für  den  1.x—         y^r. ,  für 

Gr-}-600)~.4 
den  2.  o; 4-600 ^^^ ;  folglich: 

"-2iöö+^  +  ^Ö'^ 3ÖÖ-  =  '93.; 

^'^~  -2400  ~  "300"^^^^^' 

320a:  — a;=  160.  7337;  od.  319a:=  160 -7337; 
a;=160-23  =  3680y^ 

7.     Terminrechnung  (Ergänzung  zu  §.50,11). 

Sollen  die  Kapitalien  c,  c\  c'  beziehentlich  in 

m,  m',  rn'   Monaten    bezahlt    werden,    so 
kann  die  zu  zahlende  Summe  c-\-  c  -\-  c"  auch  in  veränderten  Ra- 
ten und  veränderten  Zahlungsterminen,  beispielsweise  mit  den 
Raten  d,  d\  d'\  d"  beziehentlich  in 

w,  w',  n\  ri"    Monaten    bezahlt   werden, 
wenn 

i)  dArd  -\-d"  -h^rf'J  =  c-yc^  +  c  ^       ^^    ^^       I 

2)  dn-\-dn  ■\- d"n" -\- d"'n"  =  cm -j- C7n  -f-  c" m   ist  ^ " 

Denn  c  giebt  in  m  Mon.  denselben  Gewinn,  wie  cm  in  1  Mon., 

U.  S.  W. 

d  giebt  in  7i  Mon.  denselben  Gewinn,  wie  dn  in  1  Mon. 

u.  s.  w. 

Der  Gewinn  in  1  Mon.  ist  also  entweder  ein  bestimmter  Teil 
von  cm-\-  c  m'  -\-  '  »  •  oder  derselbe  Teil  von  du  -{-  d'n  -\-  .  .  .  und 
da  beide  gleich  sein  müssen,  wenn  weder  der  Gläubiger  noch  der 
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Schuldner  benachteiligt  werden  sollen,  so  müssen  die  Bedingungen 
S  stattfinden. 

Treten   noch  verschiedene  Procente  hinzu,    so  dafs  die  Be- 
rechnung für  jene  Kapitalien  c,  c,  c"  und 
Zeiten  w,  m\  m" 
beziehentlich  mit  /?,  p\  p". 
die  Berechnung  für  die  veränderten  KapitaUen: 

d,  d\  ä\  ä"  und 
Zeiten   w,  n,  n\  n" 
beziehentlich  mit    q,  q,  q\  q"   ausgeführt  werden  soll, 
so  mufs 

1)  d -{- d' -{^ d" -\- d'"  =  c -h  c -\- c' ,    ^  \         .rp^ 

2)  dnq  +  d'nq  -{-...=  c/np  -f-  cmp'  -f-  •  .  •  sein.  /  *  *  *  ^    '' 
Denn  das  Kap.  c  giebt  in  f/i  Mon.  zu  p  %  denselben  Gewinn, 

wie  cmpjn  1  Mon.  u.  s.  w. 

I.Aufgabe.  A  hat  in  2  Mon.  1200^,  in  5  Mon.  800,  in 
9  Mon.  750  ^  zu  zahlen.  Er  will  die  1200  -h  800  +  750  =  1750  .S 
80  abtragen,  dafs  er  500^  in  3  Mon.,  600^^^  in  4  Mon.,  700.// 
in  5  Mon.  zahlt.     Wann  hat  er  den  Rest 

2750  — (500 -1-600  + 700)  =  950  J^/  zu  zahlen? 
Auflösung.     Nach  rc  Mon.     Nach  S  ist: 
1200 . 2  +  800  •  5  +  750  •  9  =  500  •  3  -h  600 . 4  -f  700  •  5  -f-  950.r ; 
24 . 2 -I- 16 . 5 -f- 15  •  9  =  10  •  3 +  12 . 4 -f- 14 . 5  +  19^; 
19a;  =  115; 

x=Q^  Mon.  =  6  Mon.  2  Tage. 

2.  Aufgabe.  N  hat  2000.^  in  7  Mon.,  1000.^  in  11  Mon. 
zu  zahlen.  Er  kommt  mit  dem  Gläubiger  überein,  die  3000^  so 
abzutragen,  dafs  er  am  1.  Termin  500,  2  Mon.  später  600,  3  Mon. 
nach  der  letzten  Zahlung  800  und  4  Mon.  hierauf  1100  J^.  zahlt. 
Wann  fällt  der  1.  Termin? 

Auflösung.     Die  1.  Rate  zahlt  er  nach  x  Mon., 
„     2.     „      nach  .T  +  2Mon., 
„     3.     „        „      (a;  +  2)  +  3  =  a;  +  5Mon., 
„     4.     „         „      (a;+5)  +  4  =  a;  +  9     „ 
Folglich : 
500a;  +  600  (x  +  2)  +  800  (o;  +  5)  +  1 100  (x  +  9) 

=  2000-7  +  1000.11; 
5a;  +  6:t' +  12  +  8a;  +  40  +  IIa;  +  99  =  140  +  1 10; 

30a;  =  99; 
X  =  3,3  Mon.  =  3  Mon.  9  Tge. 

Der  1.  Termin  fällt  nach  3  Mon.  9  Tgn.,  der  2.  nach  5  Mon. 
9  Tgn.  u.  s.  w. 
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3.  Aufgabe.  Z  hat  in  \1\  Mon.  7000  ^/^  zu  zahlen.  Er  will 
bOOcM  sogleich,  die  übrigen  6500  y^  aber  in  5  Raten  so  zahlen, 
dafs  jede  nachfolgende  Rate  300^  gröfser  als  die  vorhergehende, 
und  jede  nachfolgende  Zwischenzeit  stets  1  Älon.  gröfser  als  die 
vorhergehende  sein  soll.  Nach  wie  viel  Monaten  hat  er  die  erste 
dieser  Raten  zu  zahlen  und  wie  grofs  ist  dieselbe? 

Auflösung.  Die  I.Rate  sei  x,  folglich  die  2.  a; -h  300,  die 
folgenden  .t  +  600,  a;  +  900,  a:-f-1200^.     Zunächst  ist  also: 

a:  +  a:  -h  300  +  o:  +  600  +  o;  -H  900  +  o;  1 200  ==  6500 ; 

Die  Raten  sind  mithin  700,  1000,  1300,  1600,  1900.^^ 

Ist  die  1.  Rate  nach  y  Monaten  zu  zahlen,  so  verflielsen  von 
jetzt  an  bis  zur  2.  Zahlung  diese  y  Monate  und  dann  noch  die 
Zwischenzeit  y-{-l  Mon.,  folglich  2y-\-l  Mon.,  bis  zur  3.  Zahlung 
diese  2y -{- l  und  dann  noch  y-{-2,  folglich  3?/-|-3  Mon.,  bis  zur 
4.  Zahlung  (3?/ -j-3) -|-(?/ +  3)  =  4?/-f- 6  Mon.,  bis  zur  5.  Zahlung 
(4?/  +  6)  +  (?/  4-  4)  =  5?/  +  10  Mon.  Da  ferner  die  ersten  500 ^ 
sogleich,  d.  i.  nach  0  Mon.,  bezahlt  werden,  so  ist: 

500  •  0  +  700?/  -h  1000  (2!/  -h  1)  +  1300  (3?/  -h  3)  +  1600  (iy  +  6) 

4-  1900  (57/  +  10)  =  12^ .  7000 ; 
77/+10(27/  +  l)+13(3?/  +  3)  +  16(4y  +  6)  +  19(52/+10) 

=  12|-70; 
225?/ -1-335  =  875; 
?/  =  2|. 

Er  zahlt  mithin  700  M  nach  2|  Mon. ;  3|  Mon.  später,  also 
nach  5|Mon.  1000./^;  4|Mon.  später,  also  nach  lOjMon.  1300^; 
5f  Mon.  später,  also  nach  15f  Monaten  1600^;  endlich  6|- Mon. 
später,  also  nach  22  Mon.  1900  J^ 

8.  Zinseszins  aufgaben.  (Zusammengesetzte  Zinsrech- 
nung). 

In  §.  50, 12  ist  für  das  ausgeliehene  Kapital  (Anfangskapital)  c, 
den  Zinsfufsjt?,  die  Zeit  a  (in  Jahren)  und  das  mit  Zinseszinsen 
angewachsene  Kapital  (Endkapital)  k  die  Formel 


*=''(i+io(ry----(^) 


abgeleitet  worden,  die  aber  nur  dann  gilt,  wenn  die  nicht  abge- 
tragenen Zinsen  jährlich  zum  Kapital  geschlagen  werden.  Allge- 
meiner mag  nun  die  Aufgabe  in  folgender  Weise  gestellt  werden : 

A  leiht  dem  B  das  Kapital  c  zujöVo  unter  der  Be- 
dingung, dafs  die  Zinsen  nach  je  7i  Jahren  abge- 
tragen   werden    sollen.      Auf    welche    Summe    (A') 


nach  71  Jahren  :  c  +  .fm  "=  ^  ( ^  + 
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wächst  das  Kapital  an,  wenn  ß  a  Jahre  lang  keine 
Zinsen  zahlt,  die  Zinsen  also  stets  nach  je  n  Jahren 
zum  Kapital  geschlagen  werden? 

Auflösung.     Das  Kapital  c  giebt  zu  p^j^  in  n  Jahren  — -r^ 

Zinsen  (s  den  T.Satz).     Werden  diese  Zinsen  nicht  abgetragen,  so 
wird  das  Kapital  c  um  dieselben  gröfser.     Folglich  ist  das  Kapital 

np  \ 

100/* 

Hieraus  folgt,  dafs  jedes  Kapital  mit  1  4-  ^  zu  multipli- 
cieren  ist,  wenn  man  das  in  n  Jahren  angewachsene  haben  will. 

Leiht  man  das  so  eben  berechnete,  also  in  n  Jahren  ange- 
wachsene  Kapital  ^  l  ^  +  fr^TT )  =^i  wieder  auf  n  Jahre  aus,  so 
wächst  es  demnach  auf 

Y 

100  / 

Mithin  ist  c  nach  2  ri  Jahren  auf  c  (lH~~r7T7r)  =^2  ^^g^- 
wachsen. 

t       Wird  Cg  wieder  auf  n  Jahre  ausgeliehen,  so  wächst  es  auf 

•■.('+^)-'('+^)'('+-S-)='('+^)'- 

Mithin  ist  c  nach  3w  Jahren  auf  c  ( l  +  ~n^)  angewachsen. 
In  gleicher  Weise  findet  man,  dafs  c 

nach  \n  Jahren  auf  (l  +  Tj^j  > 

allgemein:     „     mn      „         „     v^  +  Töö"/    ^^^^^^s^* 

Da  m  jede  Zahl  sein  kann,  so  mag  m  =  —  gesetzt  werden 
und  der  vorstehende  Ausdruck  sagt  uns  alsdann,  dafs 


'.('+-Sr)='('+-.lr)-('+S=H'+^''" 

2 
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a 


c  nach  —  •  n  Jahren   auf    ( 1  -|-  ^— r  )   ,  d.  i. 
n  \         100  /    ' 

a 

Dies  ist  aber  das  gesuchte  Kapital  Ji .     Folglich  ist: 

a 

1.  Aufgabe.  Die  Stadt  N  hatte  am  1.  Jan.  1865  8820  Ein- 
wohner und  vermehrte  sich  jährlich  um  2^  ^/o-  Wie  viel  Einwohner 
wird  sie  am   1.  Juli  1896,  also  nach  31^  Jahren  haben? 


Auflösung,     a;  Einwohner!     Nach  Formel  A  ist : 
.  =  8820  (l  +  ^)      ,   od.  .  =  8820.(1+3^)      ; 


=  8820  f II-)    ';  /^  36  =  1,5563025 

\^^'  /^  35  =  1,5440680 


0,0122345    mit  31,5  mult.: 


0,3853868 
/^  882  0  =  3,9454686 


/^a;  =  4,3308554 
a:  =  21422. 

Anmerkung.  Hier  können  nicht  wie  im  letzten  Beispiel  von 
§.  50,  12  die  Zinseszinsen  für  31  Jahre  berechnet  werden,  um  dann 
von    dem    angewachsenen  Kapital    die    einfachen    Zinsen    für 

-^  Jahr  zu  addieren,  weil  bei  Bevölkerungen  u.  s.w.  die  Zunahme 

von  62  u.  63  halben  Jahren  sich  offenbar  wie  die  62.  u.  63.  Potenz 
verhält. 

2.  Aufgabe.  A  lieh  dem  B  ein  Kapital  zu  4^^%.  Die  Zinsen 
sollten  vierteljährlich  abgetragen  werden.  Da  B  jedoch  14  Jahre 
lang  keine  Zinsen  gezahlt  hatte,  so  war  das  Kapital  auf  72409.^ 
angewachsen.     Wie  viel  hatte  er  dem  B  geliehen? 

Auflösung.  ^  hatte  iCc/Ä  bekommen.  Mit*  c  =  a:,  /:'  =  72400, 
w  =  —  (Jahr),  p^\\^  a=14  geht  die  Formel  B  über  in: 
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72409  =  .(H-1^)     ,d.i.72409=(n-3|^)   -.; 
/^  1,01 125  =  0,0048586-56 


72409 


1,01125^" 


/^  72409  =  3,8597925 
0,2720816 


•  /^  0^  =  3,5877109 

a;  =  38700  c/^ 

3.  Aufgabe.  Nach  wie  viel  Jahren  verdoppelt  sich  ein  zu 
3f  %  mit  Zinseszins  ausgeliehenes  Kapital? 

Auflösung.  Sind  die  Zahlungstermine  für  die  Zinsen  nicht 
angegeben,  so  wird  stets  ein  jährliches  Abtragen  der  Zinsen 
vorausgesetzt,  folglich  ist  hier  Formel  A  zu  benutzen. 

Nach  X  Jahren  mag  das  Kapital  c  auf  2  c  (s.  d.  Aufg.)  ange- 
wachsen sein.     Daher: 


2c  =  c(  14--wSr)  ;   durch  c  divid.: 

2=1,0375"^;  folglich  o;/^  1,0375  =  7^2; 

-  =  wSSr  =  l«'«^S4  (nahe  181)  Jahre. 

4.  Aufgabe.  Die  Stadt  N  hatte  am  1.  Jan.  1873  28419  Ein- 
wohner. Sie  vermehrte  sich  nach  je  3  Jahren  um  7-|ö/o.  Wann 
wird  sie  100000  Einw.  haben? 

Auflösunsr.     Nach  x  Jahren.     Formel  B  griebt: 


1000000  =  28419(1  +  4^ 


(■  +  T 


X 


1=0,28419-1,2325  ;  Igi 

0  =  (9,4536088  -  10)  +  ^  -  0,0907869 ; 

0,0302623  a:  =  0,5463912; 

0,5463912    ;  n-iß      Qi'xir.(\'\i 

^=  nn^noftö^  '   ^i7  0,o46  ...  =9,/ 3/5037 

0,0302623    jg  0,0302623  =  8,4809019 

/^a:=  1,2566018 
a;  =  18,055  Jahre  =  18  Jahre  —  Mon.  20  Tage. 
Folglich  am  21.  Jan.  1891. 
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5.  Aufgabe.     Zu  wie  viel  Proc.  ist  ein  Kapital  von  1234,56^ 
ausgeliehen,  wenn  es  in  78  Jahren  auf  9999./^  anwächst? 

Auflösung.     Zu  rr%.     Nach  Formel  A: 
9999  =  1234,56(1  +  ^)    ; 
9999 


1234,56 

78 


X         l/    9999 


78 


a;=100]/- 


9999 


100;         7^9999  =  3,9999566 


2^^^  /^  1234,56  ==3,0915122 

0,9084444:6 


0,1514074:13 


0,0116467 
/^100  =  2 


w/^  2,0 11 6467  =102,718. 
0:=  102,718— 100  =  2,718  0/0. 
6.     Aufgabe.     Ein   Pfennig    wird   mit    Christi    Geburt    auf 
Zinseszinsen  zu  5  <^/o  ausgeliehen.     Auf  welche  Summe  wächst  der- 
selbe bis  zum  Jahre  1890  an? 

Auflösung.     Auf  xJi,  d.  i.  lOOo;  ^J.     Nach  Formel  A: 

/  p;      \  1890 


1  05^^^^ 
x=    '/^^      ;        7^1,05  =  0,0271893 -1890 


100 


40,047777 
7^100=   2 


/^a;  =  38,0477770 
x=  1116290  .  .  .  (Zahl  von  39  Stellen!) 

Das  Resultat  kann  hier  schon  beträchtlich  falsch  sein,  da  der 
Fehler  der  7.  Decimalstelle  des  //7l,05  mit  1890  multipliciert  wird. 
Um   die  7stellige  Mantisse   des   Igx   genau  zu   erhalten,    mag  die 
Rechnung  mit  1  Istelligen  Logarithmen  wiederholt  werden: 
lg  1,05  =  0,02118929907-1890 
40,0477752 
2 


/^a;  =  38,0477752. 
x=  1 116285  .  .  .  (Zahl  von  39  Stellen). 
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Die  Abweichung  ist  keine  so  grofse,  da  die  letzte  Stelle  des 
des  7stelligen  /j7l,05  nur  0,01   Einheiten  falsch  ist. 

Dieses  angewachsene  Kapital  111  Sextillionen  628539  Quin- 
tillionen  Mark  hat  den  Wert  von  1916  096  000  Kugeln  aus  reinem 
Golde,  jede  von  der  Gröfse  der  Erde,  wenn  man  1  Pfund  fein 
Gold  zu  1397  Mark  und  das  specifische  Gewicht  des  Goldes  19,25 
annimmt. 

Anmerkung.  Um  das  Kesultat  auf  viele  Stellen  richtig  zu 
erhalten,  benutzt  man  die  in  den  Callet'schen  Tafeln  enthaltenen 
vielstelligen  Logarithmen.  Bisher  (s.  Heis  u.  Matthiessen  §.  84, 19) 
geschah  dies  jedoch  mit  den  48  stelligen  natürlichen  Logarithmen 
mit  sehr  unpassender  Anwendung.  Nachstehendes  Verfahren  giebt 
das  Resultat  genauer  und  weniger  zeitraubend,  weil  dasselbe  auf 
die  61  stelligen  vulgären  Logarithmen  der  Callet'schen  Tafeln  in 
Verbindung  mit  den  Kettenbrüchen  gegründet  ist. 

Man  berechne  zuerst: 

lg vulg x=\ 890  lg vulg  1 ,05  —  lg  1 00.     Man  findet : 
/^a:==  38,04777  52421  82957  57972  49548  62958  51948 
03165  06409  32465  97436  08348. 

Von  diesen  60  Decimalstellen  sind  nur  57  oder  58  unbedingt 
richtig,  weil  der  61  stellige  Logarithmus  von  1,05  mit  1890  mul- 
tipliciert  wurde. 

Da  es  nur  darauf  ankommen  kann,  die  Ziffern  der  Zahl  x 
ohne  Rücksicht  auf  die  Stellung  des  Komma  zu  erhalten,  so  setze 
^^^-  lgx  =  Ofi^lll  52421 

Mit    den    7  stelligen    Bruhns'schen   Logarithmen    ergiebt   sich 

48 
zunächst  a;=  1,116285,    also  nahe  x  =  ^ir  (mit  Kettenbrüchen  be- 
rechneter Näherungswert). 

48 
Setzt  man  nun  x  =  -j^i/,   so    dafs   also  y  eine   von  1  wenig 

abweichende  Zahl  ist,  so  ist: 

A3x 

^  =  "18" 
igy  =  lg^^-{-igx-^ig4S. 

Mittelst  der  20  stelligen  vulgären  Logarithmen  im  Callet  findet 
man: 

/^y=l,63346  84555  ...  +  0,04777  52421  ...  +  8,31875  87626  ... 
=  0,00000  24603  86956  88798. 
Multipliciert  man  diese  Zahl  mit  der  20 stelligen  Zahl: 

2,302585  .  .  .  (Callet,  Bogen  O,  12. Seite),  so  er- 
giebt sich:        lg 7iaty  =  0,00000  56652  50329  9272. 
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§.77,  6,  II  wurde  in  der  Anmerk.  zum  13.  Beispiel 

[23  -1 

abgeleitet.     Setzt  man  hier  a  =  lgnatu^  so  entsteht: 

lg natu  =  lg nat  \\  -^lgnatu-{-  -^— ^ h h  •  •  •  • 

Folglich  ist  (§.73,  5,  3. Zus.): 

A        X        1  ,  l'     U  ^  l^U  ,  l^U  .  ,T    ^ 

W=:l+/.Z^-f--_  +  -_^H __+ (L). 

Mittelst  dieser  Reihe  findet  man  für  unsere  Aufgabe:^ 

2  3 

=  1  +  0,00000  56652  50329  9272  +  -i-  0,000005665^+  .  .  . 
y  =  1,00000  56652  66377  4871. 

48  48 

Nun   ist  a:  =  -rf-.?/  =  -|-.  1,00000  56652  66377  4871  oder 

0^=1,11628  53937  85723  706    auf  19  Stellen  richtig. 
Mittelst   der  Kettenbrüche   findet   man   für  diese  Zahl  den  Nähe- 

,    32840 
rungswert  ^^;^. 

Setzt  man  jetzt  x=  ^^...q^  ^,  wo  z  eine  äufserst  wenig  von  1 

abweichende  Zahl  ist,  so  ist: 

29419a;        13.31.73.0; 


32840  4-8210 

Folglich  Igz^lgn-^ /^ 31  +lgn-\-lg x  +  lg  A-{- lg  8210. 
•  Mit  den  61  stelligen  vulgären  Log.  findet  man: 
/^e;w/^z  =  9,99999  99999  97119  76744  ...  —  10  oder 
lgvulgz  =  —  (),mm(^  00000  02880  23255  89861  09663  12794 
69232  95381  64958  82105  36071  3. 

In  der  Folge  möge  die  Anzahl  der  Nullen  nach  dem  Komma 

(11) 
mit  0  abgekürzt  werden,  so  dass  lgvulgz  =  —  0,0  28802  . .  . 

Multipliciert   man    die   hier   für   Igz   erhaltene   Zahl   mit   der 

61  stelligen   Zahl   2,3025 (s.  Callet,   Bogen  0,   12.  Seite),   so 

findet  man: 

(11) 
lgnatz  =  —  ^,mm\  98055  46775  09489  62378  99742  95671 

82925  55784  00829  4. 
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Die  schon  oben  benutzte  Reihe  L  giebt  jetzt: 

(11) 
z=\  -0,066319.  .. 

+  0,0219  91583  03881  03032  18564  94943  95741  99605  4 

—  0,04  86159  17026  65522  14803  36640  4 
+  0,08060  46207  58814  8 

(57) 

—  0,0106  9 

2  =  0,99999  99999  93368  01944  53444  82093  41497  17130  05866 

54556  71362  20843  6. 

Diese  Zahl  mit  32840  multipliciert  und  durch  (13-31.73) 
dividiert  \8.  ob.  x=    29419^  y>  S^ebt: 

X  =111^'  628539^  378572^^  370775"  9781 1 8"  875378'  998847, 
871228  312846  883794  4611  M 

7.  Aufgabe.  Die  Stadt  N  hatte  im  Jahre  1880  147623,  im 
Jahre  1883  156109  Einw.  Wie  viel  wird  sie  bei  unveränderter 
Zunahme  im  Jahre  1900  haben? 


Auflösung.     rcEinw.!    Sie  vermehre  sich  um /? %.    Folglich; 

3 
156109  =  147623' 


{'+^)'- 


i+^-K-?ss-^---m 


_        156109 
100  ~^     147623  '  * 


Da  sie  von  1880  bis  1900,   also  in  20  Jahren  zu  p^;o  auf  x 
anwächst,  so  ist: 


N     20 

j    ;  d.i.  (s.Y): 


a:  =  147623(J/-^;-^|  ;    /^  156109  =  5,1934279 

/^  147623  =  5,1691540 


0,0242739 


20^ 
3 


lg  (y)    =0,1618260 
7^147623  =  5,1691540 


/^a:  =  5,3309800 
a:  =  2l4279  Einw. 
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8.  Aufgabe.  A  hat  dem  B  am  1.  Jan.  1890  3400^  zu  zah- 
len, wünscht  aber  das  Geld  schon  am  I.Jan.  1885  mit  SVo^^is- 
conto  zahlen  zu  dürfen.  B  sagt  dies  für  den  Fall  zu,  dafs  die 
Rechnung  mit  Zinseszins  ausgeführt  wird.  Wie  viel  hätte  in  die- 
sem Falle  Ä  zu  zahlen?  (Sogenannte  Zinseszinsrabattrech- 
nung.) 

Auflösung.  Rationell  wäre  ein  Kapital  =x  zu  zahlen, 
welches  in  5  Jahren  zu  3%  mit  Zinseszinsen  auf  3400  c/^  anwächst. 
Daher : 

3400 


/^  1,03  =  0,0128372 


/^  3400  =  3,5314789 
0,0641860 


/^a;  =  3,4672929 

a;  =  2932,87  e^ 

9.  Aufgabe.  Die  Stadt  Abhatte  am  1.  Dec.  1876  81500 Einw., 
die  Stadt  P  am  I.Juni  1879  46000  Einw.  Jede  der  beiden  vermehrt 
sich  jährl.  um  2^  %.  Wann  werden  beide  zusammen  300000  Einw. 
haben  ? 

Auflösung,     o;  Jahre  nach  dem  I.Juni  1879!     Folglich: 
46000.  (l  +  -^)%8l500(l-|--^)''       =300000; 

-(IS)'+'«S)'*"=«»» 

«S)V.oae)'(S)'=« 

307  y^-- 

300/ 


[92  +  163^- 


307^^ 
300 


7^307  =  2,4871384 
7^300  =  2,4771213 


=  600 


0,0100171-2,5 


0,0250428 
7^163  =  2,2121876 


?i /^  2,2372304  =  172,6754 
92 

264,6754. 
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/  307  X"" 


/3Q7y^       600       ^  1 

V  300  7  ~"  264,6754         0,4411257  ' 


7    i5L_7  1 

"^^^  300  ~^^  0,4411257  ' 

^     7/0,4411257     ^  0,3554377 

^~   /^307  — /^300'         0,0100171 

a:=  35,483  Jahre  =  35  Jahre  5  Mon.  24  Tge. 

1878  Jahre    5Mou.    OTge. 
35     „        5     „      24     „ 


1913  Jahre  10  Mon.  24  Tge.,  also  am  25.  Nov.  1914. 

9.  Anwenduno^  der  Alo^ebra  auf  das  Aufsuchen  des 
grölsten  gemeinsamen  Mafses  zweier  Polynomien  für  den 
Fall,  dafs  dasselbe  ein  Binom  ist. 

Man  dividiere  das  Polynom  mit  dem  gröfsern  Umfange  durch 
das  mit  dem  kleinern,  jedoch  nicht  wie  bei  der  Kettendivision, 
sondern  wie  bei  der  Partialdivision  stets  mit  demselben  Divisor 
und  zwar  so  lange,  bis  ein  Rest  erscheint,  der  dem  mit  einem 
Monom  multiplicierten  ersten  Dividend  gleich  ist.  Alles  Übrige 
erhellt  aus  dem  nachstehenden  Beispiele. 

Nach  §.  52, 14, 1,  Anm.  geordnet: 

2  7  2  7  3  0 

-ab  — b  =a 

a 


3              2  7  2,         , 

a  — ß  b  -\-ab- 
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a'+a^b- 

•a'b'- 
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a^-{-a'b- 
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2  7.2 


ab  — b  -{-a  b  -{-  ab     (gleichfalls  streng  geordnet!) 

a'b'-b'+ab'+-^ 
a 


a'^b'+ab^—ab^  — 


b' 


h 

MultipKciert  man  den  1.  Dividend  mit  — ,    so    erscheint  der 

vorstehende  Rest.     Da  nun  die  hier  ausgeführte  Division  die  Be- 
deutung: ,5 

4,2,         2,2      7  3  7  2         a  b^  -\-  ab  —  ab 

a  +Q  b  — a  b  — b    ^     j_        «      , 

a  -f-  ab  —  a  b  —  b  «  a  -\- ab  —  ab  —  b 

12* 
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SO  kann  dafür  gesetzt  werden: 


*    I        2 ,  2,2  ,3 

a  -\-a  b  —  a  h  — h 

3      I  r  i!  t2  1,3 

a  -{-ah  —  a  b  —  b 
folglich  ist 

4     I        2  7  2,2  ,3 

a  -j-a  b  —  a  b  — b 
a  -\-ab  —  a  b  — b 


{a*+a'b-a'b'-b') 


ab 


2  1.2  T  J 

a  b  —  b 


a*-{-a^b 


2  l2 

ö  b 


b' 


a  -\-ab 

2  ,2  ,3 


2  t2 

a  b 


=  a  — 


d.i.    ^-^ r-^ -^-      1 =« 5 

und  folglich  ist  der  gegebene  Bruch: 


a'j^a'b-a'b' 


b' 


3     1         ,  2,2  ,3 

a  +«&  —  a  b  —  b 


1,2 

a  —  b 


10.  Zuweilen  ist  nur  eine  Verbindung  von  mehreren  Un- 
bekannten bestimmbar,  so  dafs  dieselbe  als  eine  einzige  Unbekannte 
gedacht  werden  mufs.     (S.  auch  §.  80). 

1.  Beispiel.  2.  Beispiel. 


hx —  7y; 

2a:  +  22/  =  4; 

2(a:  +  2/)  =  4; 

x-^y  =  % 


2x-^by         6' 
18a;+12?/  =  2a:4-5?/; 
16a;=  — 71/; 

durch  ?/  u.  1 6  divid. 

o; 7_ 

7~       16* 


11.  Sind  mehrere  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten 
gegeben,  so  kann  entweder  die  Unbekannte  in  allen  Gleichungen 
genau  denselben  Wert  haben,  oder  der  Wert  der  Unbekannten  ist 
in  den  verschiedenen  Gleichungen  nur  annähernd  derselbe. 

A.  Im  ersten  Falle  mögen  die  Gleichungen  vom  n*^"  Grade 
sein  oder  durch  Multiplication  der  niedrigeren  Gleichungen  mit 
einer  Potenz  von  x  auf  denselben  w^^"  Grad  gebracht  werden 
können. 

Man  benutze  hierauf  7i  dieser  Gleichungen  (wenn  die  Anzahl 
>  n  sein  sollte),  bringe  jede  auf  die  annullierte  Normalform  (siehe 
§.  75,  9)  und  suche  alsdann 
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die  Differenz  der  1.  und  2.  Gleichung, 

„  „  „    3.     „     4.  „  u.  8.  w., 

um  72—1   Gleichungen  vom  n  —  1.  Grade  zu  erhalten. 

Dieses    Verfahren    setze    man    so    lange    fort,    bis    man    eine 
Gleichung  vom  1.  Grade  erhalten  hat. 

Beispiel.      I.     x' -^^x^ —  Sx  —  ASd  =  0; 
IL     2a;'  — 5a;'  +  9a:  — 504  =  0; 
111.     4a:'  — 30a;' +11 0^4- 21=0. 

Auflösung.     I.     a;-^  +  4a;'  — 8a;  — 483  =  0; 

IL     a;'-^  +  ^-252  =  0; 

III.    .^-i^  +  lf +  ^==0. 

Gleichung  I  um  II  vermindert  giebt: 

1*.     i^_l|£_231=0; 

Gleichung  II  um  III  vermindert: 

™      .    2,    Ix        1029        „ 

II  .    öx  H — —  =  0. 

4  4 

2 

1*  mit  — r-  multipliciert,  II*  durch  5  dividiert: 


K- 

^          13   ■ 

13        '■' 

T 

'-,    T^ 

1029  _ 

■^0- 

"^  +  20 

20         "• 

IIq  um  Iq  vermindert: 

591a;        4137        _       ,    ^_,  ,,„_      ^ 

folglich  a;  =  7. 

B.  Im  2.  Falle  erhält  man  annähernd  den  Wert  der  Un- 
bekannten, wenn  man  das  arithmetische  Mittel  sämtlicher  Werte 
nimmt.     Es  sei  z.  B. : 

1.       7a;  +  23    =0 
IL     IIa:  4-36    =0 
IlL     19  a; +  62,5  =  0  gegeben. 
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Auflösung.     Aus     I 
.    III 


x==  —  3,2857 
a;  =  — 3,2727 
a;  =  — 3,2895 

—  9,8479:3 


x  =  —  'S,2S2Q. 

Anmerkung.  Durch  die  Methode  der  kleinsten  Quadrate 
(von  Gaufs),  die  hier  nicht  gelehrt  werden  kann,  erhält  man  bei 
derartigen  Aufgaben  den  der  Wahrscheinlichkeit  am  meisten  ent- 
sprechenden Wert. 

§.80.     Binomische  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 

1.  I.  Die  Lösung  mancher  Aufgaben  ist  oft  nur  durch  Ein- 
führung mehrerer  Unbekannten  {x,  y,  z^  u,  v  .  .  .)  möglich,  indem 
man  den  Bedingungen  der  Aufgabe  gemäfs  aus  derselben  durch 
verschiedene  Verbindungen  der  Unbekannten  eben  so  viele  ver- 
schiedene Gleichungen  ableitet.  Diese  Gleichungen  bilden  ein 
System,  sind  also  zusammengehörige  Gleichungen,  Aveil  der  Wert 
jeder  Unbekannten  der  Entstehung  gemäfs  in  allen  Gleichungen 
derselbe  sein  mufs  (Vergl.  die  Aufg.  in  §.76,4). 

Zuweilen  ist  zwar  die  Auflösung  einer  Aufgabe  durch  eine 
Unbekannte  möglich,  jedoch  weniger  bequem  als  durch  mehrere 
Unbekannte. 

Ein  System  von  Gleichungen  ist  aufgelöst,  wenn  für  die 
Unbekannten  die  Werte  gefunden  sind,  die  den  Gleichungen  Ge- 
nüge leisten,  d.  h.  die  Werte,  welche  an  Stelle  der  Unbekannten  ge- 
setzt, die  linke  Seite  jeder  Gleichung  der  rechten  gleich  machen. 

IL  Die  Aufgabe  ist  eine  bestimmte,  wenn  eben  so  viele 
von  einander  unabhängige  und  sich  nicht  widersprechende  Gleichun- 
gen gegeben  sind,  als  Unbekannte  vorhanden  sind  (vergl.  §.  76,5). 

Ist  z.  B.  3a; -f- 4?/=  50  gegeben,  so  ist: 

Da  hier  für  y  jeder  nur  mögliche  Wert  gesetzt  werden  kann, 
so  erhält  auch  x  eben  so  viele  Werte.  Ist  nun  eine  2.  Gleichung 
2x-{-by=A0  vorhanden,  die  nicht  aus  jener  ersten  abgeleitet  wer- 
den kann,  also  unabhängig  von  derselben  ist,  und  bei  welcher  x 
und  y  dieselben  Werte  wie   in  jener  ersten   haben,    so   folgt   aus 

derselben:      ^^^0-5^^  _^  ^^0  .  .  .  .  (N) 

aus  beiden  Gleichungen  M  und  N  (nach  §.3,2)  aber : 
50  —  4?/  _   40  —  5?/ 
3         ""         2        • 
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Die  vorstehende  Gleichung  ist  jetzt,  da  sie  nur  eine  Unbe- 
kannte enthält,  eine  bestimmte  und  der  Wert  von  y  nur  ein- 
deutig. 

Wären  8  von  einander  unabhängige  Gleichungen  gegeben,  von 
denen  jede  die  3  Unbekannten  x,  ?/,  z  enthielte,  so  würde  man  aus 
denselben  (der  Form  nach)  die  Gleichungen 
x  =  ay-\-hz-\-c  .  .  .  .  (P) 

(vergl.  oben  Gleichung  M) 
x  =  ay  +  b'z-\rc    .  .  .  (Q) 
x  =  a'y -\-h"z-\- c'    .  .  (R) 
ableiten  können.     Aus  P  und  Q  aber  würde  sich 

ay -\- bz -{- c  ==  a  y -i-  h' z  +  c', 
also  eine  Gleichung  von  der  Form 

Ay-{-Bz  =  C (S) 

aus  P  undR:         ay '\-hz  + c  =  ay +  })" z-\- c\ 
mithin  eine  Gleichung  von  der  Form 

Äy  +  B'z=C'  .  .  .  (T) 
ergeben.     Diese  beiden  Gleichungen  5' und  T  aber  sind,  wie  schon 
vorher  in  Bezug  auf  M  und  ^V  gezeigt  worden  ist,  bestimmte,  die 
Werte  der  Unbekannten  y  und  z   also   eindeutige  und  daher  auch 
(s.  P)  der  Wert  von  x. 

V  In  gleicher  Weise  läfst  sich  zeigen,  dafs  bei  4,  5,  ...  w  Un- 
bekannten die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
auch  beziehentlich  4,  5,  .  .  .  ?^  betragen  mufs,  wenn  die  Aufgabe 
eine  bestimmte  sein  soll. 

Führte  eine  Aufgabe  zu  den  beiden  Gleichungen: 

3^  —  4Z/=6  \  rrj. 

und  6a;  — 8?/  =  12,  /  •  •  •  •  W 
so  würden  zwar  eben  so  viel  Gleichungen  als  Unbekannte  vor- 
handen sein,  die  Aufgabe  wäre  aber  dennoch  eine  unbestimmte, 
also  nicht  lösbare,  weil  die  2.  Gleichung  nicht  unabhängig  von  der 
1.  ist,  vielmehr  durch  Multiplication  der  1.  mit  der  Zahl  2  entsteht. 
Mit  andern  Worten:  Setzt  man  für  y  vollkommen  beliebige 
Werte,  so  würden  sich  aus  jeder  der  beiden  Gleichungen  gleiche 

6  +  4y 

Werte  für  x  ergeben,  weil  in  beiden  a;  = ist.      Folglich 

,  o 

genügen  den  beiden  Gleichungen  unzählig  viele,  vollkommen  be- 
liebige Werte  der  Unbekannten. 

Eben  so  ist  die  Aufgabe,  aus  welcher  man: 
x^   2f/—    5^  =  10 
3x—      ?/+    42=   6 
2a;+llf/— 292=  44 
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abgeleitet  hat,  eine  unbestimmte,  da  diese  Gleichungen  nicht  un- 
abhängig von  einander  sind.  Die  3.  Gleichung  entsteht  nämlich 
dadurch,  dafs  man  das  5  fache  der  1.  Gleichung  um  die  2.  Gleichung 
vermindert. 

Führte  eine  Aufgabe  zu  den  Gleichungen: 

2x  +  dy=   5 

und  6a;  +  9?/=  14, 

so    ist    gleichfalls    die    Auflösung    unmöglich,    weil    die    beiden 

Gleichungen    einen  Widerspruch    enthalten,    da   2x-\-dy   nicht 

=  5  (s.  1.  Gleichung)  und  zugleich  4f  (s.  2.  Gleichung)  sein  kann. 

Ein  solcher 'Widerspruch  würde  mithin  stets  dann  vorhanden 
und  die  Auflösung  unmöglich  sein,  wenn  derselbe  unbekannte 
Ausdruck  in  den  verschiedenen  Gleichungen  verschiedene  Werte 
hätte. 

III.  Sind  3  einander  gleiche  Gröfsen,  z.  B.  A  =  B=  C^  ge- 
geben, so  kann  zwar 

A  =  B,  A--=C  und  B=C 
abgeleitet  werden,  aber  nur  2  dieser  Gleichungen  sind  von  ein- 
ander unabhängig,  da  die  3.  Gleichung  {B=C)  nach  §.  3,  2  aus 
den  beiden  andern  folgt.  Mithin  dürfen  3,  4,  ...  t?  einander  gleiche 
Gröfsen  auch  nur  beziehentlich  2,  3,  ...  /z —  1  Unbekannte  ent- 
halten. 

Ist  z.  B.  2x  -\-3y  =  x  —  y — \  =  bx  —  2?/-|-3  gegeben,  so 
lassen  sich  hieraus  nur  2  von  einander  unabhängige  Gleichungen, 
z- B-  2x-{-dy  =  x  —  y—l 

und  2x-{-dy^6x  —  2y-^d 
ableiten,  und  folglich  durften  die  3  einander  gleichen  Gröfsen  auch 
nur  2  und  nicht  3  Unbekannte  enthalten. 

Aus  demselben  Grunde  darf  die  fortlaufende  Proportion  von 
n  Gliedern  auch  nur  n  —  1  Unbekannte  enthalten. 

x-\-2y  —  z:x-\-y-\-z+\  :2a;  —  ?/  + 32— 4  =  5:6:7 
ist  daher  eine  unbestimmte  Aufgabe,  weil  nur  die  beiden  Propor- 
tionen x^-2y-z:    x  +  y^    z-j-l  =  5:6x  m^ 
und  x-^2y  —  z:2x  —  y  +  ^z  —  A  =  h:l  i  •     '  '  ^^f 
als  unabhängige  abgeleitet  werden  können,  die  3.  Proportion 

x-{-y-\-z-{-l  :2x  —  y-\-dz—A==^5:l 
aber  schon  in  Q  enthalten  sein  würde  (s.  §.78,  3,  VII). 

Setzte  man  in  derselben  fortlaufenden  Proportion  2  =  0,  ent- 
hielte sie  also  nur  die  Unbekannten  x  und  y,  so  wäre  die  Aufgabe 
eine  bestimmte,  weil  dann  die  von  einander  unabhängigen  Pro- 
portionen Q  auch  nur  2  Unbekannte  enthielten. 
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IV.  Jede  Gleichung  (1.  Grades)  mit  den  beiden  Unbekannten 
X  und  y  kann  auf  die  Form 

ax-{-by  =  c 
gebracht   werden.      Man   nennt   dieselbe    die   Nor  mal  form    einer 
Gleichung  mit  2  Unbekannten. 

Die  Normalform  einer  Gleichung  mit  3  Unbekannten  ist: 
ax -{- by -\- cz  =  d. 

Die  Coefficienten  der  Normalform  kann  man  sich  stets  ganz- 
zahlig denken,  denn  wäre  z.  B. 

2x        y        ^^  _.i 
^3  4         5    ""^^ 

gegeben,  so  würde  die  Multiplication  mit  60  zu 

40a;— 15t/  — 48z  =  70 
führen. 

V.  Zur  Auflösung  der  3  Gleichungen 
x^    y-i-    z=   9  ,  ,  .  ,  (A) 
X-    y  +  2z  =  —  A  .  .  .  (B) 
x-\-2y—    z  =  20  .  .  .  .  (C) 

könnte  man  gelangen,  indem  man  aus  A: 

x  =  9  —  y  —  z  ....  (W) 
berechnet  und  diesen  Wert  an  Stelle  von  x  in  den  beiden  andern 
Gleichungen  B  und  C  substituiert,  da  x  (nach  1)  in  allen  Gleichun- 
gen denselben  Wert  (W)  hat.     B  würde  hierdurch  in 

(9  —  y-z)  —  y  +  2z  =  —  4,   d.i. 

2?/  — 2  =  13  ....  (A*) 
C  in  {9  —  y-  z)-^2y  —  z  =  20,  d.  i. 

y  —  2z=n  ....  (B*) 
übergehen.     Aus  den  3  gegebenen  Gleichungen  A,  B,  C  ist  mithin 
folgendes  System  von  2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten  abgeleitet 
worden:  2y—    z=13  .  .  .  .  (A*) 

y  -2z=n  ....  (B*) 
Wiederholt  man  dasselbe  Verfahren,  indem  man  aus  A*: 
z  =  2y—  13  ...  .  (W*) 
berechnet  und  in  B*  substituiert,  so  erhält  man: 

y-2i2y-ld)==n, 
also  nur  noch  eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten,  aus  welcher 
sich  3?/=  15,  oder 

Ly=b  ergiebt. 
Mit  diesem  Werte  erhalt  man  aus  W*: 


» 
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Beide  Werte  (2/  =  5  und  2;  =  —  3)  in  W  substituiert  führen  zu 
a;  =  9  — 5  — (— 3)  =  7. 

In  gleicher  Weise  kann  man  allgemein  ein  System  von  n 
Gleichungen  mit  n  Unbekannten  auflösen,  indem  man  aus  irgend 
einer  Gleichung  eine  Unbekannte  berechnet,  den  dafür  erhaltenen 
Wert  in  alle  übrigen  Gleichungen  einsetzt,  wran — 1  Gleichungen 
mit  n  —  1  Unbekannten  abzuleiten.  Aus  diesen  Gleichungen  würde 
man  alsdann  durch  dasselbe  Verfahren  n  —  2  Gleichungen  mit  n  —  2 
Unbekannten,  zuletzt  eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  und 
daher  auch  die  Auflösung  dieser  einen  Unbekannten  erhalten. 

Mit  diesem  Werte  findet  man  nun  auch  die  zuletzt  eliminierte 
Unbekannte  (s.  W*  im  vorstehenden  Beisp.)*und  durch  fortgesetz- 
tes Eückwärtsschreiten  alle  übrigen. 

Zusatz.  Man  könnte  die  Gleichungen  auch  dadurch  auflösen, 
dafs  man  aus  jeder  dieselbe  Unbekannte  sucht  und  die  für  dieselben 
erhaltenen  Ausdrücke  einander  gleich  setzt. 

Beispiel.  3a;  —  4?/=    6 

und  5a; —    y=\\. 

6  +  4?/ 


Aus  der  1.  Gleichung:     x  = 


2. 


3 

11+?/ 


(K) 


Folglich  mufs  nach  §.  3,  2: 

6  +  4?/         n+y 


und  daher        ?/  = 


17 


sem. 


Hier  sind  die  beiden  Gleichungen  unabhängig  von  einander. 
Wäre  dies  nicht  der  Fall,  würden  vielmehr  verschiedene  Gleichun- 
gen denselben  Wert  für  dieselbe  Unbekannte  geben,  z.  B.  (s.  Z  in 
Abschnitt  II): 

T     ^    /-.i  .  1  6  +  4y 

die  1.  Gleichung    x=^ 


2. 


X 


3 

12+82/ 


6  +  4?/ 


6  3       ' 

so  erhielte  man  durch  dasselbe  (in  Bezug  auf  K  angewendete)  Ver- 
fahren, d.i.  durch  Gleichsetzung  der  beiden  Werte: 
6  +  4?/         6  +  4?/ 


3 


oder 


also  keine  Auflösung. 


0  =  0, 


§.  80.     Binomische  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten.  137 

Gelangt  man  mithin  bei  der  Auflösung  von  Gleichun- 
gen mit  mehreren  Unbekannten  auf  die  Gleichung  0  =  0, 
so  ist  dies  ein  Zeichen,  dafs  die  aus  der  Aufgabe  abge- 
leiteten Gleichungen  nicht  unabhängig  von  einander  sind, 
und  dafs  daher  entweder  die  Auflösung  unmöglich  (die  Aufgabe 
eine  vollkommen  unbestimmte)  ist,  oder  dafs  man  aus  der  Aufgabe 
falsche  Gleichungen  abgeleitet,  und  darum  andere  von  einander 
unabhängige  Gleichungen  zu  suchen  hat. 

VI.  A.  Setzt  man  in  der  entwickelten  Gleichung  für  jede 
Unbekannte  ein  Produkt  aus  derselben  Unbekannten  und  dem  be- 
liebigen Buchstaben  t,  so  giebt  die  in  jedem  Gliede  entstehende 
Potenz  von  t  die  Dimension  (den  Grad)  dieses  Gliedes,  die 
höchste  in  der  Gleichung  vorkommende  Potenz  von  t  aber  den 
Grad  der  Gleichung.     Setzt  man  z.  B.  in: 

2V-f  3a:'  — 4?/=100  .  .  .  .  (Y) 
für  X :  xi,  für  ij :  yt,  so  erhält  man : 

2  .  a:^  (yif  -f-  3  {xtf  —  4  •  7/^=  100  oder 
1xy^f-\-^x^f'  —  Ayt=  100. 

Die  Potenzen  von  t  lassen  uns  das  1.  Glied  von  der  3.,  das 
2.  Glied  von  der  2.,  das  3.  Glied  von  der  1.  Dimension  und  die 
Gleichung  vom  3.  Grade  erkennen. 

Zu  demselben  Resultate  gelangt  man,  wenn  man  von  der 
Normalform  ax-\-by  =  c  ausgeht.     Diese  giebt : 

^  = ^     Q^Qj.  ^QY  JForm  nach  x  =  Ay-\-B. 

Setzt  man  diesen  Wert  in  Y  ein,  so  entsteht: 

2{Ay-^B)y^-\-Z(Ay^Bf—^y=\m,  oder 

2V4-2%'  +  3./V' =100, 

also  eine  Gleichung  vom  3.  Grade. 

2.  Beispiel.  ^xy-\-^x-\-ly=S 
ist  eine  Gleichung  vom  2.  Grade,  denn 

bxt'yt-\-^'Xt-\-l-yt=S 
enthält  f  als  höchste  Potenz. 

3.  Beispiel.     In^x^y  —  1xVx^if=l 

ist  das   1.  Ghed  von   der  4.,    das  2.  Glied  von  der  5.  Dimension, 
die  Gleichung  vom  5.  Grade,  denn 

4  {xif  -yt  —  l  xt  y{x(f '  {ytf  =  7,  d.  i. 

^x^yt'  =  2xy'^'f  =  l. 
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B.  Ist  die  eine  von  2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten  vom 
/^®",  die  andere  vom  u^^^  Grade,  so  führt  die  Auflösung^  auf  eine 
Gleichung,  die  den  iu^^^  Grad  nicht  übersteigen  kann.  Denn  sind 
z.  B.  die  Gleichungen 


;"  -(-  «/*■=(;  I  ■ 


.  (T) 


gegeben,   so  findet  man  aus  der  1.  Gleichung  x=y  b  —  atf ,  wo- 
mit die  2.  Gleichung  in 

[yh-af)  +c/=/?,  d.i. 


'  in  y{b  —  ay''Y  =  d-cy'' 
übergeht  und  folglich  ist  (mit  7n  potenziert): 

(6-«/r=(rf-c/r....(Z). 

Dem  binomischen  Lehrsatze  zufolge  hat  hier  die  linke  Seite 
?/"^,  die  rechte  Seite  ]f"^  als  höchste  Potenz  von  y.  Ist  nun  m  >  7i, 
r^p,  die  1.  Gleichung  in  T  also  vom  m^®",  die  2.  vom  r^®"  Grade, 
so  ist  rm  >  np  und  folglich  die  Gleichung  Z  von  keinem  höhern 
als  rm^®"  Grade.  Ist  aber  m>  7i,  p>  r,  die  1.  Gleichung  in  T  also 
vom  m*^",  die  2.  vom  p^^^  Grade,  so  ist  sowohl  yip,  als  auch  rm 
(s.  Z.)  <imp,  folglich  die  Gleichung  von  niedrigerem  Grade,  als 
das  Produkt  der  höchsten  Exponenten  anzeigt. 

C.  Sind  die  gegebenen  Gleichungen  ohne  Ausnahme  vom 
1.  Grade,  so  kann  dem  Satze  B  zufolge  bei  der  Auflösung  keine 
Gleichung  vom  höhern  als   1.  Grade  vorkommen. 

D.  Aus  den  vorstehenden  Sätzen  folgt  weiter,  dafs  die  Auf- 
lösung eines  Systems  von  k  Gleichungen  (mit  k  Unbekannten),  bei 
welchen  eine  derselben  vom  w*^"  Grade  ist,  alle  andern  aber  vom 
1  Grade  sind,  den  w*^"  Grad  nicht  übersteigen  kann.  Denn  durch 
das  in  V  angegebene  Verfahren  liefsen  sich  die  k —  1  Gleichungen 
vom  1.  Grad  (mit  k  Unbekannten)  auf  eine  Gleichung  mit  2  Un- 
bekannten zurückführen,  die  nach  Satz  C  nur  vom  1.  Grade,  also 
von  der  Form  x==  Ay  -{-  B  sein  könnte.  Wäre  nun  die  eine  höhere 
Gleichung  vom  5.  Grade,  z.  B. 

x^-i-ay^  =  b, 
so  würde  man  durch  Substitution  jenes  Wertes: 

(.■fy  +  Bf+ay*^b, 
also  eine  Gleichung  erhalten,  die  den  5.  Grad  nicht  überstiege. 

VII.  Enthält  jede  von  mehreren  Gleichungen  eine  gewisse 
Unbekannte  (z.  B.  z),  und  leitet  man  aus  denselben  eine  Gleichung 
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ab,  welche  diese  Unbekannte  nicht  mehr  enthält,  so  ist  dieselbe 
„eliminiert"  (d.  h.  entfernt)  worden.  In  Satz  V  wurden  aus 
den  Gleichungen  A,  B,  C  die  Gleichungen  A*  und  B*  abge- 
leitet, die  X  nicht  mehr  enthielten,  x  war  mithin  durch  das  dort 
eingeschlagene  Verfahren  eliminiert  worden.  Aus  den  beiden 
Gleichungen  A*  und  B*  wurde  sodann  z  eliminiert  und  man  erhielt 
schliefslich  nur  noch  eine  Gleichung  mit  einer  Unbekannten  (y). 
Durch  Elimination  der  Unbekannten  gelangt  man  mithin  zur  Auf- 
lösung. Die  nachstehenden  Sätze  werden  uns  mit  den  hauptsäch- 
lichsten Eliminationsmethoden  bekannt  machen. 

2.  Die  Substitutionsmethode  (Einsetzungsmethode). 
Diese  Methode  lernten  wir  schon  in  Abschnitt  V  des  vorher- 
gehenden 1.  Satzes  kennen,  wo  sie  zugleich  auf  die  Auf lösung  von 
3  Gleichungen  mit  3  Unbekannten  angewandt  wurde.  Hier  mögen 
nur  noch  einige  praktische  Winke  und  erläuternde  Beispiele  hinzu- 
gefügt werden. 

Die  gegebenen  Gleichungen  sind  zuerst  vollständig  zu  ent- 
wickeln, die  Nenner  zu  beseitigen  und  die  Normalform  (s.  Satz 
1,  IV)  herzustellen.  Bei  Gleichungen  vom  1.  Grade  berechnet  man 
hierauf  gewöhnlich  diejenige  Unbekannte,  welche  den  kleinsten 
Coefficient  hat,  oder  richtiger:  die  Unbekannte,  deren  Coefficient 
eine  Zahl  ist,  mit  welcher  sich  leicht  multiplicieren  läfst.  Bei 
Gleichungen  von  höherem  Grade  ist  diejenige  Unbekannte  zu  be- 
rechnen,  welche   in    einer   der  Gleichungen   nur  in   der  1.  Potenz 

i^^ftritt. 

1^^  Um  übersichtlicher  rechnen  zu  können,  bezeichnet  man  die 
gegebenen  Gleichungen  mit  I,  II,  III,  .  .  .,  die  Gleichungen,  durch 
welche  die  zu  eliminierenden  Unbekannten  dargestellt  sind,  mit 
A,  B,  C  .  .  .  Die  aus  den  gegebenen  n  Gleichungen  durch  Ein- 
setzen der  1.  Unbekannten  (Gleichung  A)  abgeleiteten  und  möglichst 
vereinfachten  n  —  l  Gleichungen  kann  man  mit  I*  II*...  (lies: 
eins  Stern,  zwei  Stern...),  die  aus  denselben  abgeleiteten  n  —  2 
Gleichungen  mit  I**,  II**,  .  .  .  (lies:  eins  zwei  Stern,  zwei  zwei 
Stern...)  bezeichnen.     Auch  benutzt  man  I^,  11^,...,  I^,  11^,..., 

I^^er  X,  Y,  Z,  .  .  .  u.  s.w. 

^B     I.Aufgabe.  I.       Qx  +  7y  =  S9; 

^P  II.     ny  —  4x==19. 

Die  Coefficienten  der  Unbekannten  sind  6,  7,  11,4  Da  x  in 
der  2.  Gleichung  den  kleinsten  Coefficient  hat,  so  ist  diese  Unbe- 
kannte aus  II  zu  berechnen: 

—  4a:=19— 11?/ 
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Dieser  Wert  ist  in  der  andern  Gleichung  I  zu  substituieren: 
6.ill=li  +  7,  =  89; 

3.A1^  +  V,  =  89; 
33!/  — 57+14»/=178; 

Nachdem  die  Auflösung  einer  Unbekannten  bekannt  ist, 
setzt  man  dieselbe  in  die  letzte  der  mit  A,  B,  C,  . .  .  bezeichneten 
Gleichungen,  um  nun  auch  die  zuletzt  eliminierte  Unbekannte 
kennen  zu  lernen.  So  schreitet  man  in  jenen  Gleichungen  zurück 
und  findet  schliefslich  aus  A  die  zuerst  eliminierte.  Hier  ist  ?/  =  5 
in  A  einzusetzen: 


^  11«5  — 19  ^^ 
4 


2.  Aufgabe. 


,       2x-\-y         dx-{-4z-{-A y  —  ^    ,    ^^ 

3  5  "~      2      "^"1"' 

TT       3y  — 5a;  +  z       Jx  +  by  —  dz  _ 

11.  -  -  _14^; 


III. 


x  +  y  _  x-\rz        y-\-z 
8  9       "^      6 


Zunächst  sind  die  gegebenen  Gleichungen  zu  vereinfachen, 
I  daher  mit  60,  II  mit  12,  III  mit  72  zu  multiplicieren,  die  gleich- 
artigen Glieder  zusammenzuziehen  und  die  Normalform  herzu- 
stellen.    Man  findet: 

L     4a:  — 10^/  — 932  =  48; 
IL     29a;  +  ?/  — 9:3  =  — 174; 
III.     o;  4- 21?/ +  4:2  =  216. 

Hier  haben  x  (in  III)  und  y  (in  II)  denselben  kleinsten  Co- 
efficient  1.  In  einem  solchen  Falle  berechnet  man  die  dem  Range 
nach  letzte  Unbekannte,  hier  also  y  (aus  II),  um  diese  zuerst  zu 
eliminieren  und  mithin  die  Hauptunbekannte  x  früher  als  y  kennen 

zu  lernen.  i/  =  92-29a;- 174 (A) 

In  I  substituiert: 

4a;— 10(9?-29a;— 174)  — 93z  =  48;  d.i. 
I*     294a:— 183^  =  - 1692. 

Hier  berechnet  man  nicht  schon  (des  kleinsten  Coefftcient  183 
wegen)  die  Unbekannte  2,  sondern  setzt  den  Wert  von  y  (s.  A) 
zunächst  in   alle  andern  Gleichungen  (aufaer  II)  ein  und  verein- 
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facht  die  neuen  Gleichungen,  um  dann  erst  aus  den  sämtHchen, 
y  nicht  mehr  enthaltenden  Gleichungen  den  kleinsten  Coefficient 
herauszusuchen.  Daher  ist  hier  A  zunächst  noch  in  III  zu  sub- 
stituieren : 

_  a;4-21(9z  — 29a;-  174)  +  42  =  216;  vereinfacht: 

II*     608a;  — 193  z  ==  —  3870. 

Jetzt  ist  die  ursprüngliche  Aufgabe  auf  die  beiden  Gleichungen: 
I*     294a;— 1832  =  — 1692; 
II*.     608a;— 193z  =  — 3870 
reduciert,  die  nun  in  gleicher  Weise  aufzulösen  sind. 

Da  183  der  kleinste  Coefficient,  so  ist  z  aus  1*  zu  berechnen: 

294a;  4- 1692  ,^, 

z  = ^33 .  .  .  .  (B) 

In  II*  substituiert: 

608a;— 193- ^^i^±-^^  =  — 3870;  mit  183  mult. 

^^^  U.S.W. 


Aus  B  findet  man  nun  z  = 


294  (—7)4-1692 


183 

Beide  Werte  in  A  substituiert: 

2/  =  9(— 2)  — 29(— 7)— 174=11. 

3.Aufgabe.     I.  3a;  — 4y  +  lU  — 6w=  1; 

IL  7a;  +  6?/—    4;^  — 3w=158; 

III.  5a;— 9?/+    8^-1-2^  =  — 31; 

IV.  4a;  — 3?/—   6z-i-5w  =  33. 

Auflösung,     u  hat  in  III  den  kleinsten  Coefficient.    Daher: 


■to 


In  I  substituiert: 

o         »     i  A*         n    — 5a;4-9v  —  8z  —  31        .     ,  . 
3a;  — 4?/ +  11 2  —  6 ' — \ =  1;  d.i. 

3a;  — 4?/  +  11  z  —  3  (—  5a;  +  9?/  —  8z  —  31)  =  1;  folglich: 
I*.     18a;  — 31?/  +  35z  =  — 92. 

A  in  II  substituiert: 
7a;  +  62/  -  4z  -  3.  -  5a;  + 9y  — 8z- 31  ^^,g^  ^^^.^  ^  ^^^^ . 

II*     29a;— 15y+16z  =  223. 
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A  in  IV  substituiert: 
4a:-3y-6z  +  5.^=^^±fc^^nü_33.  ^u  2  mult.: 

111*.     17a;— 39y-f52z  =  — 221. 

Die  ursprüngliche  Aufgabe   ist  somit  auf  die  3  Gleichungen 
1*,  11*   IIP  reduciert,  die  nun  aufzulösen  sind. 

Aus  I1-:  ,=  2M±16£=22i  .  .  ,     (B, 

In  I*  substituiert: 

IC         Ol     29a:H-162-  223     .   ^ 

18^  —  31 Y^ |-35z  =  — 92;  mit  15  mult.: 

f.     629a:— 29z  =  8293. 
B  in  III*  substituiert: 

17.-39.  ^^-  +  ;';-^^3-  +  52.  =  -22.;  d.i. 

.-         ,„     29a;+16z  — 223 

17a:- 13 ^^ 2_4.52^  =  _221;  mit  5  mult.: 

if.     73a:— 132=1001. 
Die  Aufgabe   ist  jetzt   auf  die  Gleichungen  I^  und  11^  redu- 
ciert.    Aus  II':  73a:- 1001 

'  = 13 ••••(^^ 

In  I^  substituiert: 

629.-29.^5^^^  =  8293; 

8177a;— 2117a: +  29029  =  107809; 

a:=13. 
In  C  substituiert: 

73.13-1001        ^o       ^^ 
.= ^3 =  73-77  =  -4. 

Beide  Werte  in  B  substituiert: 

29.13+16(— 4)  — 223       ^ 

Alle  3  Werte  in  A  substituiert: 

—  31— 5.13  +  9-6- 8  (—4) 

4.  Aufgabe.         I.     20a:  — 23?/=  13; 

II.     13a:— 17?/  =  — 10. 
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Hier  ist  x  aus  I  und   nicht   aus  II  zu   berechnen,   weil   sich 
mit  20  leichter  als  mit  13  multiplicieren  läfst. 

5.  Aufgabe.  I.     ax-{-by  =  c; 

IL     dx  +  ey=f\ 

c — dX 
Aus  1:  y  =  — 7 —  ....  ( A).     In  II  substituiert : 

dx  +  e-^^^=f...  .(Y) 

Mit  h  multipliciert  u.  s.  w.    x  — 


bd  —  ae 
Dies  in  A  substituiert: 

hf—ce 

c  —  ö  •  — 

bd  —  ae  c{bd  —  ae)  —  a{bf — ce) 

^~  b  ~  bibd  —  ae) 

cd  —  af 


y 


bd  —  ae 


Die  Nenner  der  Auflösungen  der  Unbekannten  müssen  also 
immer  gleich  sein,  wenn  a  und  d,  oder  b  und  e  (die  Coefficienten 
derselben  Unbekannten)  prim  zu  einander  sind.  Denn  nur  dann, 
wenn  sich  b  und  e  (s.  Y),  also  die  Coefficienten  derselben  Unbe- 
kannten (s.  die  Aufgabe),  gegenseitig  kürzen  lassen,  erhält  x  einen 
einfacheren  und  nicht  unbedingt  übereinstimmenden  Nenner." 

6.  Aufgabe.        I.     31a:  — 2l!/=  100; 
IL     21^:  — 34t/=  — 7. 

A        r                                31;r  — 100  ,., 

Aus  I:  y  = — .  .  .  .  (A) 

In  II  substituiert: 

21.-34.11^^  =  -7....(Z) 

441a:— 1054a; +  3400  =  —147; 
_  3547 
^'~    613  ' 
a:=5iff 

31.-|g^-100 
•n  A  substituiert:     y  = ^r-j ;  mit  613  erweitert: 

31-3547—61300 


^  21-613 

'%,  Lehrbnch  d«r  Arithmetik.    HI.  Teil.  IS 
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Da  y  (siehe  die  Bemerkung  in  der  5.  Aufg.)  denselben  Nen- 
ner 631  wie  X  erhalten  mufs,  so  mufs  sich  offenbar  der  vorstehende 
Bruch  durch  21  kürzen  lassen.     Mithin  multipliciert  man  21  «613 

nicht  aus.  ^  109957-61300  ^    48657 

^"^  21.613  ~  21-613' 

^__2317_ 
^~   613  —^^^' 

7.  Aufgabe.  I.     2xy^  —  by=^lx; 

IL     Axy^-hdy  =  Qx. 

Da  die  Gleichungen  in  Bezug  auf  y  vom  3.  Grade,  in  Bezug 
auf  X  nur  vom  1.  Grade  sind,  so  berechnet  man  letztere  Unbe- 
kannte. 

Aus  II:  x^ — ^^  .  .  .  .  (A) 

6  — 4t/ 

In  I  substituiert: 

2,3._3^^5,==7.-^. 
^     6  —  4?/'  6  — 4y' 

Durch  y  dividiert,  folglich  y  =  0  und  daher  (s.  A): 

3-0         . 

Nach  der  Division  durch  y  mit  6  —  iy   mult.: 
6/  — 30  4-20/  =  21; 

3   

t/  =  |/|^=  1,2518. 


26 
Dies  in  A  substituiert: 

3-1,2518  1,2518 


.    51         ^       2-17 
4 


2,0342. 


26  13 

Es  ist  also  entweder  3:^  =  0,  ^^  =  0, 

oder  a;2  =  — 2,0342,  y^  =  \,2biS. 

S.Aufgabe.  I.     7x-\-y'==by^; 

IL     \lx^2y^  =  9y\ 

Aus  I:  x=  ^^'~^' (A) 
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In  II  substituiert: 

Durch  y^  dividiert  (?/  =  0  und  damit  a;  =  0): 
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In  A  substituiert:    x 


2/ =  |/|-- 0,721125. 
U/S  3 


5.    ^ 


9.  Aufgabe. 


Zx 


Ay 


64* 
2; 


1 — X         ?/  +  5 
IL     16a;— lly=ll. 
Zunächst  ist  I  zu  entwickeln.     Durch  Multiplication  mit 

erhält  man:  ^ly     9xy  +  2bx-ny  =  35. 

16a;  — 11  ,., 

y  = n .  .  .  .  (A) 


Aus  II: 

In  (I)  substituiert: 
16a; 


11 


9a; 


11 


11-1-250;- 11.-^^^ 


11 


11 


=  35; 


mit  11  multipliciert  u.  s.  w. 

In  A  substituiert: 

16  (+1,354) 


a;  =  + 1,354. 


y= 


11 


1=+ 1,9695  —  1. 


Da  sich  mit  dem  obern  Zeichen  von  x  auch  y  mit  dem  obern 
Zeichen  ergeben  mufs,   v^ie   aus  der  Substitution  der  einzelnen 
Werte  unmittelbar  folgt,  so  ist 
die  1.  Auflösung:     0;^  =  1,354;  2/^=  1,9695  —  1  =0,9695; 
„2.         „  0;^=— 1,354;  !/,  =  — 1,9695  — 1==  — 2,9695. 

10.  Aufgabe.         I.     2 o; -h  V 3^Ty  ==  5 ; 


IL     2Va;-+-5i/+19a;=12. 


13 
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Zunächst  sind  die  Gleichungen  zu  entwicl^eln. 

I  führt  zu :  ydx-{-y  =  5  —  2a:,  oder  (quadriert  u.  s.  w.) ; 

1*.     y  =  2b  —  2dx-\-4x\ 

II  fuhrt  zu:  2yx-\-by=i2  —  \9x;  oder: 

II*.     20?/ =144  — 460a: +  361  a;^ 
1*  unmittelbar  in  II*  substituiert,  giebt: 

20(25--23a:  +  4a:')  =  144  — 460a:  +  361jc'; 
28tcr'  =  356: 


=±Vi 


^g=+ 1,12557. 


Dies  in  I*  substituiert,  giebt: 

?/  =  25  —  23  •  (+  1,12557)  +  4  •  (+  1,12557^) 
t/  =  30,06762^=25,88807 
Mit  dem  obern  Zeichen  erhält  man  als  1.  Auflösung: 
x^  =  1,12557;  y^  =  30,06762  —  25,88807  =  4,17955 ; 
mit  dem  untern  Zeichen  die  2.  Auflösung: 

rr,  =  —  1,12557;  y^  =  30,06762  +  25,88807  =  55,95569. 

Die  1.  Auflösung  gilt  nur  für  die  gegebene  Gleichung: 

IL     19a:  — 2Va:  +  5t/=12  (s.  §.77,  4,  I,  l.Zus). 

11.  Aufgabe.     I.     4{x+\2yf  =  Ab^-3yilx-\-^^yf; 
IL     by^^b  —  X, 

Aus  II:  x  =  b  —  by  .  .  ,  ,  (A) 

in  I  substituiert: 

Aib  —  by-{-12yf=^b'  —  dy{7b  —  dby  +  2\yf; 

4  (J  +  lyf  =  U^  -Zy(lb-  Uyf; 
1960?/^4-23l2/=-0. 
Durch  y  dividiert,  folglich  y^  =  0  und  mithin  (s.  A): 

x^  =  b  —  0  =  b. 
Ferner:  1960?/^  +  231  =0 

V  =  ±K^  =  ±0.3432.-. 

Folglich  (s.A)  0:  =  ^^  — 5(4:0,34330  =  &  +  l,7165t. 
Mithin:         a:,  =  ^>  — l,7165i;    7/^  =  0,3433«. 

j:,=fe  +  l,7165r,    y,  =  — 0,3433/. 
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12.  Aufgabe.         I.     '2x-{-3y  —  Az  =  2d; 

IL     bx  —  6?/== — 1; 
III.     Ix-Hy  =  3. 

Hier  löst  man  zunächst  nur  II  und  III  (2  Gleichungen  mit 
den  beiden  Unbekannten  x  und  y)  auf.     Man  findet: 

x==ld,  y=il. 
Beide  Werte  in  I  substituiert: 

26  +  33  — 4z  =  23,  folglich  z  =  9. 

13.  Aufgabe.  I.     bx  —  2y=l; 

IL     4a:  +  7z  =  23; 
IIL     97/- 8z  =  4. 

Zuweilen  kann  man  die  Auflösung  dadurch  abkürzen,  dafs 
man  mehrere  Unbekannte  durch  dieselbe  3.  Unbekannte  berech- 
net und  die  gefundenen  Werte  in  die  übrigen  Gleichungen  einsetzt. 
Hier  kann  man  z.  B.  sowohl  y  als  auch  z  durch  x  ausdrücken  und 

zwar                                                   bx—i 
aus    I:     y  = , 

,,  23  — 4a; 

„    II:     z== 

Substituiert  man  beide  Werte  in  III,  so  ergiebt  sich  sofort 
mit  nur  einer  Unbekannten: 

_     5a;— 1       o     23  — 4a;        .        ...        . 
9 ^ 8 =  4 ;  mit  14  mult. : 

63(5a;— 1)-  16(23  — 4a;)  =  56; 

•^^"379"^  ^^^' 
Dies  in  A  substituiert: 

2435 

_     379  _   2056    _^,,, 

^~  2  ~2.379         ^^^' 

23        '''' 


r (A) 


379  6769    ,    ^    .    o  .         967 

(s.  6.  Aufg.)  =  -^^^  =  2|f  f 


7  7-379'  °'        379 

14.  Aufgabe.         L     3a;—   2?/=  14; 

IL     5^4-   4z  =  — 45; 
IIL     7z—      w  =  26; 
IV.     3w  +  lla;  =  — 17. 
Da  auch  hier  jede  Gleichung  nur  wenig  Unbekannte  enthält, 
so   eliminiert   man  wie  im  vorhergehenden  Beispiele  mehrere  Un- 
bekannte zugleich. 


198  §•  ^^'    Binomische  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 

3a:— 14 


Aus    I :     y 
n     IV:     U 


2 

nx-\-\i 


(A) 


3 

Beide  Werte  in  II  und  III  substituiert. 

In  II:  5 [-4z  =  —  45;  vereinfacht: 

P.     \^x-i-Sz  =  —  20. 

In  III :  7z— (^ 11^_L1L)=  26 ;  vereinfacht : 

21z-^l\x-{-\l=lS; 
II*.     lla;  +  21^  =  61. 

Aus  I*:  z  = -^ .  .  .  .  (B) 


In  II*  substituiert:  lla;  +  21.( 15^+20_^ 

x  = 
Dies  in  B  substituiert:  z  =  b. 


61; 


In  A  substituiert:  ij  =  — 13  und  u  =  9. 
15.  Aufgabe.        I.    (Iff  =(Ay''    '. 

/    7    \3y-6 

IL    (3|f--=  =  (-ji-)        . 
Beide  Seiten  mit  10  logarithmiert: 

II.     i2x  +  b)lff~-  =  ßy-6)lff-^. 

12  11  7  3 

Setzt  man  lg-^=a,   l(j—^  =  h^    so  ist  lg^r^  =  —  a,   Ig-rr 

==  —  b  (s.  §.  73,  16,  3.  Zusatz)  und  die  vorstehenden   Gleichungen 
gehen  über  in:       j     a(x-\)=  -  b  (i}/ -S). 
II.     b{2x  +  b)  =  —ai3i/  —  6). 
Oder:        I.     ax-\-4by  =  a-\-Sb- 

IL     2bx-\-day  =  Qa-'bb. 
Aus  I:  ^^_a  +  Sb-^Uy_  ^  ^  ^  ^  ^^^ 
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In  II  substituiert: 


a 


+  Zay  =  ßa  —  bb; 

durch  Partialdivision 


3a' -Sb'  3g       86  • 

b         a 

■^      .       a         Ign—lgl         0,2340832      ^, 
^^^  '''  T=  /^ll-/^3  =  0,5642714  >  ^^^^^^ 

/^  -^  =  /^ 0,234  .  .  .  — /^0,56  .  .  .  =9,6178822,  folglich: 

/^—  =  //-^  =  0,3821 178. 

^  =  0,4148415;   —  =  2,41056. 
b  a 

^  =  2-X244525^8448=2'3^S«^- 
Aus  A: 

a:=l  4-  (8  — 4-2,38803).  — =  1  -  1,55212-2,41056; 

.r  =  — 2,74148. 

16.  Aufgabe.         I.     lx^  =  bxy-\-x; 

II.    x-\-dy  =  9y^—x\ 

I  kann  durch  x,  II  durch  Sy-^x  dividiert  werden.     Annulliert 

man  daher  die  Gleichungen,  so  erhält  man: 

I.  x{lx—by—\)  =  0; 

IL     (3z/  +  .T)(l  — 3y  +  a;)  =  0. 

Nach  §.  77,  3,  3.  Lehrsatz  führt  mithin: 

I  zu  x  =  0  und  lx  —  by—l=0  .  .  .  .  (Y) 

und  II  „     Sy-\-x  =  0  und     1— 3y  +  a;  =  0  .  .  .  .  (Z) 

Löst  man  demnach  immer  eine  der  Gleichungen  Y  mit  einer 
der  Gleichungen  Z  auf,  so  ergeben  sich  folgende  4  Auflösungen: 

1)  Aus  I.  a;  =  0  und  II.  3y  —  x  =  0: 

x==0,  y=0. 

2)  „     L  a:  =  0  und  IL  1  —  37/-[-a;  =  0: 
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3)  Aus  1.  7a;  — 5^  —  1=0  und  IL  3y  —  x  =  <): 

16'  ^        16* 

4)  Aus  I.  7x  —  bij  —  l=0  und  IL   \ —'Sij -\- x  =  0: 

1  1 

Anmerkung.  Aus  den  beiden  Gleichungen  Y  (oder  auch  Z) 
allein  ergeben  sich  keine  Auflösungen.  Denn  löst  man  (s.  Y)  o:  =  0 
und  Ix  —  5?/  — 1  =  0  auf,  so  würden  die  Auflösungen  wohl  den 
Gleichungen  Y,  aber  nicht  unbedingt  Z  genügen. 

17.  Aufgabe.     L     U  (bx  — af=2i)x^ —  a  — ibx-{-'da; 

IL    9{lx—2y-i-baf=[ßa\ 
I  läfst  sich  durch  bx — a  dividieren,  II  aber  in  der  Form 
[3(7a;  — 27/-f-5a)]'  — (4ö)'  =  0  oder 
[3  (7  o:  —  2  7/  +  5  a)  +  4  a]  [3  (7  a;  —  2  7/  -h  5  a)  —  4  a]  =  0 
darstellen.     Annulhert  man  daher  die  Gleichungen,  so  erhält  man: 
1*.     (5a;  — ö)  (50a;— 12a +  3)  =  0; 
II*     (21a;  — 67/4-19ö)(21a;  — 6?/  +  lla)  =  0. 

Je  ein  Faktor  von  I*  mit  je  einem  von  II*  verbunden,  giebt 
folgende  Auflösungen: 

1)  Aus  L  5a;  — a  =  0,  IL  21x  —  Qy  +  \9a  =  0: 

a  58a 

2)  Aus  L  5a;  — a  =  0,  IL  21a;  — 6?/ -|- 11«  =  0: 

a  38a 

^==y'  ^  =  -l5-- 

3)  Aus  L  50a;— 12a  +  3  =  0,  IL  21a;  — 6?/ -f  19a  =  0: 

_3(4a— 1)        _  1202a  — 63 
^~"         50         '  ^~         300 

4)  Aus  L  50a;— 12a4-3  =  0,  IL  21a;  — 6;/+ 11  a  =  0: 

_  3(4a  — 1)       _  802a  — 63 
^~         50         '  ^""        300       * 

18.  Aufgabe. 

L     3(a;  — z-f-6)  (4a;  — 2?/ +- —  0  =  5  (o;- e-|- 6); 
IL     x-{-y  —  2z  =  l; 
IIL     9x-'dy—z=n, 

Da  sich  I  durch  x  —  z-|-6  dividieren  läfst,  so  kann  man  für 
die  annullierte  Gleichung  auch  schreiben: 
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(^._.  +  6)[3(4a;  — 2y-{-^-l)-5)]  =  0 
und  folglich  ist:    ' 

1*.  o;  — 2-f  6  =  0;    1**.  \2x  -  Qij +  'dz  —  S=-0, 
P,  II  und  III  führt  zu  den  Auflösungen: 

x  =  '\8,  !j  =  ^l,  z  =  24; 
I**,  II  und  III  zu: 
4 

Schlufsbemerkung.  Sowohl  bei  dieser  Methode,  als  auch 
bei  den  nachfolgenden  (3.  bis  7.  Satz)  lassen  sich  oft  gewisse  Vor- 
teile und  Kunstgriffe  anwenden,  durch  die  man  in  bequemerer 
Weise  zur  Auflösung  gelanojt.  Mit  denselben  wird  uns  der  8.  Satz 
dieses  Paragraphen  bekannt  machen. 

3.     Die  Additions-  (und  Subtraktions-)  Methode. 

Dieselbe  wird  auch  englische  Methode,  algorithmische  Me- 
thode*), Coefficientenmethode  und  fälschUch  „Eliminationsmethode 
im  engern  Sinne"  genannt. 

Sind  in  zwei  Gleichungen  die  Coefficienten  einer  bestimmten 
Unbekannten  absolut  genommen  (also  ohne  Rücksicht  auf  ihre  Vor- 
zeichen) einander  gleich  (s.  unter  I),  oder  werden  die  verschieden 
gegebenen  Coefficienten  einander  gleich  gemacht  (3.  unter  II),  so 
verschwindet  diese  Unbekannte  durch  Addition  oder  Subtraktion 
der  Gleichungen,  je  nachdem  die  Zeichen  der  betreffenden  Glieder 
entgegengesetzt  oder  gleich  sind. 

1.  Die  Coefficienten  derselben  Unbekannten  seien 
schon  in  den  gegebenen  Gleichungen  gleich. 

I.Aufgabe.  I.     x  +  ij  =  Sl', 

IL     o:—  7/ =  43. 
Durch  Addition  beider  Gleichungen  erhält  man: 
2cr=130,  oder  a;  =  65; 
durch  Subtraktion  derselben:  2?/  =  44,  oder  7/  =  22. 

2.  Aufgabe.  I.     ^ax  —  f)by==l c; 

II.     3aa;H-5%  =  47c. 

9  c 
I  +  II  giebt:  Qax==bAc,  folglich  x= . 

Ac 
I  von  II  subtrahiert:  10Ä?/  =  40c,    folglich  y  =  ^r-* 


*)  Unter  Algorithmus  verstand   man   früher   die  vier  ersten  Grund- 
rechnungsarten. 
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3.  Aufgabe.  I.    ^  +  |  =  | 

II.   A_1==_L. 

X         y         10 
Hier  sind  die  Nenner  nicht  zu  beseitioren,  sondern  —  und  — 

vorläufig  als  die  Unbekannten  zu  betrachten,  und  da  jeder  dieser 
Ausdrücke  in  den  beiden  Gleichungen  denselben  Coefficient  1  hat, 
so  ergiebt  sich  die  Auflösung  unmittelbar  durch  Addition  und  Sub- 
traktion. 

I  4-  II  giebt  —  =  -i-,  folglich  x  =  7^. 

X  10 

4.  Aufgabe.         I.     9a;-h  13?/  =  47; 

IL     7a:— 13/y==33. 

Hier  sind  zwar  nur  die  Coefficienten  von  y  gleich,  man  wen- 
det aber  doch  diese  Methode  mit  Vorteil  an.  Denn  hat  man  durch 
Addition  der  Gleichungen 

16a;  =  80  oder  x  =  b 
erhalten,  so  substituiert  man  diesen  Wert  in  II  (z.  B.)  und  es  er- 
giebt sich:  2 
35  —  137/  =  33,  oder  7/ = -TT-. 

IL  Sind  die  Coefficienten  der  zu  eliminierenden  Un- 
bekannten nicht  gleich,  so  ist  das  kleinste  gemeinsame  Viel- 
fache der  betreffenden  unbekannten  Glieder  zu  suchen,  um  alsdann 
die  Gleichungen  so  zu  multiplicieren,  dafs  sich  jene  Coefficienten 
in  dieses  Vielfache  verwandeln.  (Man  nennt  diese  Methode  daher 
auch  unpassenderweise:  Multiplicationsmethode). 

I.Aufgabe.  I.     13:^  +  8?/=  75; 

IL     50:4-12?/==  11. 

Um  y  zu  eliminieren,  hat  man  die  y  enthaltenden  Glieder 
durch  Multiplication  der  Gleichungen  auf  das  kleinste  gemeinsame 
Vielfache,  also  auf  24?/,  zu  bringen.     Daher: 

I  mit  3  mult:     39a:  +  24i/  =  225, 
II     „    2      „         10a:  +  24y=    22 
durch  Subtraktion     29a:  =  203; 
x  =  7. 

Man  könnte  nun  x  in  gleicher  Weise  ehminieren,  indem  man 
I  mit  5,  II  mit  13  multipliciert : 
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65a:  4-   407/  =  375 
65a;+156i/=143 

durch  Subtraktion     1 16?/  =  —  232 
2/  =  -2. 

Jedoch  ist  es  bei  solchen  Gleichungen  gewöhnlich  vorzuziehen, 
den  Wert   der  zuerst   berechneten  Unbekannten  in  die  gegebenen 
Gleichungen  einzusetzen,  um  die  Aufgabe  auf  eine  Gleichung  mit 
einer  Unbekannten  zurückzuführen.     Daher  in  11  substituiert: 
35  +  12?/  =  ll,  oder  7/  =  — 2. 

2.  Aufgabe.       I.     \bx+ly—ßz==210; 

n.     20a;—    ?/-f72:=189; 

III.     10a:  +  47/  — 3z=134. 

I  mit  2  mult:  30a;+ 14?/ —  12^:=  420 
m    „    3       „       30>r4-127/—    92  =  402 

durch  Subtr.:     P.   2y  -    3^=18. 

m  mit  2  mult:    20x-\-Sy—    6^  =  268 
n  unverändert :    20a;  —    y  -\-    7z=189 

durch  Subtr.:     ü*   9?/— 132=79. 

Es  mögen  nun  I*  und  11*  wieder  durch  dieselbe  Methode  auf- 
gelöst werden. 

I*  mit  9  mult.:  18?/  — 272=162 
II*    „    2      „       18y  — 262=158 

durch  Subtr. :    2  =  —  4. 
Dies  in  I*  substituiert:  2y-\-12  =  \S,  oder  ?/  =  3. 
Beide  Werte  in  III  substituiert: 

lOo; 4-12  +  12  =  134,  oder  a:=ll. 


3. 

Aufgabe.            I. 

-  +  -  =  - 
X        y        i5 

n. 

1+1=1 

III. 

'  +  1=1 
y       z       10 

1. 

Auflösung  (durch  den  vorhergehenden  Abschnitt  I) 

I  +  II:      — 

X 

^  y  ^  z        24 

IH: 

'  +   '  =    1 

y  ^  z        10 

2         23 

X        120 

subtr. : 

,  folghch  x  = 

10«. 
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In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  y  durch  I  +  III  —  11 

und  z       „      11  + III  — I. 

2.  (einfachere)  Auflösung. 

Alle  3  Gleichungen  addiert: 

2.2.2         47       ,      ,    .    -. 

=  -rr—;  durch  2  div. : 


X        y        z         120 

A  +  A  +  ±=_iZ_... 

x^  y^  z        240 

Hiervon  I: 1 =-7-  subtr.: 

X        y  6 


(S) 


'  '  =34f 


z        240  ' 
S  um  n  vermindert  giebt  ?/, 

S       „     ni  „  n         X, 

4.  Aufgabe.      I.     6a;y +  7a;— 10?/  =  22; 
n.     'ixy  —  ^x-\-   8y=19. 

Enthalten  die  Gleichungen  aufser  den  einfachen  Unbekannten 
nur  noch  ihr  Produkt,  so  bringt  man  die  dasselbe  enthaltenden 
Glieder  auf  ihr  kleinstes  gemeinsame  Vielfache,  um  durch  Addition 
(resp.  Subtraktion)  eine  Gleichung  ohne  dieses  Produkt  zu  erhalten, 
aus  der  hierauf  eine  Unbekannte  zu  berechnen  und  ihr  Wert  in 
eine  der  gegebenen  Gleichungen  zu  substituieren  ist.  Ohne  diese 
Regel  würde  man  aus  den  gegebenen  Gleichungen  für  jede  Un- 
bekannte einen  die  Lösung  erschwerenden  mehrgliederigen  Nenner 
erhalten. 

Daher  I  mit  2  mult:  12a;?/ -|- 14a;  — 20?/ =  44 
n    „     3       „       12a:y-    9a:-f-24?/  =  57 


durch  Subtr.: 

23a;- 

-44?/ ==—13 

44?/— 13 
^             23         •  •  • 

.(A) 

In  II  substituiert: 

.      44y  — 13 

^y    23 

.    44y  — 13 
^'        23 

+  8y^ 

176/: 

=  19; 
=  398; 

y 

—  ^88 

=  +  1,50378. 

Damit  ergiebt 

sich  X  aus  A. 

Man 

findet: 

^1 

=  1,87680; 

2/,= 

1,50378; 

^2 

=  -3,44202; 

2/2  = 

-  1,50378. 
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5.  Aufgabe.  I.     17a; -f  19?/==  195; 

IL     I3a;+15f/=151. 

Die  Lösung  kann  dadurch  vereinfacht  werden,  dafs  man  durch 
Multiplication  der  Gleichungen  mit  kleineren  Zahlen  wenig  von 
einander  abweichende  Coefficienten  herstellt. 

Daher    I  mit  3  mult.:  51a:  + 57?/  =  585 
II    „     4      „       52a:  4-60?/  =  604 


durch  Subtr.     x-\-   3?/=  19  .  .  .  .  (Y) 

Die  Substitution  von  a:=19  —  dy  in  11  (z.  B.)  läfst  nun  mit 
einfacherer  Rechnung  y  finden. 

6.  Aufgabe. 

I.      1,36274a:  — 0,89156?/  — 0,64439z +  2,162834w=    5,71943; 

n.      3,06768a:  +  2,64376t/  —  0,47264  z  —  8,82261  w   =  —  3,48327 ; 
in.  —  6,89484a:  -f  0,37722?/  +  6,04580z  —  0,87292w   =  18,64654 ; 
IT.      8,93323a:  —  7,76685?/  +  0,98243z  —  3,474762<   =  54,10049. 

Aufgaben  dieser  Form  kommen  in  der  angewandten  Mathe- 
matik (Astronomie,  Physik,  Chemie  u.  s.  w.)  häufig  vor. 

Mittelst  der  Logarithmen  dividiere  man  jede  Gleichung  durch 
den  Coefficient  von  x  und  suche  alsdann  die  Differenz  zwischen 
je  2  auf  einander  folgenden  Gleichungen,  wodurch  man  in  dem 
hier  gegebenen  Beispiele  3  Gleichungen  von  der  Form  der  ur- 
sprünglich gegebenen  erhält,  die  nur  noch  die  Unbekannten  ?/,  z 
und  u  enthalten.  Man  vergesse  hierbei  nicht,  die  vorgekommenen 
Logarithmen  aufzubewahren,  da  dieselben  in  der  Folge  wieder,  ge- 
braucht werden.  Dasselbe  Verfahren  ist  nun  zu  wiederholen,  indem 
man  jede  der  3  Gleichungen  durch  den  Coefficient  von  y  dividiert 
u.  s.  w.  Zuletzt  erhält  man  nur  noch  eine  Gleichung  mit  u  und 
daher  u  selbst,  welchen  Wert  man  in  diejenige  der  vorausgehen- 
den Gleichungen  einsetzt,  welche  nur  z  (mit  dem  Coefficient  1) 
und  u  enthält,  um  daraus  z  zu  berechnen. 

In  gleicher  Weise  ergiebt  sich  ?/,  dann  x. 

Daher  I  durch  1.36274,  H  durch  3,06768,  HI  durch  —  6,89484, 
IT  durch  8,93323  dividiert,  giebt: 

I*.  X  —  0,65424y  —  0,47286z  -f  1,58712  w  =  4,19701 ; 

n*.  a:-h0,86l81?/  — 0,15407z  — 2,87599w=— 1,13547; 

m*.  a:  —  0,0547l2/  — 0,87686z +  0,12660w  =  — 2,70442; 

JV*.  a:  — 0,869 13?/ +  0,1 0997z  — 0,38897    =6,05610. 

Vermindert  man  jetzt  11*  um  I*,  11*  um  III*,  lU*  um  IT*, 
so  erhält  man: 
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P.     1,51605?/  4-  0,318792  —  4,46311  u  =  —  5,33248  ; 
m     0,91652?/  +  0,722792  —  3,00259  u  =  1,56895 ; 
mo.     0,81472?/  —  0,986832  -f  0,51557  w=  —  8,76052. 

P  durch  1,51605,  W  durch  0,91652,  Hio  durch  0,81472  divi- 
diert, giebt: 

lo-     y  -h  0,210282  —  2,94391  u  =  —  3,51735 ; 
no.     y  +  0,788632  —  3,27608w  =  1,71 186; 
nio.     ?/  —  1,21 1252  +  0,63282  w  =  —  10,75280. 

Ho  um  lo,  IIo  um  IIEo  vermindert,  giebt: 

P*.     0,578352  — 0,33217  w==   5,22921; 
n**.     1,999882 --3,90890w=  12,46466. 

I**  durch  0,57835,  H**  durch  1,99988  dividiert,  giebt: 
I*.     2  — 0,57434w  =  9,04160; 
n*.     z  —  l,95457w  =  6,23270. 
I:,.  um  11:,.  vermindert: 

l,38023w==  2,80890; 
w  =  2,03510. 

In  I*  substituiert:  2—1,16884  =  9,04160; 

2=10,21044. 
Beide  Werte  in  Iq  substituiert: 

y  H-  2,14702  —  5,991 13  =  —  3,51735; 
y  =  0,32676. 
Alle  3  Werte  in  I*  substituiert: 

X  —  0,21378  —  4,82814  +  3,22994  =  4,1 9701 ; 

a;  =  6,00899. 

7.  Aufgabe.  I.     a^x -\-b^y  =  k^; 

n.     a^x-i-b^y  =  k^. 
I  mit  ög  mulL:     a^b^x  -{-  b^b^y  =  k^b^ 


k,  b^  —  k..b. 
durch  Subtr.     x 


«1^2— «2  ^ 


Multiplic.  man  I  mit  a^,  II  mit  a^,  so  ergiebt  sich  in  gleicher 

Weise :  »  i 

^  a,k^-a,k^ 


U/  — 

«1^2  ^3 

-fli^gü^+a 

K^i 

~  «2  ^1^3  ■+"^3*1^2  — 

■«3  ^2^1 

«1^.^3- 

-a^k^c^  +  a. 

K<^i- 

-a,k^c,-^a,k^c,- 

a.,k^c. 

y  — 

«1^2^3- 

-a^b.c.-ha, 

^3^1 

-a,ö,c,-ta,b^c,- 

-^sh^i 

■r  

a^b.k^- 

—  a^h^k^-^a,^ 

KK 

-«2^^3  +  «3^^'2- 

-S^^i 
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S.Aufgabe.     I.     a^x-\-b^y  -\- c^z  =  k^; 

n.     a.^x  +  b^y  +  c.^z  =  k-^', 

m.     a^x-{-b^7j-{-c^z  =  k^. 

Multipliciert  man  I  mit  c^,  11  mit  c^  und  subtrahiert,  so  ver- 
[schwindet  z.  Dasselbe  wird  noch  einmal  aus  IE  und  rH  eliminiert, 
indem  man  11  mit  c^,  III  mit  c^  multipUciert  und  subtrahiert.  Man 
hat  nun  2  Gleichungen  mit  2  Unbekannten  (o;,  y),  die  z.  B.  wie 
in  der  vorhergehenden  Aufgabe  aufgelöst  werden  können.  Man 
findet: 


(W) 


Zusatz.  Eine  Betrachtung  der  Auflösungen  der  7.  und  8. 
Aufgabe,  sowie  der  Auflösungen  eines  Systems  von  n  Gleichungen 
mit  n  Unbekannten  überhaupt,  führt  zu  den  folgenden  merkwür- 
digen Ergebnissen: 

a)  Die  Nenner  sämtlicher  Auflösungen  sind  gleich. 

ß)  Anstatt  behufs  der  Auflösung  eines  Systems  von  n  Gleichun- 
gen mit  n  Unbekannten  der  Form : 

ax-\-by -{- cz-\-  . .  ,=k 
die  mühsamen  Rechnungen  auszuführen,  wie  wir  sie  bisher  kennen 
gelernt  haben,  kann  man  kürzer  in  folgender  Weise  verfahren: 

Man  bildet  zuerst  den  Nenner  der  Auflösungen,  indem  man 
bei  n  Unbekannten  aus  den  Zahlen  1,2,  3,...  w  alle  möglichen 
Versetzungen  aufstellt.     Man  findet  dieselben 

für  2  Unbekannte:  12,  21; 

„3  „  123,  132,  213,  231,  312,  321;  .  .  .  (Y) 

„4  „  1234,  1243,  1324,  1342,  1423,  1432, 

2134,  2143,  2314,  2341,  2413,  2431, 

3124,  3142,  3214,  3241,  3412,  3421, 

4123,  4132,  4213,  4231,  4312,  4321. 

Denkt  man  sich  nun  die  1.  Zahl  einer  solchen  Verbindung 
als  Index  von  a  (des  Coefficient  von  x  —  siehe  a^,  a^,  a^  in  der 
8.  Aufg.),  die  2.  Zahl  als  Index  von  b  (des  CoefF.  von  y)  u.  s.  w., 
80  erhält  man  die  Glieder  des  gesuchten  Nenners.  Bei  3  Un- 
bekannten würden  sich  demnach  aus  Y  für  den  Nenner  die  Glieder 
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Ö'l^2^3'    «1^3^2»    «.^1^3»    «2*3^1'    «.  ^  ^2»    «3^2^!    '    '    '     '    i^) 

ergeben  (vergl.  N  mit  den  Nennern  der  Auflösungen  W  in  der 
8.  Aufgabe).  Damit  ist  freilich  noch  nicht  das  Vorzeichen  der 
Glieder  bekannt.  Um  auch  dieses  zu  bestimmen,  verbinde  man 
den  1.  Index  des  Gliedes  (also  den  Index  von  a)  der  Reihe  nach 
mit  jedem  folgenden  Index  (von  ft,  c,  .  .  .),  dann  den  2.  Index  des 
Gliedes  (also  den  Index  von  b)  mit  jedem  folgenden  u.  s.  w.  Um 
z.  B.  für  das  im  Nenner  der  Auflösungen  eines  Systems  von  5 
Gleichungen  mit  5  Unbekannten  enthaltene  GHed 

3    2    4     o     1 

das   Zeichen    zu    bestimmen,   würde   man   folgende  Verbindungen 
jedes  Index  mit  jedem  folgenden  aufzustellen  haben: 
32,34,35,31  |  24,  25,  21  |  45,41  |  51. 

Von  diesen  schreiten  34,  35,  24,  25,  45  in  der  natürlichen 
Zahlenreihe  vorwärts,  dagegen  32,  31,  21,  41,  51  rückwärts. 

Je  nachdem  nun  eine  gerade  oder  ungerade  Anzahl  der 
aus  dem  Gliede  abgeleiteten  zweizahligen  Verbindungen  in  der 
natürlichen  Zahlenreihe  rückwärts  schreitet,  ist  das  Glied  positiv 
oder  negativ. 

Da  hier  5  solcher  Verbindungen  (32,  31,  21,  41 ,  51)  rückwärts 
schreiten,  so  ist  das  Glied  negativ. 

Das  5.  Glied  des  Nenners  der  Auflösungen  der  8.  Aufgabe 
heilst  ög^jC^  (s.  N).  Die  zweizahligen  Verbindungen  jedes  Index 
mit  jedem  folgenden  sind  hier  31,  32,  12.  Von  diesen  schreiten 
31,  32,  also  2  Verbindungen,  rückwärts,  folglich  ist  das  Glied 
positiv  (s.  das  5.  Glied  der  Nenner  von  W  in  der  8.  Aufg.). 

y)  Um  auch  für  die  Auflösung  irgend  einer  Unbekannten  den 
Zähler  zu  bestimmen,  hat  man  einfach  in  dem  durch  Abschnitt/^ 
gebildeten  Nenner  für  den  Coefficient  dieser  Unbekannten  das  con- 
stante  Glied  {k)  zu  setzen.  Den  Zähler  für  die  Auflösung  von  ij 
in  der  8.  Aufgabe  würde  man  mithin  dadurch  erhalten,  dafs  man 
in  dem  schon  nach  ß  gebildeten  Nenner  für  den  Coeff.  von  i/, 
also  für  &,  die  Constante  k  einsetzt  (vergl.  in  W  den  Zähler  von  y 
mit  dem  zugehörigen  Nenner). 

Anmerkung.  Abschnitt  ß  enthält  die  Grundprincipien  der 
„Determinanten",  einer  Disciplin,  die  hier  nicht  weiter  verfolgt 
werden  soll. 

4.     Die  Comparationsmethode. 

Auch  Combinations-,  Reductions-  und  Gleichsetzungsmethode, 
oder  Elimination  durch  Aequation  genannt. 

Man  berechnet  aus  jeder  Gleichung  dieselbe  Unbekannte  und 
setzt  die  für  dieselbe  erhaltenen  Ausdrücke  einander  gleich.  (Vergl. 
l,V,Zu8.) 
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I.Aufgabe.     I.    3a;4-72/  =  61;     ü.    Ax  —  9y  = 


^       j             61— 7f/  ^ 

Aus  i:  x== ^        ,  aus  IL:  x 


Nach  §.  3,  2  ist  nun: 

61-7?/ 


4 

9?/  +  8 


.  (A) 


In  A  substituiert:  x 


3  4 

61—28 


2.  Aufgabe.         I     2x+    dp    +Az==b; 
n.     6a;—   7?/    +8^  =  9; 
m.   10a;-i-lli/-i-12z=13. 

A         T                5  —  2x  —  3w  ... 

Aus    I:      2:  = 1 ^  .  .  .  .  (A) 


U:      z  = 


9  —  Qx+7y 


IH:       2  = 


13  —  10^  —  11!/ 


12 


(B) 
(0). 


Nacli  Satz  1 ,  HI  dieses  §  lassen  sich  aus  den  3  Gleichungen 

A,  B  und  C    2    von   einander   unabhängige   Gleichungen   ableiten 

und  zwar: 

h  —  2x  —  'dy        9  — 6a;+7?/       , 
_ y_^ _ .  oder 

I*.     2x—ldy  =  -i. 


aus  A  und  B: 


„      A     „      C: 


2x—Sy        ld—10x  —  \\y 


oder 


4  12 

n*.     2x  +  y  =  —  \. 

Um  I*  und  11*  nach  derselben  Methode  aufzulösen,  berechne 
man  aus  I*:  13y 1 

I  ....  TT*. i+y 

I 

ch 


aus  IL*:  x  = 
aus  D  und  E:    ^^^f^ 


In  E  substituiert:  x- 


14y  =  0; 
1+0 


.     (D) 

.  .  (E) 

l+y. 


Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     III.  Teil. 
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5-.(-{)-0 
Beide  Werte  in  A  substituiert:  2:  = =  H- 

Anmerkung.  Für  den  Ungeübten  wird  es  von  Wichtigkeit 
sein,  zu  wissen,  in  welchem  Falle  die  eine  oder  andere  Methode 
am  besten  anzuwenden  ist. 

Enthält  die  Gleichung  1.  Grades  in  Bezug  auf  dieselbe  Un- 
bekannte verschiedene  Coefficienten,  so  nimmt  man 

a)  bei  kleineren  speciellen  Coefficienten  (also  bei  kleineren 
ganzen  Zahlen  und  nicht  sehr  zusammengesetzten  Brüchen) 
die  Substitutionsmethode ; 
/S)  bei  allgemeinen  Coefficienten  oder  unbequemen  speciellen 
Zahlen  (vielstelligen  Decimalbrüchen  od.  gemeinen  Brüchen 
mit  grofsen  Zahlen)  die  Additionsmethode. 

Bei  gleichen  Coefficienten  ist  stets  die  Additionsmethode 
anzuwenden. 

Die  Comparationsmethode  wird  man  nur  dann  benutzen,  wenn 
die  gegebenen  Gleichungen  schon  die  Form  A  und  B  des  vor- 
stehenden 1.  Beispiels,  oder  A,  B,  C  des  vorstehenden  2.  Beispiels 
haben. 

Kommt  1  Unbekannte  nur  im  1.  Grade,  die  übrigen  Unbe- 
kannten in  höherem  Grade  vor,  so  ist  die  Substitutionsmethode  zu 
benutzen  (s.  2.  Satz,  8.  Aufg.). 

Sind  die  Gleichungen  in  Bezug  auf  sämtliche  Unbekannte  von 
höherem  Grade,  so  ist  die  unten  im  7.  Satze  gegebene  Methode 
anzuwenden. 

Die  Bezout'sche  Methode  (s.  den  folgenden  Satz)  ist  nur  dann 
zu  benutzen,  wenn  viele  Gleichungen  gegeben  sind,  jede  mit  nur 
wenigen  Unbekannten.  Jedoch  ist  in  diesem  Falle  oft  auch  die 
Substitutionsmethode  sehr  bequem  (s.  2.  Satz,  14.  Aufg.).  Die  Be- 
zout'sche Methode  kommt  auch  bei  der  Euler'schen  Auflösung 
(s.  7.  Satz)  in  Anwendung. 

5.    Die  Bezout'sche  Methode. 

Auch  französische  Methode,  Methode  der  unbestimmten  Co- 
efficienten (oder  der  unbestimmten  Faktoren)  genannt. 

Die  geg^ebenen  Gleichungen  mit  Ausnahme  einer  einzigen  mul- 
tipliciere  man  mit  neu  eingeführten  (sogen. Hilfsunbekannten),  z.B. 
die  1.  Gleichung  mit  m,  die  2.  mit  )i  u.  s.  w.  Hierauf  addiere  man 
sämtliche  Gleichungen  (sowohl  die  multiplicierten  als  auch  die  eine 
nichtmultiplicierte)  nach  den  ursprünglichen  Unbekannten  (a-,  f/,  . . . ) 
so,  dafs  die  Coefficienten  derselben  jen>e  Hilfsunbekannten  (w,  w, 
p,  . . .)  enthalten. 


J 
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Will  man  nun  die  Auflösung  einer  der  ursprünglichen  Un- 
bekannten kennen  lernen,  so  setzt  man  die  w,  n^j)  .  .  .  enthalten- 
den Coefficienten  der  übrigen  Unbekannten  =0,  bestimmt  aus 
diesen  neuen  Gleichungen  die  Hilfsgröfsen  fn,  n,p,  .  .  .  und  setzt 
ihre  Werte  in  jene  Summengleichung. 


A 

ufg 

ab 

e. 

I. 

n 

m. 

IV. 

3x-4y  =  H; 
7z -6?/ =  134; 
92:4-5^  =  119; 
3z<4-8a:  =  — 52. 

I 

mit 

7n 

mult. : 

dmx- 

—  Amy=  lim 

II 

« 

n 

»1 

Inz- 

_6wy  =  134?z 

III 

?? 

P 

w 

9pz-\-bpu==n9p 

lY 

(unverändert) 

3u-^Sx   =—52,  ade 

i'dm-\-S)x  —  2i2m  +  dn)y-{-iln-\-9p)z  +  (bp  +  d)u=Um 

4-134w4-119i?  — 52  .  .  .  .  (S) 

Um  nun  z.  B.  z  zu  berechnen,  hat  man  die  Coefficienten  der 
übrigen  Unbekannten  x,  y  und  u  =  0  zu  setzen. 

FolgHch : 
I*   3^4-8  =  0,    n*.   2m4-37z  =  0,    IH*    5iy4-3  =  0. 

Aus  I*:  ?n==  —  — ;     aus  111*:  p  =  —  — ; 

ü 

9  ' 

Setzt  man  diese  Auflösungen  in  die  Gleichungen  I*,  11*,  III* 
ein,  so  mufs  nach  §.  75,  2  die  linke  Seite  der  rechten  gleich,  d.  h. 
3m4-8,  2m-{-dn  und  5j94-3  =  0  werden  und  folglich  geht  die 
Summengleichung  S  über  in: 


aus  n*:  2  ^— — J4-3w  =  0  oder  7i 


O'X 


0.,4-[7.^  +  9(-f)>4-0..^14(-|-) 

4-134.-^+119(-|-)-52,  d.i. 
/112        27  \  112    ,    2144        357        ^^ 

[-9 — — >=-- y-+-9 5--'^' 

(560  — 243)  z  =  — 1680  4-10720  — 3213  — 2340; 
317^  =  3487; 
z=ll. 
In    II  substituiert:    77  —  6?/=134,  oder  y==  —  9|. 
„    III  „  994-5w=119,      „      ?/  =  4. 

„    IV  „  124-8.r  =  — 52,  „      a-  =  — 8. 

14* 
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6.     Auflösung  durch  Kettendivision. 

Man  annulliere  die  gegebenen  Gleichungen  und  ordne  sie  nach 
derjenigen  Unbekannten,  welche  die  kleinsten  Coefficienten  hat, 
oder  bei  höheren  Gleichungen  nach  derjenigen  Unbekannten,  welche 
in  den  niedrigsten  Potenzen  auftritt.  Hierauf  wende  man  auf  beide 
Gleichungen  die  Kettendivision  an,  und  zwar  benutze  man  als 
ersten  Divisor  die  Gleichung  mit  den  kleinsten  Coefficienten,  oder 
mit  den  niedrigsten  Potenzen  der  Ordnungsunbekannten.  Wie  es 
die  Partialdivision  verlangt,  wird  jeder  Rest  zum  Divisor,  wenn  er 
von  kleinerem  Umfange  ist  als  der  so  eben  benutzte  Divisor.  Die 
Kettendivision  ist  beendigt,  wenn  der  Rest  die  Ordnungsunbekannte 
nicht  mehr  enthält.  Setzt  man  diesen  Rest  =0,  so  ergeben  sich 
die  Auflösungen  der  Gleichungen. 

I.Aufgabe.  I.     Qx  +  ly  =  S9; 

Annulliert  und  nach  x  geordnet: 

6a; -f- 7?/— 89  =  0;  —  4a;  +  11z/ —  19  =  0,  oder 
4a;— 11?/ -1-19  =  0. 

Kettendivision : 


(Y) 


6«  +  7y  —  89 :  4a;  —  11  j/ +  19  =  |- 


6a; 


33?/    ,    57 


My        235 


Da  dieser  Rest  die  Unbekannte  a;,  nach  welcher  die  Gleichun- 
gen geordnet  waren,  nicht  mehr  enthält,  so  ist  derselbe  =0  zu 
setzen:  47 f/        235  _ 

2  2     ~~ 

?/  =  5  (Auflösung). 

Anmerkung.  Das  Verfahren  ist,  wie  aus  der  Subtraktion  Y 
hervorgeht,  nichts  anderes  als  die  Additionsmethode. 

2.  Aufgabe.        I.     3a;^-}-2a:?/-f-27  =  2?/. 

n.     2 1/^  4-  27 0;=  \%xxj  -\-  108. 

Annulliert,  nach  y  geordnet  und  die  Kettendivision  ange- 
wandt : 


I 
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,       {^x'  +  1l)y  __££__M±2I 
^Zli x-\       i(x-\f 


{^-\%x-~^)y  +  'nx-m 


1      ,^         3x  +27\  9a;(3a;'  +  27)        (3/  +  27)' 


^— 1  2(0;— 1)' 


27.-108  +  ^^^^4-11--!+^. 

Dieser  Rest   enthält   die   Ordnungsunbekannte  y  nicht   mehr, 
Polglich  ist: 


o;  — 1 


2  (a;  —  1) 


mit  2(a:— 1)    mult.: 


7a;*  +  36o:'  +  57  =  0;  a:^  =  ?/  giebt  ?/'  +  -^==-^ 
Nach  §.77,5,IV(S.74):  ^/ =  o;' ==  - -y- +  ^-^ • /. 


xT    I,  ^  rn    ..             I  /    "^399  — 18    ,1  /y399-l-18     . 
Nach  §.69,44:   x=\/  ^ +  j^  ^^ 1. 

7.     Elimination  der  Gleichungen  höhern  Grades. 
(Beide  Unbekannte  in  höheren  Potenzen  vorhanden.) 

1.  Verfahren.  Man  ordne  die  annullierten  Gleichungen  nach 
der  Unbekannten,  welche  in  einfachster  Gestalt  (in  den  niedrigsten 
Potenzen  u.  s.  w.)  vorhanden  ist.  Macht  man  nun  durch  Multi- 
plication  der  Gleichungen  das  höchste  Glied  der  einen  Gleichung- 
gleich  dem  höchsten  Gliede  der  andern,  also  gleich  dem  kleinsten 
gemeinsamen  Vielfachen  dieser  beiden  Glieder,  so  giebt  die  Sub- 
traktion der  neuen  Gleichungen  einen  Rest,  welcher  jene  Ordnungs- 
unbekannte nur  noch  in  niedrigerem  Grade  enthält.  Wendet 
man  alsdann  dieses  Verfahren  auf  diese  niedrigere  Gleichung  und 
eine  der  gegebenen  an,  so  wird  der  Grad  offenbar  immer  mehr 
verringert,  bis  man  endlich  eine  Gleichung  erhält,  die  in  Bezug 
auf  die  Ordnungsunbekannte  vom  1.  Grade  ist.  Aus  dieser  Gleichung 
bestimmt  man  die  Ordnungsunbekannte  und  setzt  ihren  Wert  in 
die  Gleichung  ein,  welche  in  Bezug  auf  diese  Unbekannte  von 
niedrigstem  Grade  ist. 
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I.Aufgabe.         I.    x^y  =1  xy^  -\-2; 

Annulliert  und  nach  x  geordnet: 

I*.  x^y  —  lxy-  —  2  =  0,    II*.  :r' —  196 y' —  22  =  0. 

I*  mit  X  mult. :     x  y  —  1  x  y"  —  2x  =  i) 
II*    „     y      „         x"  ?/  —  1 96t/*  —  22i/  =  0  subtr. 

7a;V'  +  2a:  — 196/— 22?/  =  0  .  .  .  .  (A) 

1*  mit  7  ij  mult. :     7  x^y'^  —  49  xy^  —  14?/  =  0 

A  (unverändert) :     7  .t'  /  +  2  .r  —  1 96 /  —  22  ?/  =  0  subtr. : 

(49/4-2)0;— 196/— 8t/  =  0. 
^^196/4-8,^ 
49/4-2 


Dies  in  I*  substituiert; 

16/-!/-7/.4//-2==0; 


12/= 2; 

x  =  i'{—  0,55032)  ==  —  2,20128. 


.,55032. 
6 


2.  Aufgabe.  I.     Hxij+xij=-\S; 

Tl.     x^y-\-Z=^1xif. 
Annulliert  und  nach  //  geordnet: 
I*      8a;'/4-a:'?y— 18=0,    II*    2a:/ — ./r/  — 3  =  0. 

IP  mit  4  xy'  mult. :     8  a;'  /  —  4  x^  y^  —  12  .ry  =  0 

1*  (unverändert):        80:^*4-    ^^y  —     18    =0  subtr.: 

4a:'/+12a:/+    ^^V  —    18    =0  .  .  .  .  (A) 
II*  mit  2x^y  mult.:    4a:^/  —  2x^y^  —  6a;*!/  =  0 
A  (unverändert) :  4a;^i/^4-12a:j/^4-^*y— 1S  =  0  subtr. : 

2;r(a:^4-6)/4-7a:'7/—    18   =0  .  .  .  (B) 

n*  mit  o;^  4-  6  mult. : 

2a:Cr'4-6)/-.i:'(a:'4-6)y-3Cr'4-6)  =  0. 
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B  um  diese  Gleichung  vermindert: 


3  a:' 


x'  +  ld 


Dies  in  11*  substituiert: 
3x^ 


2x 


13 


3  a:' 


—  3=0 


a;'4-13 

mit  (a;^4-13)^  mult.: 
18a:'  +  3a:'  (o;'  +  13)  — 3  (o:'  +  13)'=  0 ; 

21a:' =  —507. 

7 

Folglich  0:  =  —  ^^=  — 1,576. 

In  II  substituiert: 

1,576' 7/-H  3  =  —2.1,576/,  oder 
3,152/  +  6,1683?/  =  — 3. 
Die  Gleichung  durch  3,152  dividiert: 

/-f- 1,957?/  =  — 0,95181. 
Nach  §.77,  5,  IV  (S.74)  aufgelöst:  ?/  =  — 0,9785 +  0,0753; 
7y  =  _  0,9032  und  ?/  =  — 1,0538. 

2.  Verfahren.     Die  Euler'sche  Methode, 

Die  gegebenen  Gleichungen  sind  zu  annullieren  und  nach  der 
in  den  niedrigsten  Potenzen  auftretenden  Unbekannten  zu  ordnen. 
Ist  7/  diese  Unbekannte  und  dividiert  man  jede  der  beiden  Gleichun- 
gen durch  den  Coefficienten  der  höchsten  Potenz  von  y,  um  den- 
selben auf  4- 1  zu  bringen  (s.  §.  75,9),  so  erhält  man  2  Gleichun- 
gen von  folgender  Gestalt: 


II.    y"  +  k^ij" 


in  welchen  die  Coefficienten  K^,  K.^..  .,  Ar,,  k.^...  aufser  den  ge- 
gebenen consfanten  Zahlen  auch  noch  die  Unbekannte  x  enthalten. 
Multipliciert  man  nun  I  mit: 

wo  A,  B,  C  neue  Hilfsunbekannte  bezeichnen,   so  erhält  man  die 
Gleichung: 
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+  (K,  +  AK,  +  BK,  +  C)  y"'+"-*  +  ...=(!. 
Eben  so  naultipliciert  man  II  mit : 

y      -hccy      -\-ßy      +ry      H-..-, 

wo  cc,  ß,  y  ,  .  .  gleichfalls  neue  Hilfsunbekannte  bezeichnen,  und 
man  erhält: 

+  (^3  +  «^,  + A,+;')y»'  +  "-*+ .  .  .  =9. 
Vermindert  man  I*  um  II*,  so  ergiebt  sich: 

+  ...=0. 
Setzt  man  die  Coefficienten  dieser  Gleichung  =0,  also 

]{^-{-A/{^-i-B  —  k^  —  ak^  —  ß==0 

U.  8.  W. 

SO  hat  man  w  +  w  —  1  Gleichungen,  welche  die  ?n-\-n  —  1  Un- 
bekannten X,  A,  B,  C .  .  .,  «,/?,/...  enthalten.  In  Bezug  auf  die 
m-^-n  —  2  Hilfs unbekannten  A^  B  ...^  a,  ß  ...  sind  diese  Gleichun- 
gen vom  1.  Grade  und  folglich  macht  ihre  Ehmination  auch  keine 
Schwierigkeit  (s.  I.Satz,  VI,  D).  Mithin  bleibt  nur  1  Gleichung 
mit  X  allein  übrig,  die  diese  Unbekannte  jedoch  in  verschiedenen 
höheren  Potenzen  enthält. 

8.      Einige   Vorteile   und   Kunstgriffe    bei    der   Auf- 
lösung von  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 

I.     Für  zusammengesetzte  bekannte  Ausdrücke  führt 
man  einfache  Zeichen  ein.' 

Ist  z.  B. 

(^a  —  U-^^c)x—{bb+^c  —  ld)y^a'\-h  —  c-d. 
gegeben,  so  rechnet  man  dafür  mit 

ax  —  ßy  =  Y  (s.  §.77,  1,  14.Beisp.). 

IL     Die  gegebenen  Gleichungen  sind  oft  durch  Radi- 
cieren  zu  vereinfachen. 

Statt  Za(2x-{-yf^=2h{x  —  2yf  wird  man  daher" 

V'da&x^-yf^ Vuix-'2y)\  d.  i. 

yda'{2x  +  y)^y2l?'(x  —  2y),  dafür  aber 

(2  VU  -}-  I/Sä)  y  =  iVfb  —  2  Yz'a)  x 
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setzen,  weil  alle  Glieder,  welche  dieselbe  Potenz  einer  Unbekann- 
ten als  Faktor  enthalten,  stets  in  ein  Glied  zusammengezogen 
werden  müssen. 

Anmerkung.  Eine  andere  wesentliche  Vereinfachung  ist  dann 
möglich,  wenn  sich  die  annullierte  gegebene  Gleichung  als  Pro- 
dukt darstellen  läfst,  wie  schon  durch  die  Aufgaben  16  bis  18  im 
2.  Satze  gezeigt  worden  ist. 

III.  Enthalten  mehrere  Gleichungen  denselben  Aus- 
druck, so  kann  die  eine  Gleichung  oft  durch  die  andere 
vereinfacht  werden. 

A.  Sind  die  Constanten  Glieder  gleich,  so  subtrahiert  (oder 
addiert)  man  die  Gleichungen,  um  die  hierdurch  entstehende 
Gleichung  statt  einer  der  gegebenen  zu  benutzen. 

I.Aufgabe.        I.     7a;— 5?/  =  62 -f  5a; 
n.     4a:— 9?/ =  62+ 5«. 
Durch  Subtraktion  der  Gleichungen: 
3^  —  4^  =  0. 

A  1/ 

Hieraus  folgt  x  =  —~,  welches  z.  B.  in  11  substituiert  werden 
kann. 

2.  Aufgabe.    L     bx-^ay  +  2b  =  ly  —  2ax-\'^a; 

n.     dax  —  dy  —  3a  =  lx-\-Aay  —  2b, 
Dafür  (s.  die  Anmerk.  in  Abschn.  II): 

I.     (5  +  2ö)a;-f-(a--7)!/  =  3a  — 2^: 
n.     {da  —  l)x  —  iAa  +  9)y^Za  —  2b. 
Durch  Subtraktion: 

(12  — ö)a:-f-(5a  +  2)?/  =  0 

^  _  iba  +  2)y 

In  1  substituiert  u.  s.  w. 

B.  Enthalten  mehrere  Gleichungen  denselben  unbekann- 
ten Ausdruck,  so  ist  in  der  Regel  eine  wesentliche  Vereinfachung 
dadurch  möglich,  dafs  man  diesen  Ausdruck  aus  der  einen  Gleichung 
berechnet  und  den  dafür  erhaltenen  Wert  in  die  übrigen  Gleichun- 
gen für  jenen  Ausdruck  einsetzt. 

I.Aufgabe.         I.     \ßx—9y^^a 
n.     4a;  +  3i/  =  &. 

Da  I:  (4  a; -f- 3?/)  (4  a;  —  3y)  =  a  und  der  Gleichung  11  zufolge 
4a; 4- 3^  =  ^  ist,  so  wird  aus  jener  Gleichung: 
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b{Ax  —  Sy)  =  a,    oder  Ax  —  3t/  =  — , 
welche  Gleichung  in  Verbindung  mit  11  aufzulösen  ist. 

Anmerkung.  Dieselbe  Regel  kann  mit  anderen  Worten  auch 
als  Division  der  einen  Gleichung  durch  die  andere  dargestellt  wer- 
den.    Dividiert  man  hier  I  durch  11,  so  erhält  man  gleichfalls: 

4x  —  öy  =  —. 

2.  Aufgabe.      I.   x^-\-xy^  =  ai        IL   x^y-\-y^  =  h. 
Dafür:     I.  a:(a:' +  /)  =  «;     II.   y(.r' +/)  =  &. 

Aus  II:  x  -f-?/  = — ,  in  I  substituiert: 

=  a,  folglich  ay  =  bx  .  .  .  .  (A) 

Diese  neue  Gleichung  und  eine  der  gegebenen,  z.  B.  I,   sind 

nun  aufzulösen. 

b  X 
Aus  A:     v== »  in  I  substituiert: 

,2      2 
3    ,  b    X 

X  +x ^  =  ö; 

a 


{a'  +  b')x'='d 


X' 


Va'  +  b' 

In  A  substituiert :  y  =  -3 . 

f  ?+? 

3.  Aufgabe.    I   a{x-\-y)={x  —  tjf-,    11.   b{o^  —  t/')=a;^ 

A      T         ,          (^  —  yf 
Aus  I:     x-^-y^^- ^^. 


In  II  substituiert! 


j.to^.(^_y)=,^ 


{x  —  y)  =-^;  >/: 
4 


-(,±)/^),. 
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x  + 

yVv\ 

X 

= 

X  — 

■Tj/f 

— r3 

x 

a 

2+j/ 

a 

= 

±v 

a 
b 

x\  u. 

8.  W. 

4.  Aufgabe. 


I. 
IL 


x-\-y  ^  xy-\-\ 
x  —  y'  xy—\ 

X     y^-\ 

y  ' 


=  a\ 


=  b. 


X  — 1 
Ausmultipliciert  und  die  Nenner  beseitigt: 

I.     x%j-^x  +  X)f-{-y  =  a{x^ij  —  x  —  xy^  +  y)', 
II.     xy^  -\-x  =  bx^y  —  by. 
II  in  I  substituiert: 

xy-^y-^bx^y  —  by  =  a[x^y  +  y  —  {bx^y-'by)]; 
Durch  y  dividiert: 

x^  -}-\  -{-bx  —  b  =  ax^  -{- a  —  ab x^  -\- ab ', 


X 


■\/  ab+a-\- 
^   ab  —  a  + 


2(a— 1)' 


b-^X        ^    ^  '    a&  — a  +  ö  +  r 

IV.    Durch  Multiplication  der  Gleichungen  kann  zu- 
weilen die  Lösung  einfacher  werden. 

Aufgabe.     I.     3  (7.r  +  5?/)/  =  (lla:--22/)^t/^ 

n.       {lx  +  hijfy^  =  ^%{\\x  —  2y)x\ 

Die  Gleichungen  nach  §.  11,  10,  Zus.  multipliciert : 

3(7^  +  5t/)'a;V'  =  48(lla;-22/)*a;'/; 

{lx^hyf  =  \^(nx-1yf',    y: 
lx-\-hy  =  +  \{nx  —  2y)', 
lx-\-hy  =  ±^Ux'^%y\ 

1)  132^  =  37^: (A) 

2)  Zy  =  h\x  oder  y  =  llx  (B) 
37£ 

13 


Aus  A  z.  B 
185 


in  I.  substituiert 


n^^^+-T3-;^=( 


Wx 


lAxV  37*.-r* 


13 


13* 


durch  X   div.: 
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37'(11.13— 74f  a;'  =  3(7.13  4-185).13'; 

.T  = 5 K  3  ,    U.  8.  w. 

37' -69 

V.     Haben  alle  Gleichungen  die  Form 
ax    ,    cij    . 

so  wird  die  Auflösung  gewöhnlich  dadurch  einfacher,  dafe 
man  jede  Unbekannte  gleich  einem  Produkt  aus  einer 
neuen  Unbekannten  und  dem  kleinsten  Vielfachen  der 
zugehörigen  Nenner  setzt. 

LAufgabe.    I.  ^  +  if  =  22;    H.  ^-J^  =  3. 

Es  sei  x==u  multipliciert  mit  dem  kleinsten  gemeinsamen 
Vielfachen  von  12  und  16,  also  ^  =  48w,  ferner  ?/ =  2;  muhipliciert 
mit  dem  kleinsten  gemeinsamen  Vielfachen  von  21  und  14,  also 
y  =  \1v.     Damit  gehen  die  Gleichungen  über  in: 

48w    ,    4-42t;       __        ,   48w        42?;       ^       , 

4w-f  8^  =  22  und  3w  — 3^  =  3;  oder 
I*    2w-h4t;=ll.    n*.   u  —  v  =  \. 
Jetzt  ergiebt  sich  sehr  leicht  11  =  1^,  v=\\\  folglich  ist: 
a;  =  48w==48-2|=120,  ?/==42y  =  42. 1|  =  63. 

2.  Aufgabe.       I     — ^ l—  =  h'-a'', 

n.  -^  +  _/_4.2  =  «^+&l 
^>'+l      «+1 

Es  sei  x  =  {a—\){b^-^\)u',   y  =  {a+\){h'  —  \)v  .  .  .  (A) 
Der  1.  Bruch  wird  damit: 

^-^ ' — - —  oder  yh  -\-\)u  u.  s.w. 

a  — 1 

FolgHch :     I*.     {h^ -ir\)u  —  {a  -\-\)v-=^h'  —a\ 

n*.     {a'-\)u  +  {b'-\)v  =  a'  +  b'-1. 

I*  mit  &^  — 1,  n*mit  ö^-j-l  mult.: 

{b'  ^X)u-{a'  +  \){h'  -i)v  =  h'  -a'  b'  -h'  +a''. 

la'  -\)u  +  la'  -\-\)\b'  •^\)v^a'  -^d'b'  -a'  +  b'  --2. 
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Beide  Gleichungen  addiert: 

In  I*  substituiert:   b^  +  l—{a  -\-\)v  =  b^ —  a; 

v  =  l. 
Nun  ergiebt  sich  aus  A: 

S,  =  («^  +  l)(ft^-l).l=(a^-l)(&^-l). 
3.  Aufgabe. 

2(a  +  ö)  4  (3a  —  2b) 

Es  sei  a;  =  4(a  +  &)!<;     y  =  n(da  —  2b)v...(A);  folglich: 

I*.   (2a4-3&)w+2(a  +  2&)i^  =  28«^4-73a&  +  39&^ 

n*.    2(4:a—b)u  —  3(a-{'db)v=l^a—Q9ab  —  CAb\ 

Man  multipliciere  nun  I*  mit  3(ö-h3&),  11*  mit  2(a4-2i>). 
Hierbei  sind  die  Produkte  der  zu  eliminierenden  Unbekann- 
ten (hier  t;)  nicht  auszumultiplicieren,  wohl  aber  alle  übrigen 
Produkte.     Daher: 

I*     {Qa^-i-21ab  +  21b^)u  +  Qia+db)ia-\-2b)v 

=  84a^  +  471«'ö4-774a&'  +  35U^ 

n*.    (\Qa+2Sab  —  Sb^)u  —  Q(a-i-db)(a  +  2b)v 

=  2Qa—SQab  —  404  ab"^  —  256  b\ 

Beide  Gleichungen  addiert: 

(22a' +  55a&  +  19&')w==  110a' +  385  «'ö-f-370a&'  +  95&^ 

110a^  +  385a'ö  +  370a&'-l-95&^ 
w  =  — 


22a'-f55a&  +  19&' 

Auf  derartige  Quotienten  ist  stets  die  Partialdivision  anzu- 
wenden, selbst  für  den  Fall  des  Nichtaufgehens  (s.  §.  66, 10).  Die- 
selbe giebt:  w  =  5(a-|-&). 

Aus  A:    a:==4(a  +  &)-5(a  +  &)=20(a  +  ^^f. 
Dies  in  I  substituiert: 

10a'  +  25a^^-M5^>^4-   i^  +  ^^^.^,  =28^^^  + 73^^ +  39r^ 
6  (3  a  —  2  b) 

ia  +  2b)y  _,8^2^48„j  +  246l 


6(3a  — 2ft) 
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Hier  ist  zunächst  zu  untersuchen,  ob  sich  die  Gleichung  durch 
a-\-2b  dividieren  läfst.     Man  findet: 

^  =18ö  +  12^?;  folglich: 


6(3«  — 2^>) 

VI.  Für  zusammengesetzte  unbekannte  Ausdrücke 
setzt  man  einfache  Zeichen,  wenn  die  Zahl  der  Unbe- 
kannten in  den  neuen  Gleichungen  eben  so  grofs  bleibt, 
als  in  den  gegebenen. 

I.Aufgabe.     I.  2a;  +  7?/  =  24;     IL    x-^-y  +  aYx -\'y  =  2\. 

Setzt  man  yx-\-y  =  Uy  so  enthält  Gleichung  11  nur  eine  Un- 
bekannte und  zwar:  2   ,    ^         «. 

u  +4w  =  21; 

(w-3)(w  +  7)  =  0. 

1)  w_3  =  o,  w  =  3. 

Folglich  yx-i-y  =  d  oder  x-\-y  =  9. 
Aus  dieser  Gleichung  und  I  folgt: 

«/  =  3  und  x=l^. 

2)  w  +  7  =  0,  u==  —  l. 

Folglich  yx-\-y=^  —  7  oder  o; -f- ?/ ==«  49. 
Aus  dieser  Gleichung  und  I  folgt: 

^  =  63f;  y  =  -Ui. 


2.  Au 

fgabe. 

I. 

9 
2x 

4 

=  15; 

n. 

3a:  ^  y 

:29. 

Man 

1 

—  =  ?;  zu 

denke  sich  -^ 
setzen. 

1 

*  x' 

4     1 

5*2/ 

u.  s.  w. 

y 

I*. 

9w 

4v 

=  15; 

2 

f 

II*. 

Tu 
3 

+  t;  = 

29. 

Hier  findet  man  u  = 

=  6,  v=\b, 

d.i. 

1  _ 

X 

=  6,    ^ 

=  15 

oder 

'  x== 

1 

1 
~  15' 

folglich  ist  —  =  Uj 
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1  1 

Auch  hätte  man  -^ —  =  w,  - —  =  v    setzen    können,    um    die 
6  a;  5?/ 

Brüche  zu  vermeiden  (s.  V). 

S.Aufgabe.     I.   x^-\-tf  =  a\    II.   xy  =  h. 

Aus  II:     y= — ,  in  I  substituiert: 

X 

X 

C     ,     7^  3 

X  -f-0  =ax . 


x^==u,  folglich  x^'  =  u    gesetzt: 

2  ,3 

u  —  aii^=  —  0  . 
Nach  §.  77,  5,  lY  findet  man  w,   d.  i.  x^  und  folglich  auch  x. 

6  4  

4.  Aufgabe.     I.     V?/' —  4.^1/0;' =2; 

3  _  _  3 

IL    \ßxyx—\i2x^yx  +  lijyy^  =^2S. 

Gleichungen  mit  unbekannten  Wurzeln,  wie  die  vorstehende, 
verwandelt  man  stets  in  rationale,  indem  man  zunächst  gebrochene 
Potenzexponenten  einführt.  Alsdann  setzt  man  jede  Unbekannte 
gleich  einer  neuen  Unbekannten  mit  gebrochenem  Exponent,  für 
welchen  man  als  Nenner  das  gröfste  gemeinsame  Mafs  der  Zähler 
der  Exponenten  der  ursprünglichen  Unbekannten  und  als  Zähler 
das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der  Nenner  nimmt. 

5_  7_ 

Daher:      I.    i/^— 4a;*=2; 

_4  ZA 

n.     16a:'  — 112a;' +77/ =  28. 

7       4       7 
Die  Exponenten  von  x  sind  — ,  -^,  -^.  Das  gröfste  gemein- 

4       o       ^ 

same  Mafs  der  Zähler  ist  1 ,  das  kleinste  gemeinsame  Vielfache  der 

n 

Nenner  =12.     Daher  ist  x  =  u^  =ii^^  zu  setzen.     Die  Exponen- 

5  5  I 

ten  von  y  sind  -x-  und  — ,  folglich  y  =  v' . 

Man  erhält: 

5 


I.    L"')  -4(k'^)'=2 
n.     16(«"f-ll2(«"f+7(/) 


5^ 
6\S 


28. 
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Oder:     I*.     v—Au^^  =  2; 

n*.     16w''— 112w''  +  7/  =  28. 

Aus  I*:     «;  =  4w^'4-2 (A) 

Dies  in  11*  substituiert: 

16«'"— 112?/^+112m^'+112m"  +  28  =  28; 

112«"  =  -16«'". 

Zunächst  durch  u     dividiert ,  folglich  w  =  0  und  aus  A  f  =  2 

e_        5 

daher  x  =  u^'  =  0,  y  =  v^  ^Vl^  =2,2974. 
Nach  der  Division:     112 w^  =—16; 

w  =  — -^  =  -0,67761. 

Vi 

Aus  A:    v  =  4.(- 0,67761)'' 4-2  =  1,9988711. 
Nun  ist  x  =  u^=  (—0,67761)^^  =  0,0093705; 

5  5 

j,  =  y/  ="Kl,998871l'  =  2,2958. 
5.Aufgabe.      I.     -^-11^ -11  =  (2^4- 9)-?^-^; 

^  ^  ^  y     xVJ     ' 

Es  sei  yx==Uf   y^=v,   also  x  =  u^y   y^v^. 
Aus  I  wird  nun: 

U  V  U    V  V 

/-9w'  — 81=(22;'  +  9)w'; 
/  — 81=2w%^+18M^ 

I*.     (?;'4-9)(2;'-9  — 2w^)  =  0. 
Aus  n  wird:      v     ,    3u         9 

W  V  UV 

/  +  3w'  =  9  4-w%; 
t;^_9  =  w^(t;-3); 
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n*.     iv  —  3){v  +  3  —  u^)  =  0. 

I*  und  n*  sind  wie  die  16.  und  17.  Aufgabe  im  2.  Satze  zu 
lösen.     Daher : 

1)  t;2_(_9=:0  und  v  —  3  =  0,  d.i. 

y-j-9  =  0  und  }/^— 3  =  0;  folglich: 
y  =  —  9;  y  =  9. 

Da  sich  beide  Auflösungen  widersprechen,  zugleich  auch  x 
nicht  gefunden  werden  könnte,  so  hat  diese  Auflösung  keine 
Giltigkeit. 

2)  i;2_j_9  =  o  und  v  +  d  —  u=0; 

Aus  der  1.  Gleichung:  v  =  —  9,  d.  i.  y^  —  9. 
Aus  der  2.  Gleichung: 

{VxY  =  v  +  3; 

a:^  =  (?;  4- 3)'  =  t'' +  6t;  +  9  =  — 9  +  6t; -f- 9; 
a:^  =  6t;  =  6]/7=6.±]/^^^=+6l/^^; 

a;  =  y4:6.3t  =  +l/l8T==+VT8'.y=r; 

y34-^ 


x  =  ±_yiS'i  und  die  4  Werte  a;  =  )/l8-^- 

3)  i;^  — 9  — 2w^  =  0  und  t;_3  =  0. 
Folglich  v  =  S,  d.i.  ]/7=3  oder  «/  =  9; 


2 


t;^-9 


0   oder  w  =  0,   folglich  }^a;  =  0,  x  =  0. 


i 


2 

4)  i;2_9_2w^  =  0  und  i;  +  3  —  w^  ==  0. 
Die  Werte  für  u   geben :  v  ~  9  =  2  (t;  +  3). 
iv  —  b)iv-\-S)  =  0. 

Daher:  cc)  t;  — 5  =  0,  t;  =  5,  j/^^^,  «/  =  25. 

w^  =  5-4-3,  w'  =  8,  (y^)'==8,  rr'  =  64, 

3  

a:  =  y64  oder 
x  =  A,  y  =  25 

und  a;  =  4|-y  +  ^.ij=-2  +  2]/3".?,  s/  =  25. 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    UI.  Teil.  15 
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ß)  ^;  4-3  =  0,  i;  =  -3,  ]/?7=-3,  2/  =  9; 
w^==  — 3  +  3  =  0;  w  =  0,   ■Ka;  =  0,  x==(S. 
Die  Aufgabe  hat  mithin  folgende  Lösungen  (vergl.  Heis,  §.  73, 
^^^^'  1)  x  =  A,  y  =  25; 

2u.  3)  :r  =  — 2+21/3'./,  //  =  25; 

4)  a;  =  0,  2/  =  9; 

3 

5  u.  6)  x  =  ±y\%'i,  ?/  =  — 9. 

7  bis  10)  x  =  y\%'~^J^'  ,  !/  =  ~9. 

3 

e.Aufgabe.       L    9l/5a;  — 2^  +  7  Va;  +  3y  =  5; 

II.     ^-^^ +16=         ^ 


l/5a:-2«/  V^-^-^V 


Es  sei  VSo:— 2f/  =  w,    ]/a;  +  3«/  =  i;,  folglich: 

[n*)-^  +  16  =  - 
n*.     hv-\-\^uv  =  f)U. 


I*.     9w  +  7i;  =  5;     (H*)— +  16  =  — 


Aus  I*:    ?;  = ....  (A) 

In  n*  substituiert: 

.     5  — 9w    ,    .„       5  — 9w 

5 |-16w ^ =  5w; 

25  — 45W  +  8ÖW— 144w^  =  35z^; 


1442^  =  25;       w=:  +  -^. 


12'   ""2—       12 


-»(±*) 


A       A                        .       ^>.         20  +  15 
Aus  A:  .= -^ ^— 28~"' 

^  20—15  ^    5  ^  20  +  15        5^ 

*^i  28       "~  28 '    ^^  ~       28       *"  4  • 

!),,  =  _.  =  _    d.i. 

l/5a:-2j/=-^,   ]/^+3]7=:^,  daher: 
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^^  —  '^y  =  -ym'    ^  +  3^  =  ^78^;  folglich; 
7925  7375 


^  /i-rnono  »  2/ 


479808  '    ^   1439424* 

3 g    ^ 

yöo;— 2?/  =  — -j^,  ya;-f-3y=— ,  daher: 

5a;_2«/  =  — -j^^,    a:  +  3?/  =  —;  folglich: 

1675         _  13625 

^~~   9792  '       ^"~  29376* 

7.  Aufgabe.     L     3 l/|±J  + -^  ==  4 ; 

n.  "Krc^— /+5yi+^=7. 

Da  Yx  —  y  öfter  im   Nenner,   als  im  Zähler  vorkommt,   so 
setze  man  Yx-^-y^u,  =vi  folglich: 

V^  —  y 

I*.     3wz;  +  20i;  =  4;    (H*.)— +  5w  =  7; 

V 

II*.    u-{-buv  =  lv. 

Aus  I*  ti  = ....  (A) 

öv 

In  n*  substituiert,  giebt:  121?;  =4; 

1      A       k  .-.  •    .  ^  11  ,    22        20 

In  A  substituiert :  u  = r; —  =  +  -z jr-. 

,     b  o  o 

—  TT 

22        20        2  2      ,  . 

^^"==-3-~-3-=y'  t;  =  — ;d.i. 

1/— r-       2  1  2 


Durch  Addition  beider  Gleichungen:  x,  u.  s.  w. 


4  121 

x-hy  =  -^,      x  —  y  =  —^ 


15" 
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22        20  2 

2)„  =  ____  =  _14,    .  =  __,  d,i. 


l/x  +  2/  =  -14, 
a:H-2/=196, 

1                    2 

Vx-y            11' 
121 

X  —  y=            ,   u.  S.  W. 

Pgabe.     I.      .^^ 

0^1  .  v^+5a:  +  39  =  8y; 

Man  denke  sich  zunächst: 

2^:^3^+17 +  ^*- ^2/ +  44  =  5  und 

1 

Nun  2-y_3y  I  17  =^>  5a;  — 8y  +  44  =  t;  gesetzt: 

I*.    8w4-2;  =  5;     (H*.)  5w  =  2t;  +  -^, 
n*.  10w  =  4i;-[-l. 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt:  u  =  —,  v=\,  d.i. 

1  =  1      5;c~8y  +  44  =  l; 


2a;  — 3^4-17        2 

2a:  — 3y  =  — 15,        5a;  — 8?/  =  — 43;  folgUch 
.      a;  =  9,  ?/=ll. 
9.    Aufgabe. 

I.     2  ]/9a;^— 25?/^  —  j/Sa;  —  5y  =  2  ]/3a;  +  5j/; 

n.         ^       +       ^       =1. 

}^3a;-|-5?/        Vs.r  —  5i/ 
Es  sei  ydx-i'by  =  Uj    Y'Sx  —  by  =  v;  folglich: 
I*.     2uv  —  v  =  2u:     (H*.)  —  +  —  =  1, 

II  V 

n*.    4v^'6u  =  uv. 
I*  mit  4  miiltipliciert  und  IE*  subtrahiert,  giebt: 
7uv  =  bUf  folglich  u^=0  und 

7t;  =  5,  „  ^=7-- 
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1)  u  =  0  giebt  aus  I*:  f  =  0, 

daher  Ydx-^by^O,   ]/3a;— 5?/  =  0 
Sx-\-by  =  0,       Sx  —  by  =  0, 
aus  .welchen  Gleichungen  x  =  0,  y  =  0  folgt. 

5  5 

2)  v  =  —  giebt  aus  I*:  ii  =  —  — , 


daher   y'Sx-\-^y  =  —  -j,    Ydx — 5?/=—; 

^x-{-by  =  -^,         3x  —  by  =  -^. 
Beide  Gleichungen  addiert  und  subtrahiert. 
10.  Aufgabe. 

Es  sei =  u (A) 

1  —  X 

^=' ™ 

Aus  A:   ^  — l^y,   aus  B:  y=-^~^  .  .  .  .   (C) 

Beide  Ausdrücke  in  I  substituiert: 
u  —  l    .    V —  l 


w  +  1     ■    v-\-l 


.    u—  1     v—\ 


links  mit  0^+ l)(y+ 1)  erweitert  und  durch  2  gekürzt: 

UV—  \         2      p  1  V  1 
=  ^5-5  lolghch: 


uv+\         3 
I*.     UV  =  5. 

Die  Werte  A  und  B  in  11  substituiert: 

n*.    u^-^v''=ii\, 
5 

Aus  I*:   v  =  — ,  in  n*  substituiert: 

u 


B 
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w  =2  gesetzt: 

2^-1- 125  =  22iz; 
2'—22^zH- 125  =  0. 
(z— 10)(z  — 12i)  =  0. 

3  

1)  2—10  =  0,   2:=10,    W^==10,    U==yiO. 

In  A  substituiert  giebt  x,   in  P  substituiert  giebt  v  und  aus 

2)  2—12^  =  0,  z=12i,  u^=\2^  U.S.W. 

11.  Aufgabe.        I.    xiy-{-z)  =  i; 

n.     ^/(a;  +  z)  =  6; 
in.     ziX'i-y)  =  S. 
Ausmultipliciert : 

I.   xy-{-xz  =  4:y    n.   xy-^yz  =  Q,    EI.   a;z-j-?/2  =  8. 
Es  sei  xy=u,  xz==v,  yz  =  w,  folglich: 

I*    u-{-v  =  \,    n*.   w4-w  =  6,    m*.   v-^w  =  %. 
Die  Summe  dieser  3  Gleichungen  durch  2  dividiert  giebt: 

u-\-v-\-w  =  ^. 
Hiervon  der  Eeihe  nach  I*,  ü*,  III*  subtrahiert: 
w  =  5,  v  =  3 ,  w  =  1 ,  d.  i. 
P,   ?/z  =  5,    no.    xz  =  Z,    mo.   a:?/  =  l. 

10 .  ijo 
Entweder  nun  ,  wodurch  man  z  erhält; 

oder  y  aus  1^,  x  aus  VL^  berechnet  und  in  JU.^  substituiert; 
oder  alle  3  Gleichungen  multipliciert,  die  y  ausgezogen  und 
dann  durch  I^'  dividiert. 

12.  Aufgabe. 

I.   -^  =  a,    IL    ^^  =  &;    in.    -^  =  c. 
x-\-y  x-\-z  y-\-z 

Die  reciproken  Gleichungen  oreben  ^ =  — u.  s.  w.,  d.i. 

^  Ott  ^j^  ^ 

-i- 4--L==l..  JL_lJl=J_.  JLj_J_= 

yz       xz        a  ^     yz        xy        h  ^     xz        xy 

(Dasselbe  erhält  man,  wenn  man  die  gegebenen  Gleichungen 
mit  den  Nennern  multipliciert  und  durch  axyz  dividiert  —  s.  VI  I ). 

111 

Es  sei  nun  —  =  w,    —  =  v.    —  =  w\  foldich: 
yz  xz  xy  " 
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111 

I*.    u-\-v  =  — ;     II*.    ?<  4-  w  =  -— ;     III*.    V  -\-iv  =  — . 
a  b  '  '  c 


Die  Lösung  ist  der  der  11.  Aufgabe  analog. 

13.  Aufgabe.         I.     ix  +  y)  {x-\-y -{- z)  =  a\ 

IL     {x^z){x  +  y  +  z)=^h', 

III.     {yJ^z){x  +  y  +  z)  =  c. 

Es  sei  x-\-y  -{-z==w,   folglich  x-{-y=      , 

x  +  z  =  —  , 
rv 


y  -^z  = 


rv 


Diese  Gleichungen  addiert :  2  {x -\- y -\-  z)  == 


TV 


(Y) 


;  d.  1, 

rv        w 


2rv  = 


rv 


a-\-b  -{-  c 

w 
a-\-b  -\-c 


In  Y  substituiert  u.  s.  w. 


YII.  Einführung  von  Hilfsunbekannten,  nachdem  die 
Gleichung  durch  einen  unbekannten  Ausdruck  dividiert 
worden  ist. 

I.Aufgabe.     I.   x-\-lxy  =  Uif\     II.    5:r  +  6?/  =  9. 
I  durch  ?/   dividiert :      ( —  )  4-7 =  44. 

•^  \y  I  y 

—  ==w  gesetzt:    u  -\-lu  —  44  =  0; 


(w-f-11)  (?^  — 4)  =  0. 

X 


1)  w4-ll==0,  ?^==— 11, 


11;  x  =  —ny. 


In  II  substituiert:     — 55^ +  6?/ =  9;  u.  s.  w. 

2)  2^  —  4  =  0,  u  =  A,  —  =  4;  x  =  \y. 
In  II  substituiert:     20^  +  6?/ =  9;  u.  s.  w. 
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2.  Aufgabe.     I.     ayx  +  hxz  -\-  cyz  =  dxyz. 

Sind  die  beiden  andern  Gleichungen  von  derselben  Form,  so 
dividiert  man  alle  3  Gleichungen  durch  xyz: 

!*•     ^  +  4  +  ^  =  <^(s  VI,  2.Aufg.). 

Z  y  et 


3.  Aufg 

abe. 

I     li 

.^/= 

=  3a;'  +  2/; 

II.    .T  y  -f-  2  .r?/' 

'  =  1121/3. 

I  durch 

2     2 

dividiert :   7  = 

3^^    ,    22/^ 

y'        x'  ■ 

x' 

.^=" 

gesetzt :               7  = 

=  iu  +  l; 

lu-- 

==3«'  +  2; 

3 

u^  —  lu-^1-- 

=  0; 

(3w 

-\){u-'l)- 

=  0. 

1)  Zu- 

-1- 

^0,  .  =  !-;- 

,^-3'--- 

In  n  substituiert: 

y 

\yj\ 

1                  ]/3 

=  112  ]/3";  mit 

3  y  3"  mult. : 

4       1       £.       4 

2/  +0?/ 

=  9.16-7; 

/ 

=  9-16; 

2/ 

=+2^3: 

X 

=  +^-l^^-=^+2. 

"  V^     ' 

4.  Aufg 

;abe. 

I.     4a;' 4- 6/ +  72:' =  89; 

IL     _/+12/  =  32'; 
in.     5a;'  +  4/  =  2z\ 


n  durch  z"  dividiert:  —  (y)  +12  (^|-]  =3; 
m      „       .'         „  5(^)+4(f)=2. 

(:^j  =?^,    [  -^-j  =i;  gesetzt: 

11*.  _^,2_^l2^;'  =  3;     III*.  5w  +  4r  =  2. 
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Aus  III*:     V 


bu 


In  II*  substituiert: 


mit  4  multipliciert 


(A) 

4- 


u+n 


20w-f25w^ 


16 


=  3; 


3(4  — 20w-l-25w') 


71w  =60w;  u  =  (^  und 


3; 


60 
^==71 

.     Dies 

in  A  substit. 

v  =  — 

79 
142' 

Daher  (^)  = 

60      X 
11'    z' 

=)/;: 

;   x  = 

^    71 

'Z. 

(i)= 

79 

z 

■V- 

79 
142'   ^  = 

\   142 

142' 

Beide  Werte  in 

I  substituiert: 

'^    71  ^  ^    142 


2-^-|-7/  =  89; 


3,021452' 


2,25796/ +  7/  =  89; 

7,76349/  =  89; 
5 


=n 


89 


76349 


=  1,6288. 


YIII.  Die  Lösung  wird  oft  vereinfacht,  wenn  man  für 
eine  der  Unbekannten  das  Produkt  aus  der  andern  Un- 
bekannten und  einer  Hilfsunbekannten,  oder  das  Produkt 
aus  einer  Potenz  der  andern  Unbekannten  und  der  Potenz 
einer  Hilfsunbekannten  setzt. 

Dieses  Verfahren  ist  vorzüglich  dann  anzuwenden,  wenn  alle 
Glieder  der  Gleichung  unbekannt  sind. 

1.  Aufgabe. 

I    5a:2/  =  3a;'  — 2?/^     IL    7a;*  +  50 /=  12?/''— 125a:/. 
x  =  yz  gesetzt,  giebt: 
5?/'2  =  3?/'/  — 2?/^    7/2^  +  50?/'- 12?/''  — 125?/S;   folglich: 
I*.   ^2  =  3/  — 2?/^     II*.    7/  +  50?/'=12/— 1252. 


Aus  P 


y  = 


^z 


(A) 
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In  n*  substituiert: 

7z*  +  25(32'  — 5z)==3(3/  — 5z)'— 125  z; 


20e'  =  90z';   z  =  0  und  z  =  ^; 


..,''4^2         153 
mA:s,= =  ^-; 


3 


^  =  i-i^==  2,67424;   a;  =  ?/z  =  2,67424- 1-=  12,03408. 

2.  Aufgabe.        I.    x  — xij -\-y  =0'{.^-\-y)\ 

II.     h{x-^xy-\- y)  =  (^ -f  ?/)  {x  —  yf. 

I  mit  II  (nach  §.  11,  10,  Zus.)  multipliciert : 

b  [{x^ H-/)"—  {xyf\  =a(x-\- yf  {x  —  yf\  d.  i. 

l){x^ -^x^ y^  +  y'^)  =  a{x^  —  y)  . 
y  =  xu  gesetzt: 

b  {x^  -i-x^ '  x^u^  -^  X  u)  =  a{x  —  x^  u)  ;  durch  x^  div. : 
b  +  bu  -\-  hu  =a  —  2  ai^  -\-  au  ; 
u'^==v  gesetzt: 

{a—b)v'^  —  {2a  +  b)v  =  b  —  a. 

Ist  hier  v  (nach  §.  77,  5,  lY)  gefunden  worden,  so  ist  auch  u 
bekannt.     Setzt  man  w  =  c,  so  ist  nun  y  =  oai  =  cx. 

Dies  in  I  substituiert: 

X  —  ex  -\-c  X  =a{x-\-  ex) ;  a;  =  0  und 
a(l+c) 


x  = 


\  —  e-\-e' 

3.  Aufgabe.         I.    y  — Ixy  =\bx  \ 
II.     5?/'  =  2  a;  1/^-1- 9. 

1.  Auflösung.     Es  &Qi  x  =  uy^   ....  (A) 

Aus  I :     y^  —  2uy^=\b ii  y^ ;    durch  y    dividiert : 

1  —  2m=15w*; 

(5w— •l)(3w -+-!)  =  0. 

1  /- 

Z.B.:     5t^— 1=0,    w  =  — ,  aus  A:  a;  =  — . 
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In  II  substituiert :     5  /  =  2  •  4 ^  +  9 ; 

.    ,        2^5"     3    ,   o 

2.  Auflösung.     I  durch  x^  dividiert: 

^  ^    =\f);      -~  =  u  gesetzt: 


21^  — 2u- 
(u—b)  (w-h3)  =  0 


2c^  —  2u—\b  =  0', 


2  2 

Z.B.:     w  — 5  =  0,  u  =  b,  -^=5,  .t  =  4-- 

2 

Dies  in  II  substituiert:     5/  =  2-4 Tir  +  9;  u.  s.  w. 

^      Yb 

Zusatz.  Sind  aufser  dem  constanten  Gliede  alle  übrigen 
Glieder  von  gleicher  Dimension,  so  setze  die  letzteren  allein  auf 
eine  Seite,  substituiere  für  die  eine  Unbekannte  ein  Produkt  aus 
der  andern  Unbekannten  und  einer  Hilfsunbekannten  und  dividiere 
die  Gleichungen  durch  einander. 

I.Aufgabe.     I.   3a;y -|-a;'  =  27;     IL    2:c' +  ?/'=  166. 
y  =  ux  gesetzt: 

3a;S^-f-^'  =  27     ]    ^     ^^   |   a;^(3w  +  l)  =  27 
1x^  +  u^  x^=\m   I    ^  ^^-    [  x^(2  +  ?^^)=l66. 
Beide  Gleichungen  durch  einander  dividiert: 
'6u  +  \  ^    27_ 
2  +  ^^^  ~  166' 

27w'-498w— 112  =  0; 
(3w  — 56)(9z^-}-2)  =  0. 

56  56;j; 

Beispiel.     3w  — 56  =  0,  ic  =  —^,  if/  =  — tt— • 

In  II   substituiert:     2:c'+  (-^)  =166,  u.  s.  w. 

2.  Aufgabe. 

I.   (a;  +  ?/f  =  2a;"'  +  62;     II.    (o;- //f  =  3/  — 94. 
Dafür:   —  a;'  + 2a:?/  + ?/'  =  62;  x^ —  2xij —  2if  = —  ^\. 
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y^=UX\  2     ,     o        2     ,        2      2  n^ 

—  X  +2wa:  -\-u  x  =62 


x^  —  2iix-lu 

a;'  =  -94. 

Die  Gleichungen 

durch  einander  dividiert: 
l_.22,_2w'              47' 

—  47 

+  94w+47w'  = 

=  —  31+622^ 

;  +  62w'; 

15 

w^  — 32wH-16  = 
—  4)  (5w  — 4)  = 

=  0; 
=  0. 

Z 

B.:      5w  — 4  = 

4 

\x 
5   • 

In 

I  substituiert: 

:2a:' 4- 62; 
=  2.t'-I-62.  u 

.  s.  w. 

25  '        ' 

Anmerkung.     Beispiele  dieser  Art  enthält  auch  §.  87. 

IX.     Addition  oder  Subtraktion  der  Gleichungen. 
I.Aufgabe.     I.     x  =  ^a^/ x-\-y-\r\\ab -{-%\ 
IL    y  =  2h']/'x^  —  \lah  —  %. 
Durch  Addition  beider  Gleichungen: 

a:  +  ?/==(3ö4-2^>)  '^x-\-y  —  6 ab. 
Mit   yx-\-y  =  u  geht  vorstehende  Gleichung  über  in: 

?i'  =  (3a-f-2&)?/  — 6a^; 
w' —  (3a  +  2^/)  2^  4- 6a^?  =  0 ; 
(w  — 3a)  (w~25)  =  0. 

Z.B.;     w  —  3a  =  0,  z<  =  3a,  '^x-\-y  =  Za. 
In  I  substituiert: 

a:  =  3a-3a+llaZ?  +  8  =  9a'+lla^'  +  8. 
2.  Aufgabe.         I.     x^y  -\-  z^u  =  \\ 
IL     a:  +  y  +  ^  +  ?^  =  H; 
IIL     a:-f?/-j-w+«;  =  3; 
lY.     a:  +  2  +  w.  +  y  =  9; 
V.     y-hr  +  z^H-i;  =  6. 
Die  Gleichungen  addiert: 

4(a:  +  y  +  z  +  w  +  ?^)  =  30; 

a:  +  !/-}-r  +  ?^  +  «^  =  7i (S) 
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S  — I  giebt  v  =  Qi, 

S  — 11  /„      u  =  —  3^  u.  s.  w. 

'3.  Aufgabe.       I.     {x -}- tj)  i:v  +  u -{- z)  =  a  (s.  YI,  13.  Aufg.); 
IL     ix  +  z)ix  +  y-^z)  =  b; 
m.     iy-{-z){x-\-y-^z)  =  c. 

Die  Gleichungen  addiert: 

{2x-\-2y-h2z)  ix-\-y  +  z)  =  a-\-b-\-c; 


x-\-y-{-z=±y 


Aus  I  findet  man  nun: 

,   l/a-{-b-\-c 

a: 


+ i/sL+±±±  -z].±  y±±^±^ 

a  +  b  +  c  --    i/a  +  b  +  c 


-\-  b  -{-  c        a  —  b  —  c 


2 

a —  b  —  c 


]/2(a  +  &+c) 


X.     Umwandlung   der   gegebenen    Gleichungen   nach 
bestimmten  Formeln  behufs  bequemerer  Lösung. 

A.     Potenzieren  und  Bilden  von  Potenzen. 
I.Aufgabe.     L   x  —  y  =  a\     IL   xy^=b. 
Aus  den  Ausdrücken  x-{-y^  xy,  x  -j-«/  ,  ax  Azbxy-{-ay  läfst 
sich  stets  {x^yY  ableiten  (L  bis  6.  Aufgabe). 
I  quadriert:     x  — 2xy-\-y  =a  -, 
Aus  II:  Axy  =4fe  addiert: 

x^-\-2xy-^rf  =  a^  +  ^b\  d.i. 

{x-\-yf  =  a^-\-^b'. 


x  +  y  =  ±'V a-{-U  .  .  .  .  (A) 
I  +  A  giebt:         2x==a±VJV^-,  a:="±"^f+-^. 
A_I       „         2,^  -  «  + V^M^T^;  y=  —±y~^±^^ 
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2.  Aufgabe.      I.  x  +2/  =ö;     II.   x  —  y  =  h. 
II  quadriert:     x  — 2xy-\-y^  =  b^\ 
Diese  Gleichung  von  I  subtrahiert: 

1xtj  =  a^h^   ....  (A) 
I  +  A:        x^-\-1xy  +  if  =  2a  —  h^',  d.i. 

(x-hyf  =  2a—^ 

x  +  y  =  ±V2a-h\ 
Diese  Gleichung  in  Verbindung  mit  II  giebt  x  und  y. 
S.Aufgabe.     I.   x^ -^if  =  a\    IL   x-\-y  =  h, 
1.  Auflösung. 

I  durch  II  dividiert :     x  —  xy -\- y"  ==  -- 

II  quadriert:                x  -{-Ixy  -\-y  =})'    ....  (A) 
Durch  Subtraktion :  %xy  =  h^ r- 


folglich:  Axy  =  Y  (^"""yj" 


Dies  von  A  subtrahiert  giebt  (x  —  yf  und  folglich  auch  x  —  y. 
2.  Auflösung. 

II  kubiert:     x  -\-^xyix-{-y)-\~y  =b' 

x^  -i'i/  =  a  subtrahiert: 


b^  —  a  . 


dxy{x-i'y)  =  b^  —  a,  d.i. 
dxy'b  =  b^  —  a. 


xy  =  — ^-7 —  in  Verbindung  mit  11  giebt  {x  —  y)  . 

4.  Aufgabe.     I.    x^  —  xy-^-y^^ayxy;     IL   x  —  y  =  b. 
II  quadriert  giebt :    x^  -\- y^  =  b^  -{- 2  xy. 

In  I  substituiert :  b^  -\-xy  =  a  Yxy ;    Yxy  =  u  gesetzt  u.  s.  w. 

5.  Aufgabe. 

^      3a;+lQ        ^/x~      j.     dx  —  A  ^  x"" 
•     3y  +  \0  ~y    y'       '     ^y-Ä       ff 

Aus  I:     y(3a;+10)'  =  a;(3!/-fl0f; 
9x^y'\-e0xy  +  100y^9xy^'^mxy-\-\00x; 
9xy(x-y)  =  100iX'-y); 
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I*.    {X  —  y)  {^XlJ  —  1 00)  =  0. 
Aus  11 :  3a:/  —  Ay^  =  '6x  y  —  Ax  \ 

4  {x^  —  y^)  =  Zxy{x  —  y)', 
II*    {x  —  y)\\{x  +  y)  —  Zxy'\  =  0. 
Daher  z.B.:     9.r?/  — 100  =  0  und  4  (o;  +  y)  —  3a:«/  =  0,  d.i. 

4(a;  +  ?/)--^  =  0. 
xy  =  ——-  und  x-\-y  =  -Y  giebt  nun  [x  —  y)  ,  u.  s.  w. 

6.  Aufgabe. 

I.    x^-\-y^  =  a(x-^yf',    IL   xy=-b(x  +  y). 
Zieht  man  aus  2-11^  +  1  die  y,  so  erhält  man: 

I*     x^-^y^  =  yj^^W'ix  +  y). 
Zieht  man  aus  I  —  2  •  11^  die  y,  so  ergiebt  sich : 
x^  —  y^  =  Va  —  2b^'{x  —  y),  d.i. 
(x  +  y){x  —  y)  =  ya  —  2b^'{x  —  y),  oder 

n*.     ix  —  y){x  +  y-Va  —  2b^)=0. 
Setzt  man  x-{-y='U,  x  —  y  =  v,  so  ist: 

2     ,     n  I        2  2 

X  -{-2xy-\-y  =u 


2  rt  ,2  2 

o;  — 2xy-j-y  =v 


folgHch:     2(a:'+y')  =  «^'  +  t'' 

2     ,       2 


2     I       2 
2.2  U     +V 


2 
Diese  Werte  in  I*  und  11*  substituiert: 

10.  JL+iL=]/^:j:i?■.^^. 


IP.     t;(w— Va  — 2&')  =  0. 
no  giebt  v  =  0  und  w  — ^0  — 2&^  =  0,  u.  s.  w. 
T.Aufgabe.     I.   a;H-?/4-a  =  ^2/;     H.   rr^  +  .r«/ +  ?/^  =  &. 
Aus  I:               x-\-y  =  xy  — «;     quadriert: 
a;^  +  2xy  +  y^=^{xyf  —  2  aa-?/  +  a\ 
II:     a;^4-    xy-{-y^  =  b subtrahiert: 

xy  =  (a:«/)^  —  2  aa:^  -|-  «^  —  b. 
3cy  =  z  gesetzt  u.  s.  w. 
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S.Aufgabe.     I.   x  -{-y  =a;     IL    x  y-\-xy  =b. 
I  +  3-II  giebt:     (x -{-yf  =  a  +  3b; 

3 

x-\-y  =  ya-\-'Sb. 
Gleichung  II :     xy{x-\-y)  =  b  läfst  sich  nun : 

3  

xy  •  ya  -\-db==b  schreiben. 
xy  und  x  -\-  y  aber  giebt  (x  —  y)  ,  u.  s.  w. 
9.  Aufgabe. 

I.    ix  +  y){x^-i-y^)  =  a;     II.    {x  —  y)(x^ —  y^)  =  b. 
Aus  I:  X  -i-x  y -{- xy  -\- y  =^  a     ....  (A) 

„   II:  x'-x\j-xy'  +  y'=b (B) 

2-A  — B  giebt  (x^yf  und  folglich  auch  x-\-y\ 
2.B— A     „      {x  —  yf     „  „  „      x—y. 

iO.  Aufgabe.     I.   x  —  y  =  a;    II.   xy{x  -{-yj  =  b. 
I  auf  die  4.  Potenz  erhoben  und  das   8  fache  von  11  addiert 
giebt  {x-\-y)    und  folglich  auch  x-\-y. 

11.  Aufgabe.     I.   x^-\-y'^  =  l;     II.    xyix^yf=  —  '7. 
Aus  II :  x^  y^  {x -\- yf  =  49 ,  d.  i. 

4,      .3         i/j22,.        3.4  49 

X  y 
1:      X  -\-y  =1  subtr. : 


4xy{x^+^+y^)==4 


49_ 
X  y 


II  mit  4  multipliciert  giebt: 

4xy{x'  -i-2xy  +  y')=  —  2S. 
Die  vorletzte  Gleichung  von  der  letzten  subtrahiert: 

X  y 

X  y  ==u  gesetzt: 

4Q 

2u  =  —  2\ -;  oder 

u 

2  ,    21 w  49 
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Ist  u  bekannt  (s.  §.77,  5,  IV),  so  ist  es  auch  xy  und  folglich 
aus  11:  X  -^rV- 

12.  Aufgabe.     I.    xym  —  x  —  y)  =  x  +  y] 

IL    x'i-\-x'  +  y'^^r\=^xy. 
Beide  Gleichungen  durch  xy  dividiert: 

5i-x-.=  f  +  ^;   a^  +  ^  +  |-  +  ^=8i;d.i. 
I-.    5i^=  (.+  !)  + (,+  1);     11..    (.  +  i)(.  +  })  =  8i. 

1  1 

Setze  nun  x-\ =  u,  yA =  v. 

X  y 

13.  Aufgabe.     I.   x-^y  =  ocy;     II.   x^ -\- y^ -\- x -\- y  =  a. 

Setzt  man  in  dieser  Aufgabe,  wie  auch  in  den  zunächst  fol- 
genden x-\-y  =  s,  X  —  y=^d,  xy=Pj  so  läfst  sich  a"  +  b"  un- 
mittelbar durch  die  Formeln  in  §.  62,  6,  5.  u.  6.  Zusatz  (S.  99) 
ausdrücken. 

Mit  x-{-y  =  s  und  xy  =p  ist  a;^  +  /  =  /  —  2jö  (s.  §.  62)  und 
die  hier  gegebenen  Gleichungen  gehen  über  in: 

I.   s=p;     IL   /  —  2p-{-s  =  a. 

Ist  s  und  p  (nach  §.  77,  5,  IV)  gefunden,  so  ist  also  auch 
x-\-y  und  xy  und  daher  (s.  l.Aufg.)  x  und  y  bekannt. 

H.Aufgabe.    I.   a:-(-?/'=«;     IL   x-{-y=^b. 
Setzt  man  x-{-y  =  s,  xy=p,  so  ist  (nach  §.  62): 
x^  -{-y^  =  s^  —  Sspf  folglich : 
I.   s  —  3  s/?  =  ö  und  IL  s  =  b. 

15.  Aufgabe.     L    -^^^-1  =  «;     IL     \'^^' =b. 

Setze  y  =  xz  und  berechne  alsdann  x  aus  beiden  Gleichungen. 
Die  erhaltenen  Werte  einander  gleich  gesetzt,  geben: 

{a  —  b)z^-i-bz^—2bz^-^bz-^(a  —  b)  =  0. 
Durch  {a  —  b)z^  dividiert: 


a  —  b 


z-\ =  u  giebt  u  — 2H r-  =  0. 

z  °  '    a  —  b        a  —  b 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     III.  Teil.  16 
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16.  Aufgabe.        I.    x^-{-y'  =  l', 

II.    xy {x-i-yf  =  —  l  (s.u. Aufg.). 
^-\-y  =  s,  xy=p  giebt: 

1*.   /  —  45V +  2/ =7;     11*    p/=-7. 
p  aus  11*  berechnet  und  in  I*  substituiert. 

17.  Aufgabe.  1.  x^^mx-\rny\  11.  tf  =  nx-]r^^y' 
1-i-ll  giebt:  x^  -{- tf  =^  {m -\- n)  (x -\- y)  .  .  .  (A) 
I  —  II  durch  X  —  y  dividiert  giebt : 

x^  -^y^-\-ocy(x-\'y)==-m-—n  .  .  .  (B) 
Mit  x-\-y'=s  und  xy=p  wird: 

A:     s^  —  is^p-{-2p^  =  (m-{-n)s; 
B :    /  —  2sp  =  m  —  7i. 
Mit  p  =  s  z  gehen  die  Gleichungen  über  in : 

s"^  —  i s^  z  -\-  2s^ z^  =  (m  -\-  n)  s,  oder  (durch  s  div.) : 
1*.     /  —  4/ 2: 4- 2/ 2:^  =  ^4- w  und 
II*.    s^  —2s^  z  =  m  —  n. 
I*  durch  II*  dividiert: 

1— 424-2/_  m-^n 
1  —  2z  m  —  n' 

Hieraus  findet  sich  z,  dann  s  aus  II*,  hierauf i?,  x—y,x  und?/. 

18.  Aufgabe. 

I.     {x^  —  axy  -{-y^)  (x  +  yf  =  b  {x^  +  cxy-{-y^); 
11.  x^  +  y^  =d  (x'  +  cxy  +  y'). 

Beide  Gleichungen  durch  einander  dividiert: 

{x^  —  axy  +  y^)  {x  +  yf  _  h  .. 

■        ^^T?  ^  ■■••^^ 

Setzt  man  X'\-y  =  u,  xy  =  v,  so  ist: 

X  -\-2xy-\ry  =w  ,  daher: 

X  -\-y^  =  u  —  2xy  und  folgUch : 

x^  —  axy  -{-y^  =  u  —2xy  —  aocy  =  u  —  (a  +  2)  v. 
Folglich  geht  A  über  in: 

[u'-{a  +  2)v]'u'=^^  {u'-\it'v  +  2v% 
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v  =  u  z  gesetzt: 

[u  —{a  +  2)ii'z]u'  =  ~{zt'  —  Au'-  n^ z-\-2'U^z*); 
Durch  u   dividiert: 

1— (a  +  2)2=-^(l— 4z+2/),  U.8.  w. 

19.  Aufgabe.     1.    4^  =  «;     IL  4^±4  =  ^. 

Durch  X  und  ?/,  resp.  x^  und  y^  gekürzt: 
1  4,1 


x^ 


I*. 


X 


y-^ 


1 


«;     II*. 


y  +-T 
y 


Es  sei  a;H =  w,  folglich  ist: 


x  +  2  H 2"  =  w  ,  oder  x^  -j- — ^  =  u  —  2  und  daher 


;'  +  2  +  A-  ==  («' -2)',  oder  x*  +  -V  =«'  -4«'  +  2. 


Eben  so  j/  +  — =  t;.     1*  und  II*  gehen  nun  über  in: 


10.     ^^a,    IP.     ^'-4^^'+2 


&. 


n+l         .«+ 


Aus  P:  u  =  av,  in  IP  substituiert: 

a%'^--4a%^4-2=6/  — 4ii;'  +  2&. 
V  =z  gesetzt! 

B.     Benutzung  der  Formeln: 

U"+a;"-'«/+  . .  .  -f/)  (o;  -  y)  =c^ 

und  (o;"-  a:"-'//H .  .  .  /)  (a:  +  ^)  =a:"-^'±?/"-^'  (8.§.61). 

1.  Aufgabe. 

1.   x^  —  y^==a;    II.  x  —  y  =  b.    (Vergl.  die  3.  Aufg.) 
Für  I :         {x  —  y)  {x  •—  xy  +  y^)  =  a,  d.  i. 
h{x^  —  o^j-{-y^)  =  a, 

X  —xy  +  y  =—....  (I*) 

16* 
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Das  Quadrat   von  II  um  1*  vermindert  giebt  xy,   und  dies 
mit  II:  X  —  y. 

2.  Aufgabe.     I.   x^  —  iy  —  zf  =  a;     II.   y^  ~  (z  —  x)  =b; 

III.     z^  —  ix  —  yf  =  c. 
Dafür  [x-{-(y  —  z)]  [x  —  {y  —  z)]  ==  a  oder 

I*.     (x-\-y  —  z){x  —  y'Jrz)  =  a', 
II*     {y-{-z  —  x)  (y  —  z  +  x)  =  b', 
III*.     {z  -{-X  —  y)  {z  —  x-{-y)  =  c. 
Setze  nun  x  +  y  —  z  =  rv,  x~y-\-z  =  v,  — x-\-y-{-z  =  u. 

3.  Aufgabe.       I.     x^' =  a {x^ -\- y^)  —  bxy\ 

II.    y^  =  b  {x^  +  y^)  —  axy. 
Die  Gleichungen  addiert: 

x'-\-y'==^{a  +  b){x'-xy-^y%  d.i. 

(x-{-y){x^  —  xy-{-y')==ia  +  b)(x^  —  xy-{-y^),  oder 
I*     (x-i-y  —  a  —  b){x^  —  xy-{-y^)  =  0. 
Die  gegebenen  Gleichungen  subtrahiert: 

x^  —  y^  =  ia  —  b)  {x^  ■^xy-\-  y^),  oder 
II*     (x  —  y  —  a-\-b){x^-\-xy'\-y^)^0. 
Z.B.:     P.  x-\-y~a  —  b  =  {)  und  IP.   x^ -^xy-\-y=={). 
Aus  P:    x-{-y^=a-\-b,  quadriert : 

x^  +  2xy-\-y^^{a-\-bf', 
IP.    x^  +  ocy  •\-y^  =0  subtrahiert : 

xy  =  {a-{'bf. 
Dies  giebt  in  Verbindung  mit  I^:  x  und  y. 

4.  Aufgabe. 

I.   x^+x^y-\-x^y^ -{-xy^ -\-y^  =  a\     IL   x^ —  y^  =  b(x-\-y). 
1  mit  x  —  y  multipliciert :   x  — y  =a(x  —  y),  folglich: 
a(x  —  y)  =  b(x-{-y)j  woraus: 
a  —  b 

Dies  ist  in  I  oder  II  zu  substituieren. 
C.     Anwendung  der  correspondierenden  Addition. 
(Vergl.  §.  78,  3,  VIII,    vorzüglich    den    4.  Zusatz   dieses   Ab- 
schnitts.) 

I.Aufgabe.     I.   x^  -\-y^=axy;    II.    \ -{-x^y^  =  bxy. 

2     I        2  2     2 

X  -f-y         a      1  -f-^  y         b 


Dafür: 


2xy  2  '        2xy  2  * 
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T^      ,  A  j  V  •       -11^  Zahler  +  Nenner 

Durch  corresp.  Addition  m  der  r  orm :  -^^-n xr 

'  Zahler  —  Nenner 


(x  +  yf  ^a^2 
{x  —  yf       «  —  2' 


{\-ocyf        &-2 


;  d.i. 


1*.  ^±^=.]/«±|,    11*.   l+-^_l/M4 
X  —  y       ^    a  —  1  ^  —xy       '     b  —  2 


Setze  nun  in  1*:  y  =ux,  u.  s.  w. 
2.  Aufgabe. 

x-}-y     1-hxy 


I. 


y     i—xy 


=  a;     IL 


Aus  1:   ^  +  y  +  ^/  +  ^y 


a- 


Zähler +  N. 


=  b. 


Zähler  ~N.   « 
1 


siebt 


2x-\-2xy 
Vy  +  2x'y 


a,  durch  2xy  gekürzt: 


/+A 


In  gleicher  Weise  aus  II: 


b. 


u,   y-] -  =  v  gesetzt:     I*. 


a. 


ir 


V 


bv  +5«; 


=  b.     Aus  I*:  v  =  au,  in  II*  substituiert, 


u  — 5w  +5w 
durch  w  gekürzt  und  u  =z  gesetzt. 

XL  Sind  die  Gleichungen  in  Bezug  auf  die  unbe- 
kannten und  bekannten  Gröfsen  symmetrisch,  erstere  aber 
complicierter  als  letztere  vorhanden,  so  lassen  sich  die 
Gleichungen  oft  dadurch  leichter  lösen,  dafs  m-an  die  be- 
kannten Gröfsen  durch  die  unbekannten  ausdrückt,  die 
Gleichung  also  nach  den  bekannten  Gröfsen  auflöst.  Aus 
den  sich  ergebenden  Auflösungsgleichungen  suche  man 
alsdann  die  ursprünglichen  Unbekannten. 

L     ax  +  by  =  2{x^  —  y^) 


1.  Aufgabe. 


Aus  I 


II 


b  a      X  -\-y 


x  —  y       x-\'y 
h^  2{x  —y)—ax 


xy 
.  .  .  (A) 
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In  II  substituiert:         ,  . 

{x  —  y)y  x-\-y  xy 

Mit  xy\x  — y)  multipliciert  und  die  Glieder  mit«  vereinigt: 

ax {x  -\-1xy  —  y)  =  x^  +  1:icy—1x  y  —Ixy  +  y- 

Die  Gleichunof  durch  die  Parenthese  links  dividiert: 


2        2         ,        T^             X  —y 
ax  =  x  —  y  ;     oder    i*.    a  = ^— . 

X 

2(x  —y)—[x  —y)        X  —y 


In  A  substit.:     II*      b 

y  y 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  x  — y^  =  ax  =  hy,  folglich: 

ax  ,-,. 

2      2 

In  I*  substituiert:     ax  =  x t:—. 


1)  a;=0,  folglich  (s.  I*)  ?/  =  0 

2  ,2 

^.                   a  X  ah 

2)  a  =  x TT- ,  X 


l2      ' 


Dies  in  B  substituiert:    y 


b  —a 
ab 


b'-a'' 


2.  Aufgabe.     (Siehe  die  3.  Aufg.  in  B): 
I.   x=a{x-\ry^)  —  bxy\    II.   y^  =  b{x-\-y^)  —  axy. 


Aus  I; 


,=  "J^  +  tT)-^   .  .  .  .  (A) 
xy 

2\2 


T     TT       K*-.  3        a{x'+yy-x'ix'  +  y') 

In  II  substit:      v  = — ^^ -^-^ ^^ '-^-^  —  aocy 

xy 


2  2     2 

ax  y  i 


X. 


xy'==a{x'  +  yr-x'-x'i 

a==dl±^l±yl 

x'+x'y'  +  i 
In  A  substituiert:     b  =  y.     Folglich:     x  =  a,  y  =  b. 

3.  Aufgabe.     I.     (z-{-x)a  — {z  — x)b  =  2yz; 
II.    (x-\-y)b  —  (x  —  y)c==2xz;    IE.   (y  +  r)c  — (t/  — 2)a  =  2.r.v. 
Aus     I:  ^_iz^x)a-2yz    | 


III: 


c  — 


2  —  o; 

(i^  —  z)a-\'2xy 

y  +  z 


.  (A) 
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Beide  in  II  substituiert: 

zu;  y  -X-  z 

mit  (z  —  x)  (y  +  z)  mult. : 
a  {x^ y  +  ocz^  +  / ^  -h  xyz)  =  —  x^y-\- x^y^  —x^ z  +  Ixyz^ 

+        3     I       3         ,22 

Durch  Partialdivision:     P.    a==  —  x-\-y-{-z. 
Um  b  und  c  zu  erhalten,  kann  man: 
entweder  den  für  a  gefundenen  Wert  in  A  einsetzen, 
oder  man   leitet  jene   direkt   aus  den  gegebenen  Gleichun- 
gen ab. 
Nimmt  man  nämlich  für  die  in  I  enthaltenen  Buchstaben 
z,  X,  a)  z,  x,  b-,  y,  z, 
diejenigen,  welche  in  der  Zusammenstellung 

«;  I;  0 }  ■  •  •  •  (W) 

unmittelbar  folgen,  so  erhält  man  die  Buchstaben 

^1  y,  b;  X,  y,  c;  z,  x, 
also  die  Buchstaben  der  Gleichung  II.    Die  auf  die  letzteren  Buch- 
staben folgenden  sind: 

y,  z,  c;  y,  z,  a;  x,  y. 
Dies  aber  sind  die  Buchstaben  der  Gleichung  HE. 

Die  gegebenen  Gleichungen  sind  demnach  vollkommen  sym- 
metrisch und  folglich  müssen  es  auch  die  Auflösungen  sein.  Da 
nun  die  schon  gefundene  Auflösung  für  a(I^)  die  in  W  über  a 
stehende  Unbekannte  x  negativ  enthält,  so  mufs  in  der  Auflösung 
für  b  die  darüber  stehende  Unbekannte  y  und  für  c:z  negativ  sein. 
Daher:  H».     b  =  x  —  y  +  z; 

m^.     c  =  x-\-y  —  z. 
Alle  3  Gleichungen  addiert: 

x-\-y-\-z  =  a-\-b-^c. 
Der  Reihe  nach  P,  11^  m9  subtrahiert: 

2x  =  b-i-c,  2y  =  a-\-c,  2z=a-jrb. 

Anmerkung.  Bei  der  Entwickelung  und  Elimination  der 
gegebenen  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  kommt  man 
öfter  auf  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  von  der  Form: 


x^  +  ax-i-ax'i-l  =  0, 

x^-\-ax'^-i'  bx  -H  öfic  4- 1  ==  0, 

X  -^ a^'' -\-bx  -^bx  ■\- ax-\-\^^. 
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Diese  lassen  sich,  wie  in  §.  87  gezeigt  werden  soll,  in  leicht 
aufzulösende  Gleichungen  vom  2.  Grade  verwandeln. 

9.  Auflösung  der  unbekannte  Potenzen  und  Wurzeln 
enthaltenden  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten  durch 
Einführung  mehrerer  Unbekannten. 

I.     Die  Gleichung  enthalte  unbekannte  Wurzeln. 

Man  setze  diese  Wurzeln  eben  so  vielen  Unbekannten  gleich, 
wodurch  die  gegebene  Gleichung  in  eine  rationale  übergeht.  Da 
jede  Wurzel  einer  neuen  Hilfsunbekannten  gleich  gesetzt  worden 
ist,  so  giebt  auch  jede  dieser  partiellen  Gleichungen,  mit  dem  zu- 
gehörigen Wurzelexponenten  potenziert,  eine  rationale  Gleichung, 
aus  welcher  die  ursprüngliche  Unbekannte  zu  berechnen  ist,  um 
die  für  dieselben  erhaltenen  Werte  nach  der  Comparationsmethode 
einander  gleich  zu  setzen.  Man  hat  nun  eben  so  viele  Gleichun- 
gen als  Hilfsunbekannte,  in  welchen  die  ursprüngliche  Unbekannte 
fehlt.  Aus  diesen  berechnet  man  eine  der  Hilfsunbekannten,  mit 
welcher  dann  auch  die  ursprüngHche  Unbekannte  gefunden  wird, 
da  dieselbe  schon  vorher  durch  die  Hilfsunbekannte  ausgedrückt  war. 

1.  Aufgabe.     3  ■K9-i-2a;-i-]/l8:r  — 7  =  23. 

yiSx—l=v  .  .  .  .  (A) 

18a:— 7==?;^ 

-  =  ^V^  .=  i4±l....(B) 

Mit  A  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 
I*.     3w-t-?;  =  23. 

Aus  B:  ___  =  __,  d.i. 

du—v^  =  SS,  oder 
n*.     (3w-f  i;)(3w  — ?;)  =  88. 
Aus  I*  und  n*  ist  nun  entweder  u  oder  v  zu  suchen. 
I*  in  n*  substituiert,  giebt  23  (3w  — 1;)  =  88,  oder 

Q  88 

Diese  Gleichung  zu  I*  addiert: 

617        ,  617 

6«=^3-,  oder«=-^. 

\  138  / 
In  B  substituiert:    x== jr— —  =  5,494985. 


Es  sei: 

y9  +  2x  =  u, 

Folglich: 

9  +  2x  =  u' 

u'-9 
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i  Aufgabe,     bx^ -^-^xY^x  —  ^^lV^x-^-l  +]/4a;— 11. 

Mit  dieser  Gleichung,  die  von  höherem  Grade  wird,  soll  hier 
nur  gezeigt  werden,  dafs  durch  dasselbe  Verfahren  auch  zusammen- 
gesetztere Gleichungen  gelöst  werden  können. 

Es  sei: 

4  3  

y2x—9==u,    y^x-i-\=v,     Vax— n=w  ....  {A) 
folglich    2x-9  =  u,      3a;-^l=-^;^        \x—n=w\ 

a:==— 2 — ,      ^=~^ '         ^  = 4 •  •  •  .  (B) 

(2  A     \ 

X= r — j 

geht  die  gegebene  lileichung  über  m: 

I*.     5  (-^^^1    +2.-^^^ 

Aus  B:  n*     il!±i==J!!ziLund 


3  4 

Ist   aus   diesen  3  rationalen  Gleichungen  v  gefunden,   so    ist 
(s.  B):  „^_1 


x  = 


Q   Ä    f     k         {Vx-a^Vx-h)' 

3.  Aufgabe.     ^ — znnn =c. 

yx —  a — yx — h 

Es  sei   yx—a  =  u,     yx—f?  =  v (A) 

x  =  u''-\-a,      x^v^-hb  .  .  .  (B) 
Mit  A  geht  die  gegebene  Gleichung  über  in: 

I*.     (^L±^^o. 

U  —V 

Aus  B:  u-{-a=v^  +  h, 

u  — v^  =  h  —  a, 
n*.     (w  +  v)  {u  —  v)  =  h  —  a. 

Aus  II*:    u  —  v  =  — ; — ,  in  I*  substituiert: 
(„  +  „)' :l^  =  c, 


u-irv=yc{b-d)  .  .  .  .   (C) 
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Aus  n*;       Vc(b — ä)*{u  —  v)  =  b  —  a,  oder 

b  —  a 
u  —  v=~ .  .  .  .  (D) 

yc(b—ä) 

C  und  D  addiert  giebt  u,  womit  auch  x  bekannt  ist  (s.  B). 

5  n2 


[na-xf  +  Via^  +  bf] 

5  5 

Va—x-^Vx-l-b 


4.  Aufgabe.      ~ g =^  =  c. 


5 

r  1  T  1      J  «  —  x==u' 
[    tolsrhch:   i  . 

l  b-^x  =  v^  .  .  .  .  (A) 


Es  sei     ya — x  =  u 

5 

yx-^b=^v  

Durch  Addition:    u-i^v^^a-^-b  .  .  (B) 

Die  gegebene  Gleichung  wird: 

=  c,  oder 


u-{-v 
{u^-^v^f  =  c{u-\-v) (C) 

Mit  u-\-v  =  y,  uv  =  z (D) 

geht  nach  §.  62,  6,  5.  Zusatz 

B  über  in:     y  — oy^ z-^-byz^^a-^-b  ....   (E) 

C  in:  {y^  —  Zyz)  =cy (F) 

oder      y'  —  ^y^ z -{-^y^ z^  =  cy ,  durch  y  dividiert: 

/  — 6/z+9?/2^=c (G) 

Diese  Gleichung  von  E  subtrahiert: 

y^z  —  \yz^  =  a^b  —  c  .  : (H) 

3 ^yz^-\-a-]-b  —  c 

y~  z 

oder,  der  Kürze  wegen  a-{-b  —  c  =  d  gesetzt: 

3       Ayz-{-d        .        .    d 
y  =  -^-^ =  4  yz  +  -^ . 

In  F  substituiert:    (4«/2H 3yz)  =cy, 

(y^-t-yj  =cy. 
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z 

2     *     I     o   j      2     I      ,2  2 

y  3  +  2  ayz  -j-a  =  cyz  . 

yz^  =  rv  gesetzt:  rv^-\-{2d  —  c)rv  =  —  d^. 

Ist  hier  fv,  also  auch  yz  gefunden,  so  ergiebt  sich  aus  H: 
y'^  z,  aus  G:  y^,  also  auch  y,  alsdann  aus  D:  u  und  v  und  aus 
A:  X. 

IL  Die  Gleichung  enthalte  unbekannte  Potenzen  mit 
gleichen  Exponenten  und  verschiedenen,  zusammen- 
gesetzten Basen,  in  welchen  die  Unbekannte  mit  gleichen  Co- 
efficienten  auftritt. 

1.  Methode.     Man  führe  für  die  Basen  neue  Unbekannte  ein. 
I.Aufgabe.     {x-\-a)  -{-(x  —  b)  =c. 

Es  sei  x-\-a  =  u,      x  —  h  =  v  .  .  .  .  (A) 

folglich:  x  =  u  —  a,      x  =  v-{-b    .  (B) 

Mit  A  wird  die  gegebene  Gleichung: 

I*     u^^v^  =  c. 
Aus  B:  u  —  a  =  v-{-b,  oder 

n*.    u  —  v  =  a-\-b. 
Mit  uv  =  z  und  11*  geht  u^  +  v^  in  §.  62,  6,  6. Zus.  über  in: 
ii'-{-v^  =  (a-i-bt-\-Aia-hbfz  +  2z\  d.i.  (s.I*) 
c  =  {a-\-b)'-{-A(a  +  bfz  +  2z\ 
woraus  sich  z,  also   auch  uv  ergiebt.     Aus  den  bekannten  uv  und 
7^  —  V  findet  man  nun  u  und  alsdann  x==u  —  a. 

2.  Aufgabe.     ^"^  ~ ""^['^  ^"^ "  ^^[  =  c {a - x)  (x  -  b). 

ia  —  xf  +  ix^bf 

Es  sei  a  —  x  =  u,  x  —  b  =  v,  folglich: 
u  =  a  —  X 

v==x  —  b 


Die  gegebene  Gleichung  wird; 


5    I       5 

^  "^^         CUV,  oder  (s.  §.62,  6,  5.Zus.,  A) 


u'  +  v' 

{a  —  bf  —  h{a  —  bfuv-^h{a  —  b) uv   ^ ^^ 
{a  —  bf  —  2uv 
Hieraus  ergiebt  sich  uv  u.  s.  w. 
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2.  Methode.  Man  setze  die  eine  Basis  gleich  der  Summe, 
die  andere  gleich  der  Differenz  aus  2  neuen  Unbekannten. 

I.Aufgabe.     (x  + af -{-{x  —  hf  =  2c. 
Es  sei  x-\-a==u-\-v  .  .  .  .  (A) 

X  —  h==u  —  V. 

Aus  diesen  Gleichungen  läfst  man  zunächst  die  ursprüngliche 
Unbekannte  x  verschwinden.     Hier  geschieht  dies  durch  Subtrak- 
tion :  «  4-  & 
a-\-I)  =  2v,  folglich  v  =  — ^ — . 

Die  gegebene  Gleichung  ist: 

\u-irvf  +  {u  —  vf  =  2c, 
die  Potenzen  aufgelöst: 

u-\'^u^v^-^v^  =  c,  d.i. 

Mit  u  und  dem  schon  bekannten  v  findet  man  x  aus  A. 

o    A    r     i.         (^  —  af-\-{h  —  xf 

2.  Aufgabe.     -^^ ^^ 5-^  =  c. 

^  (a^b  —  lxf 

Von  besonderem  Vorteil  ist  diese  2.  Methode,  wenn  aufser 
jenen  Potenzen  noch  ein  unbekannter  Ausdruck  vorhanden  ist,  der 
sich  durch  eine  der  Hilfsunbekannten  ausdrücken  läfst. 

Hier  sei  h  —  x  =  u-\-v 

X  —  a  =  u  —  V. 

Die  Subtraktion  der  Gleichungen  giebt: 

a  +  h  —  2x  =  1v  .  .  .  .  (A) 
Die  Addition  der  Gleichungen: 

b  —  «==2w,  daher: 

^^--2—  ....  (B) 
Die  gegebene  Gleichung  wird  nun: 

i^  +  ^f  +  ^u-vt  ,„er 

M^  + 6 «%"  +  !)*  =  2  0»',  d.i.  (8.B) 

(»=£)•+».  (Y)'.'+.'=-- 

Diese  Gleichung  wird  mit  v  =  z  quadratisch.  Ist  ;j,  also  auch 
V  gefunden,  so  ergiebt  sich  x  aus  A. 
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§.81.     Angewandte  binomische  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten. 

1.  Aufgabe.     N  kauft  4  Meter  blaues.  6  Meter  schwarzes  und 
11  Meter  graues  Tuch  für  175^    Wäre  der  Preis  eines  Meters 

1  .  .  1 

der  1.  Sorte  um  -^tM.  billiger,   der  3.  Sorte  um  —  Jl.  teurer,   so 

würden  sich   die  Preise   der  3  Sorten  wie  7:6:5  verhalten.    Wie 
viel  kostete  1  Meter  von  jeder  Sorte? 

Auflösung.      1   Meter    blaues    Tuch   =x^    schwarzes   =«/, 

graues  ^=zJi    Folglich: 

I.     4a: +  62/+ 11  z=  175. 

1  1 

Ferner:  x  —  —  :e/:z+  — =  7:6:5. 

Daher    1)   x  —  —  :2/  =  7  :6,  oder 


n.     6a;  — 3  =  7«/. 

i)   2/:z  +  y  =  6: 

m.     52/  =  6z  +  3. 

.  .  .  (A) 


1 
und     2)   «/:z  +  -^  =  6:5,  oder 


Aus   n:    a:=  ^^  +  ^ 


ni:     2  = 


6 
52/-3 


6 
In  I  substituiert: 

4.iV±l  +  6,H-ll.-^  =  175. 

Mit  6  multipliciert  u.  s.  w.    j/  =  9. 
In  A  substituiert :     a:  =  1 1 ,  2:  =  7. 

2.  Aufgabe.    .Ein  Gefäfs  kann  durch  die  Röhren  a,  &  und  c 
gefüllt   werden.      Öffnet   man    a  und  &,    so    wird   das    Gefäfs   in 

3 
1^  Stunden   gefüllt,    durch   a  und  c  in  — ,    durch    h   und    c   in 

2 

-TT  Stunde.     Wie  viel  Zeit  braucht  jede  Röhre  allein  zur  Füllung? 

o 

Auflösung,     a  braucht  x,  h\  y,  c.  z  Stunden. 

\ 
a  füllt  in  1  Stunde  —  des  Gefäfses, 

X 
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1  1 

a  und  h  füllen  daher  in  1  Stunde 1 . 

X        y 

a  und  h  füllen  das  Gefäfs  aber  auch  in  1^  Stunde  (s.  Aufg.), 

1  2 

mithin  in  1  Stunde  -rr  o^®^  V"-     Folglich : 

I.     -1  +  1^1. 

111 

Eben  so:  1 =  — — -    oder 

X        z  3 

II.  -^-+i=4 

X        z        3 

11  1 

und 1 =  —^7-,  oder 

y        z  2 

T 

1        1 
III.     -i+i-=li 

y     '    z  ^ 

Alle  3  Gleichungen  addiert: 

^  +  ^+^  =  |....(S) 

X        y  z         4 

S  — I:     —  =  -j2"'   ^^U  (^^^^^^)- 

S-II:     -i-__A.^_2|St. 
?/        12  '  -^  ^ 

S_III:     —  =  i-,     a:  =  4St. 
o;        4 

3.  Aufgabe.  ^  lieh  dem  A  ein  Kapital  zu  4|-0/o  auf  9  Mo- 
nate, dem  B  ein  anderes  Kapital  zu  5^^  ^/o  auf  8  Monate  und  er- 
hielt von  Beiden  297  c/^  Zinsen.     Wären  die  Kapitalien  vertauscht 

3  . 

worden,    so   hätte  er  — -  c/^  weniger   erhalten.     Wie   viel   hatte   er 

Jedem  geliehen? 

Auflösung.     Das  Kapital  des  A=^x^   die  Zinsen   desselben 

==    g.   I       =    „      ,  das  Kapital  des  B  =  y^  die  Zinsen  desselben 

w-54-8         ly      ..,,., 
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1600  +  200  -^^^'  ^^^^ 

I.     57a;  +  56t/ =  475200. 

Im  2.  Falle: 

1600    '    200  —  ^^^^' 

IL     56a;  4- 57«/ =  474000. 

I+II  giebt: 

113a;+113?/  =  949200;  durch  113  dividiert: 

a;4-?y  =  8400. 

I  — H: 

x—y  =  nm. 

Durch  Addit.  u.  Subtr.         x  =  4800 ,  y  =  3600. 

4.  Aufgabe.  Eine  gewisse  Anzahl  Arbeiter  schafft  einen  Hau- 
fen Steine  in  6  Stunden  von  einem  Orte  zum  andern.  Wären  der 
Arbeiter  2  mehr  gewesen,  und  hätte  jeder  bei  jedem  Gange  4  Pfund 
mehr  getragen,  so  wäre  der  Haufen  in  5  Stunden  fortgeschafft 
worden.  Wären  der  Arbeiter  3  weniger  gewesen,  und  hätte  jeder 
bei  jedem  Gange  5  Pfund  Steine  weniger  getragen,  so  würde  der 
Haufen  in  8  Stunden  fortgeschafft  worden  sein.  Wie  viel  Arbeiter 
waren  beschäftigt,  und  wie  viel  trug  jeder  bei  einem  Gange? 

Auflösung.  Es  mögen  x  Arbeiter  gewesen  sein,  die  bei 
jedem  Gange  y  Pfund  trugen.  Die  Anzahl  der  Gänge  in  einer 
Stunde  sei  z.  Folglich  ist  das  Gewicht  des  Haufens  Qxyz  oder 
5(0^4-2)  («/ 4-4)2:  oder  8 (o;  —  3)  (?/ —  5) z  Pfund. 

Wird  der  1.  Ausdruck  gleich  dem   2.  und  3.  gesetzt,    so  ent- 
stehen 2  Gleichungen,  die  durch  z  dividiert  werden  können.     Die 
Anzahl  der  Gänge  bleibt  mithin  unbekannt  und  es  ist: 
I.  Qxy  =  b{x-\-2)iy-{-A)  und  II.  Qxy  =  S(x  —  ^){y—b);  oder 
I.  a:?/  =  20a:4- 10^/4- 40;  IL  xy  =  2Qx-{-ny-'Q0. 

II  —  I  giebt  y  =  50.     Aus  I  ergiebt  sich  alsdann  o;  =  1 8. 

5.  Aufgabe.     A,  B,  C  spielen.    Zuerst  hat  A  die  Bank.   B  setzt 

1  1 

—  seines  Geldes  weniger  1  Ji,    C  —  seines  Geldes  und  2  Ji    B 

verliert  und  C  gewinnt.     Nun  hat  B  die  Bank.     A  setzt  —  seines 
jetzigen  Geldes  weniger  iM,    C  —   seines   Geldes   weniger   5  M. 

A  gewinnt,  C  verUert.     Zuletzt  hat  auch  C  die  Bank.     A  setzt   — 

1 
seines  Geldes  und  \  M,  B  -^  seines  Geldes  und  1  Jl     Beide  ver- 
lieren  und   nun  ist  A  im  Besitze  von  59,   ^64,    C  \Z\  Ji.     Wie 
viel  hatte  jeder  vor  dem  Spiele? 
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Auflösung.     A  mag  x,   B  y  gehabt  haben.     Alle  3  müssen 
zusammen  stets  59  +  64  +  131=254  gehabt  haben. 

Daher  hatte  C:  254  —  x  —  y. 

Zuerst  setzt  Bi  -| 1 , 

254--a;  — y     ,   ^_  133         x       y 

Nach  dem  1 .  Spiele  hatte  daher : 

-   '+(f-)-(T-|-i)=T+^ 
■"   '-(f-')=^  +  '. 

-  «— '+(T-|-I-)=T-T-^ 

Nun  setzt 


136 

Q       > 


A      i    ("i^    ,    lly        136\  Ix        11t/ 

3   V  6    "^   30  3    7  18  "^   90 


145 


9    ' 


Ci 


1    /895        Ix       ly\      ^       835        Ix       ly 


)-.= 


4   V    3  6  6  /  12  24         24 


Nach  dem  2.  Spiele  hat  daher: 

Ux        Tly        553 
^'      9     ~^   45  9~' 

B>    3121        49a;       139y 

*  36  72    "^  360  ' 

•  4  8  8  * 

T  .  .      X  X    ^     14a;    ,    22v        508 
Jetzt  setzte:  ^^+-2-^--^, 

3337        49a;        139y 
'     216         432  "^  2160' 

Beide  verlieren  und  haben  nach  dem  3.  Spiele: 

T  .56^,  SS?/   2257  _ 

^'       45  "*"  225'    45~~"^^' 
-rr   15389    245a;  ,  139j/   ^, 
^-  ^I6 432" +-432-=-"^^- 

I  ist  mit  225,  11  mit  432  zu  multiplicieren  und  es  ergiebt  sich 
a;  =  61,  y  =  85. 

C  hatte  254  —  61  —  85  =  108. 
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Anmerkung.  Einfacher  kann  diese  Aufgabe  dadurch  gelöst 
werden,  dafs  man  von  den  Endzahlen  aus  rückwärts  schreitet 
(vergl.  §.  50,  15). 

Nach  dem  2.  Spiele  mag  A'.x,  B:y  Mark  gehabt  haben. 

Folglich  (siehe  die  letzten  Angaben  der  Aufg.) : 

,._(|+,)=59;    ,_(|.  +  l)=64; 

x  =  lb;  2/ =78. 

C  hatte  daher  nach  dem  2.  Spiele:  254  —  75  —  78  =  101. 
Nach  dem  I.Spiele  mag  A:u,  B:v  gehabt  haben.     Folglich: 

w  =  57.  2;=128. 

B  hatte  daher  nach  dem  1.  Spiele:  254  —  57  —  128  =  69. 
Anfänglich  mag  B:r,  C:s  gehabt  haben.     Folglich: 

,-(^-l)=69;    .+  (A+2)=m; 

r  =  85.  5=108. 

A  hatte  254  —  85—108  =  61. 

6.  Aufgabe.  Die  Summe  dreier  Zahlen  ist  130.  Dividiere 
ich  die  1.  durch  die  2.,  so  erhalte  ich  4  mit  dem  Eeste  8,  dividiere 
ich  die  2.  durch  die  3.,  so  erhalte  ich  3  mit  dem  Reste  2.  Wie 
heifsen  die  Zahlen? 

Auflösung.     Die  Zahlen  seien  x,y,z.     Folglich: 
I.     a;  +  ?/  +  2  =  130; 


X 

y' 

=  4  +  "-,  oder    II. 

x  = 

=  4y+8; 

z 

=  3  +  ^,  oder  IE. 

y  = 

=  3^  +  2. 

US 

ni: 

Z-- 

3     ' 

'ies 

und  n 

in  I  substituiert: 

4?/  +  8+y-f-^ 

2 

y-- 

=  130; 

=  23  u.  s.  w. 

7.  Aufgabe.  Ein  Rechenlehrer  läfst  seine  Schüler  2  ganze 
Zahlen  multiplicieren  und  als  Probe  das  Produkt  durch  die  klei- 
nere Zahl  dividieren.  Der  eine  Schüler  erhält  bei  der  Division 
5844  als  Quotient   und  29  als  Rest,   ein  zweiter  5800  und  21  als 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    III.  Teil.  17 
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Rest,  ein  dritter  5149  und  14  als  Eest.  Der  erste  hatte  vergessen 
an  einer  Stelle  eine  1  zu  addieren,  die  er  bei  der  Multiplication 
herüber  zu  nehmen  hatte,  der  zweite  hatte  in  der  nächsthöhern 
Stelle  2,  der  dritte  in  der  dann  folgenden  höhern  Stelle  3  zu  wenig 
addiert.     Wie  hiefsen  die  beiden  aufgegebenen  Faktoren? 

Auflösung.  Der  gröfsere  Faktor  sei  a:,  der  kleinere?/.  Eine 
in  der  2.  Stelle  vergessene  1  gilt  10\  in  der  3  Stelle  10^  u.  s.  w., 
in  jener  unbekannten  Stelle  10' =  u,  in  der  folgenden  Stelle 

10'+'=10M0==102^ 
eine  2  in   dieser  Stelle   20  w.     In   der  nächstfolgenden   Stelle   gilt 
eine  1:  10''^^=  10'- 10^=  lOOw,  eine  3  in  dieser  Stelle  300w. 

Der  erste  hatte  also  nicht  .ry,  sondern  ccy  —  u  beim  Multipli- 
cieren  erhalten  u.  s.  w.     Daher: 

MS=JL^,SU  +  ^;    ^2^=^  =  5800+21. 

y  y  y  y 

xy-300u_^^^         U 

y  y 

Mit  y  multipliciert : 

L     o;?/  — w==5844?/4-29; 
IL     a't/  —  20w  =  5800^4- 21; 
m.     o;?/  — 300w  =  5149f/4-14. 
I-H:     19w  =  44r/  +  8; 
Il-ni:  280w  =  651y  +  7. 
Man  findet  i/  =  43,  w=100,  :r-=5847. 

8.  Aufgabe.  u4  begann  am  1.  Jan.  1883  mit  einer  gewissen 
Summe  ein  Geschäft.  2  Monate  später  trat  B  mit  einer  gröfsem 
Summe  hinzu.  Weitere  2^  Mon.  später  trat  auch  noch  C  ein,  der 
1200  M  weniger  als  A  u.  B.  zusammen  einlegte.  Sie  hatten  am 
I.Jan.  1884  AAOO Ji  gewonnen  und  zwar  ^  110*^^  mehr  als  A., 
C  210  M  mehr  als  B.     Wie  viel  hatte  jeder  eingelegt? 

Auflösung.  A  legte  x,  B  y,  C  x-^y — 1200  ein.  Die 
I.Summe  stand  12,  die  2.  10,  die  3.  7^  Mon.,  folglich  ist  der 
Gewinn  nach  den  Verhältniszahlen: 

12a:,  \0y  und  7^  {x-\-y—  1200)  oder  (mit  2  erweitert): 
24a;,  20?/,  150:  + 15?/— 18000  zu  teilen  (s.  §.50,  6,  5.Aufg.) 

Da  die  Summe  dieser  Verhältniszahlen  39a: -+-351/ — 18000 
beträgt,  so  gewann  A: 

4400  ^,       ^  4400  ^. 

24  a:,   B: —rr — rr tt^tttttt- '^Of/  u.  s.  w. ; 


39a:4-35i/— 18000  '  39 a:-|- 35t/— 18000 
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Folglfch: 

a^  4400. 20.V  _  4400. 24:f 

^  ^^      39a; +  35?/  — 18000         39a; -f- 357/ -  18000  "r"  ^^"' 

SOOy ^ 960a; 

39a;  + 351/— 18000  ~"  39a;  +  35?/— 18000  "^  ' 

S00y  =  960a;  +  39a;  +  35?/  —  18000 ; 
I.  85y=llla;  — 2000. 
Ferner : 

,xr.   4400 (15a; +15y- 18000)  _     4400-201/ 

^     ^  39a;  +  35y— 18000      39a;  + 357/  — 18000  "T"^^^' 


20(15a;+ 157/  — 18000)  ^      20-207/ 
39a;  -|-  357/  —  18000   ~  39a;  +  35^  —  18000 


-f-l 


300a;  +  300?/  —  360000  =  AOOy  +  39a;  +  35?/  —  18000 ; 
IL     29a;  =  15^  +  38000. 
y  aus  n  berechnet  und  in  I  substituiert,  giebt: 
a;==4000,  7/  =  5200. 

C  hatte  4000  4-5200— 1200  =  8000 c^  eingelegt. 

Anmerkung.  Man  hätte  auch  den  Gewinn  des  ^=1320 
und  ^=1430  direkt  aus  den  letzten  Angaben  der  Aufgabe  berech- 
nen und  diese  Zahlen  den  in  der  2.  Zeile  vor  (I.)  enthaltenen  Aus- 
drücken gleich  setzen  können. 

9.  Aufgabe.  Vergröfsert  man  in  einem  Dreieck  den  Winkeln 
um  1,  den  Winkelt  um  11  Grad,  so  verhalten  sich  alsdann  die 
3  Winkel  wie  3:8:4.     Wie  grofs  waren  dieselben? 

Auflösung.     Die  Winkel  hatten  x,  y,  z  Grad.   Da  die  Winkel 
eines  Dreiecks  stets  180^  betragen,  so  ist  zunächst: 
I.     x  +  y  +  z  =  lSO, 
Wird  X  um  1,  y  um  11  Grad  gröfser,  so  mufs  der  S.Winkel 
um  1  +  11  =  12  Grad  kleiner  werden,  weil  die  Summe  der  Winkel 
eines  Dreiecks  immer  dieselbe  ist.     Daher: 

a:+l  :t/+ll  :2— 12  =  3  :8  :  4 
und  folglich: 

1)  a;+l  :2— 12  =  3  :4; 

4a;  +  4  =  32  — 36; 
n.     4a;  — 32  =  — 40. 

2)  t/+ll  :z— 12  =  8:  4,  oder  =2:1; 

t/  +  ll  =  22  — 24; 
in.     t/  — 22  =  — 35. 

Aus  11:      x  = ,    aus  III:  y  =  2z  —  35. 

17* 
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In  I  substituiert: 

3z  — 40 


4-2^  —  35  +  2  =  180. 
2:  =-60. 


a;  =  35,  ?/=85. 


10.  Aufgabe.  Ich  kenne  eine  Proportion,  bei  welcher  die 
Summe  aller  4  Glieder  =«,  die  Summe  der  Quadrate  der  4  Glie- 
der =  b  und  die  Summe  der  Kuben  der  4  Glieder  =  c  ist.  Wie 
heifst  die  Proportion? 

Auflösung.     Setzt  man  die  Proportion: 

x'.y  =  z'.u,  so  ist  also: 
I.     X  -\- y  -\- z  -\- u  =  a-, 
.     X  +y  -\-z  -\-u  =b; 

m3     ,        3     ,        3     ,        3 
.     X  -\-y  -]-z  -\-u  =c. 

Die  4  Unbekannten  setzen  eine  4.  Bedingung  voraus,  die  je- 
doch in  der  Aufgabe  nur  scheinbar  fehlt,  da  den  Sätzen  der  Pro- 
portionslehre zufolge 

lY.     xu  =  yz  ist   (s.  §.  78,  3,  I.  A). 

Hätte  die  Aufgabe  anstatt  jener  3  Bedingungen  deren  4  ent- 
halten, so  würden  sich  zwar  schon  4  Gleichungen  ergeben  haben, 
aufser  diesen  aber  würde  auch  xu  =  yz  gelten  und  man  hätte  mit- 
hin 5  Gleichungen  mit  4  Unbekannten,  die  (durch  Ehmination)  zu 
2  von  einander  unabhängigen  Gleichungen  mit  einer  Unbekannten 
führen  würden.     Folglich  wäre  die  Aufgabe  unlösbar. 

Setzt  man  a;  +  w  =  r,  y-\-z  =  w,  so  entsteht  (siehe  §.  62,  6, 
5.  Zus.): 

aus     I :  I*.    t;  -|-  iv  =  a ; 

„     II:      v'  —  lxu-^'m   —1yz  =  h,  d.i.  (s.IYj: 

II*.    v-\-Tv  =b  -{-  ixu. 
„    LI:      v^  —  'SxU'V-r-  n^^  —  3yz'rv  =  c,  oder 
v  -\-tv  =  c-{-  Sxuv  -\-  3 xufv ; 
v^-}-Tv^  =  c-\-3xu(v-hfv),  d.  i.  (s.  1*) 
III*.     V  -\-?v  =  c  -f-  3  axu. 
Es  sei  xu=t,  folghch : 

I*.     V  -\-fv  =  a; 
II*.     v'-{-w^  =  b-i-4i; 
III*.     v^-{-n;^  =  c+'dat. 
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Setzt  man  noch  vw  =  r,  so  erhält  man 
aus  n*:     {v  +  wf  —  2r=^h  +  M,o^Gv 
R     a^  —  2r  =  h  +  At', 
„  IIP:     {v -\~ tvf  —  '6r{v -\'Tv)==  c  -\-Z  at,  oder 
IR     a—^ar  =  c-{-^at. 
Aus  diesen  beiden  Gleichungen  folgt: 

ah        2  c        a  ^  _\      ^ 

Aus  r  =  vw  und  I*  findet  sich  v  und  tv, 

aus  i  =  xu  und  x-{-u  =  v  alsdann  x  und  w,  u.  s.  w. 


§.82.    Methode  der  unbestimmten  Coefficienten. 

1.     1.  Aufgabe.      Wie   grofs  müssen   die   bekannten   Zahlen 
«,&,...  genommen  werden  wenn 

a-{-x c 

b  +  x        d-\-x 
eine  reine  Gleichung  vom  2.  Grade  werden  soll? 

Auflösung.     Mit  dem  Generalnenner  multipliciert : 
ad-\-ia-\-  d)  x  -\-  x^  =  hc-\-  ex; 
X  -i-{a-{-d  —  c)x  =  bc  —  ad. 
Soll  x^  verschwinden,  so  mufs  a-\-d  —  c  =  0,  d.i.  c=^a-rd 


sem. 


Beispiel.     Beliebig  «=11,  (?  =  8  (und&  =  5)  gesetzt,  giebt 

c=ll-f-8  =  19. 
Daher  wird  ^^_^^  ^^ 


b+x         S-hx 
eine  reine  Gleichung  2.  Grades. 

2.  Aufgabe.    -^  +  -^  =  e. 

Wie  grofs  müssen  a,  b,  .  .  .  .  genommen  werden,  wenn  die 
Gleichung  die  Form  x  -{-Ax  =  0  erhalten  soll,  um  sie  als 
Gleichung  1.  Grades  lösen  zu  können? 

Auflösung.  Mit  dem  Generalnenner  multipHciert  und  ge- 
ordnet : 

ex  -\-{a-\-c  —  be—  de)  x  =  bde  —  ad  —  bc. 
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Da  hier  bde  —  ad  —  bc  =  i)     sein  soll,  so  mufs 

ad-{-bc a        c 

^  bd       ~T^'J 

sein  (siehe  die  gegebene  Gleichung!). 

Beispiel.     Setzt  man  die  linke  Seite  beliebig: 


4  +  .-C 
3        1 

—  5 

4+x    ' 

14  — o:  ~"" 

so  mufs  die  rechte  Seite  — - 

4 

Q 

Gleichung  mithin                   — 
gesetzt  werden. 

,—5        3          5         11      ,. 
^    14    ~4         14        28'  ^^' 
5              11 
14  — X         28 

2.     Lehrsatz.     Ist 

a-^-ßx-hrx'-^-  ... 

^^^A  +  Bx-hCx^-h  ...  (Y) 

und  soll   diese  Gleichung   für  jeden  Wert  von  x  gelten,    so  mufs 
A=cc,  B  =  ß,  C='y...  sein. 

Beweis.     Da   die    Gleichung  für  jeden  Wert   von  x  gelten 
soll,  so  mufs  dies  auch  für  x  =  0  der  Fall  sein.     Alsdann  ist: 

a-|-/^-0  +  y-0^+...=^  +  ^.0  4-C'-0'+...,  d.i. 
a  =  A. 
Setzt  man  daher  in  Y  für  A  das  ihm  gleiche  a,  so  entsteht: 
cc-{-ßx  +  rx^  =  cc-{-Bx+Cx^-h  .  ..,  d.i. 

ßx-\-yx^  =  Bx-{-  Cx  +  .  .  . ;  durch  x  dividiert : 
ß-\-rx^Sx   ..  .=B-^Cx-\-Bx-{- (Z) 

Auch  diese  Gleichung  mufs  für  jedes  x,  also  auch  für  o:  =  0 
gelten  und  man  erhält  ß=B. 

Aus  Z  wird  nun: 

ß'\-rx-\-Sx^+  .  .  .  ^ß+Cx-^Bx^-\-  .  .  .,  oder 

yx  -f-  Sx^  +  .  . .  =  Ca; -j-  Bx  +  .  .  .,  durch  x  divid. : 
y-\-§x+  .  .  .  =C  +  Bx-{-  .  .  .;  a;  =  0  gesetzt: 
y  =  C,  u.  s.  w. 

3.    Lehrsatz.     Ist    ^^y^^^  +  y^, 
so  mufs  A^a,  ß  =  fi  sein,  denn  vollätändig  ist  diese  Gleichung: 
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Aus  a  +  Yß  =  A-^Yb  und 

folgt  aber  durch  Addition:  2«  =  2^  oder  A  =  a^ 

„       Subtraktion:  21/^=2]/^,  d.i.  Yß^YB  oder 

4.  Lehrsatz.     Ist     a-\-  ßi  =  A-{-  Bi^ 

so  ist  A=cc  und  B  =  ß,  wie  gleichfalls  durch  Addition  und  Sub- 
traktion aus  den  Gleichungen: 

a-{-ßi  =  A-\-Bi  und 

cc  —  ßi  =  A  —  Bi  folgt,    da  j  =  -h)/^^  ist. 

5.  Anwendungen  der  vorstehenden  Lehrsätze. 

47 Tx 

1.  Aufgabe.     — in  Partialbrüche  zu  zerlegen, 

{Ix      I )  (x  -f-  4j 

von  welchen  der  erste  den  Nenner  2  a:  —  7,  der  zweite  den  Nenner 
a;  +  4  hat. 

Auflösung.     Es  sei 

47  —  7x  m       ^.       n  ,p. 


{2x—l){x  +  ^)        2x  —  1    '    x-h^' 

wo  m  und  ^^  noch  zu  bestimmende  Coefficienten  sind. 

Die  Gleichung  mit  (2ic — l){x-{-A)  multipliciert: 

47  —  7x  =  mx-\-Am-{-2nx  —  In. 
Nach  x  geordnet: 

47  —  lx  =  4m  —  7n-i'{m-\-2n)x. 

Nach  dem  2.  Satze  müssen  nun  die  mit  x^  multiplicierten  (d.  i. 
die  Constanten)  GHeder  einander  gleich  sein,  folglich: 
L     47  =  4w  —  7n. 

Femer   müssen    die    mit   x     multiplicierten  Glieder   einander 
gleich  sein:  IL    —l  =  m  +  2n. 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  w  =  3,  n  =  —  5.    Diese  Werte 
in  P  substituiert: 

47  — 7a;  3  .      —  5         , 

— ,  oder 


(2a;  — 7)(a;  +  4)        2a;  — 7    '    a;-h4 
3  5 


zerlegen. 


2x  —  l        x-{-\' 

o    A    ^     k  7a;(23a;  +  39)  .     ^    ,.,...  i 

^-  ^^^-^^''     2(a;  +  2)(3a;-l)(a;-r5j-  ^"  ^^^'^^^^^^'^'  -^ 


& 
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Auflösung.     Es  sei 


^  .  .  •  (Q^ 


1{X'^2){Zx  —  \){x~b)        x-{-2    ■    Zx—\     '    x-h 

Die  Gleichung  mit  (a;  +  2)(3x — \)  {x  —  5)  multipliciert  und 
nach  Potenzen  von  x  geordnet: 

OTQ^  Ifil  r^ 

0  +  -^^+      .2       — (5^^  — lOn  — 2i))  +  (— 16;??-3n  +  5j3)x 

Nach  dem  2.  Satze  ist  nun: 

I.    5m  — lOw  — 2/?  =  0;     IL    -  16m  — 3w  +  5p  =  -^; 

111.    3m  +  ?zH-3i?=^. 

55 
Hieraus  ergiebt  sich  m  =  1 ,  n=  —  ^  ,  P  =  —;r-   und    Q   geht 

über  in: 

161a;' 4- 273a;  1  5         .  55 


2(a;H-2)(3a;— l)(a;— 5)        a;  +  2         3a;— 1    '    2(a;  — 5)' 

3.  Aufgabe.  g      ;;^         I^  in  Partialbrüche  zu  zerlegen. 

18a;  — 9a;  —  2  ^ 

Auflösung.     Nachdem    der  Nenner  in   ein  Produkt  binomer 
Faktoren  zerlegt  ist,  setze  man: 

(3a;-2)(6a;H-l)        3a;  — 2  ^  6a; -fl    '  '  *  '  ^    ^ 

Mit  dem  Generalnenner  multipliciert: 

ll  =  (/;2_2w)  +  3(2m  +  n)a;,  d.i. 

ll+0.a;  =  (m  — 2w)  +  3  (2m  +  w)a;;  daher: 

I.   m  — 2w=ll;    IL    3(2m  +  w)  =  0. 

1 1                  22 
Folglich  m  =  -3-,  n= r-  in  R  substituiert: 

11  11  22 


18a;'-9a;-2         5(3a;-2)        5(6a;-M)- 

2x-\-  3 
4.  Aufgabe.        ,,      —  in  Partialbrüche  zu  zerlegen. 


a;'  — 11 


Auflösung. 

Es  ist  x^^n={x+yn){x—yu),  folglich; 
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2x-\-d ^           m W_ g 

{x-i-yu){x—yii)    x+yji    x^-Vn'''' 

gesetzt  und  mit  dem  Generalnenner  multipliciert : 
3  -^2x  =  {n  —  m)  ]/ll  -\-(m-[-n) x. 

Mithin  n  —  m=  — t-^ —  und  m  +  ^  =  2 ,  woraus  sich 
11  ' 

;??=  1,4523  und  w  =  0,5477  ergiebt. 

In  S  substituiert: 

2a:H-3  _      1,4523  0,4577 


x'—\\        a;  +  3,3l66    '    o;  — 3,3166* 

.    .     .     ,  28 a:' 4-1 39 :c' -204^  +  40  .    -p  ^.  „    ..  , 

o.  Auigabe.     -, — .    „.  ,_ -^ mrartialbruche  zu 

^  [x  +  6)  (7  X  —  2) 

zerlegen. 

Auflösung.  Ist  der  Zähler  von  gleichem  Umfange  mit 
dem  Nenner  oder  von  gröfserem  Umfange,  so  ist  der  ge- 
gebene Ausdruck  zuvor  durch  Partialdivision  so  zu  verwandeln, 
dafs  der  Zähler  von  kleinerem  Umfange  als  der  Nenner  (der  Bruch 
also  ein  echter)  wird.  Hier  ist  der  Nenner  7x"'+40a: — 12,  der 
Zähler  mithin  von  gröfserem  Umfange  und  folglich  ist  durch  Par- 
tialdivision 

•28^^  + 139a;'  — 204a; +  40    .      ,         ^  36a;  — 4  ,,, 

^ m  \x  —  3 :, .  •  .  (A) 

7x^  +  40a;— 12  7a;--}- 40a;— 12 

zu  verwandeln.     Nachdem  nun 

36a;  — 4            ,  .           36a;  — 4          .5,1 
d.  1.  - — ,    „.  .-         ^.    m — T-  4- 


7a:'+40a;— 12'     '  '   (^4-6)(7a;-2)         a:+6         7a;  — 2 
verwandelt  worden  ist  (vergl.  die  3.  Aufgabe),   wird  der  gegebene 
Ausdruck  (s.  A): 

\a;-r6        7  a;  —  2/ 

^    .     „     ,         4a;^  —  5  a;'  — 29  a; — 3.^ 

6.  Aufgabe.     3 ^ -—f 

X  —X  —  ix  —  2 

Da   der  Zähler   von   kleinerem  Umfange   als   der  Nenner  sein 
mufs,    so   ist   die  Aufgabe  durch  Partialdivision   zunächst   zu  ver- 

Avandeln  in:  2   ,  - 

X  -^  X — o 

4 5 7, • 

o;^  — a;"  — 7a;  — 2 

Nun  wäre  der  Nenner  in  ein  Produkt  binomer  Faktoren  zu 
zerlesren. 
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Da  sich  jedoch  für  denselben  zunächst  nur 

herstellen  läfst  (s.  u.  die  Anmerkung)  und  der  2.  Faktor  nicht  in 
ein  Produkt  binomer  Faktoren  mit  rationalen  Zahlen  verwandelt 
werden  kann,  so  ist  der  gegebene  Ausdruck,  wenn  irrationale  Zah- 
len vermieden  werden  sollen,  in  der  Form 


ix-\-2){x-  —  'Sx—\) 
beizubehalten  und  vorläufig 

x^-\-x  —  5  m  7ix-{-p 


.  (C) 


(0:4-2)  (o;^  — 3a;- l)  ^"+-2  x^^^^—Y 
zu  setzen.  Hier  kann  der  letzte  Zähler  nicht/?  allein  gesetzt  wer- 
den, weil  offenbar  der  Zähler  x"~^  als  höchste  Potenz  enthalten 
mufs,  wenn  die  höchste  Potenz  im  Nenner  x"^  ist.  Die  Gleichung  C 
mit  dem  Generalnenner  multipliciert  und  geordnet: 

—  5  -{- X -\- x^  =  i2p  —  m)-j-(2w+/?  —  d?n)x-{-{m-]-  n)x\ 
Aus       I.   2p  —  m==  —  b,    IL   2n-{-p  —  dm-=\, 
III.   wj-fw=l 

findet  sich  m=—-^^  n  =  -—,p  =  —  -^^    und    folglich    geht    C 

o  o  o 

über  in: 

x^-]-x — 5 


(a:-f2)(o;'— 3a:- 

1 


3(^2_3a;_l)       3(0:^-2) 
und  die  Aufgabe  verwandelt  sich  (s.  B)  in : 

4-r ^^=^ - 1 

1  4a:  — 8 


4 


Anmerkung.     Um  den  hier  gegebenen  Nenner 


x^—x^  —  7x  —  2 


(ohne  Auflösung  einer  kubischen  Gleichung)  in  ein  Produkt  zu 
verwandeln,  setzt  man  denselben  mit  Rücksicht  auf  das  erste  und 
letzte  Glied 

=  (x-\-2)(x^-{-mx—\)  oder  =(a:  — 2)(a:'-f  zwx-f- 0 

oder  ={x-\-i)(x^  +  mx  —  2)  oder  ==  {x  —  1) {x^ -^ mx -{- 2) 
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und  untersucht,  welche  von  diesen  allein  möglichen  Annahmen  die 
richtige  ist. 

Die  1.  Annahme  führt  zu: 

x^  —  2x^-'lx  —  2  =  {x-i-2){x^+7?ix—\) (M) 

=  x^-{-im-\-2)x^  +  (2m  —  \)x-2. 

Diese  Annahme  ist  nun  die  richtige,  wenn  m-\-2  =  — 1  und 
zugleich  2  m  —  1=  —  7  ist.  Aus  der  1.  Gleichung  ergiebt  sich 
m  =  — 3,  und  da  dieser  Wert  wirklich  der  2.  Gleichung  genügt, 
so  ist  auch  (s.  M): 

x^  —X  —lx  —  1=={x  +  2){x^  —  '6x-  l). 

7.  Aufgabe      — g verwandelt  man  in 

x  — 1 

1  1 


(a;'+  0  (^'— l)        (^  +  1)  {x—x^-X)  {x-\)  {oi? -{- x -\- \) 
und  setzt  dies 

m  n  px-\-  q  rx-\-s 


+ 


x-f-1     '    a;-l     '    x^—x  +  \         x^-\-x-{-\' 

Man  findet: 

111  1  1  1 

m^--,  n^~,p^^,  ^^-y  '^^-y  ^=-y 

8.  Aufgabe.     l+^^9 

fYl  Yl  t) 

Offenbar  kann  nicht -\ ^  H ^^    gesetzt    wer- 

den,  da  wenigstens  einer  der  Nenner  {x  —  2)  sein  mufs.  Da  aber 
auch  {x  —  2/  und  (x  —  2)  vorhanden  sein  können,  so  hat  man  als 
Nenner  nicht  nur  die  gegebene  Potenz,  sondern  alle  Potenzen  zu 
setzen,  deren  Exponenten  um  1,  2,  3  .  .  .  niedriger  sind.     Daher: 

a;^4-3a;4-6  ^      m  n  p 

{x-2f       ~  x-2  "^  (a:  — 2f       {x^^f 

Mit  (x  —  2)^  multipliciert  und  geordnet: 

6  -I-  3a:  -{-x^  =  (4w  —  2  w  -f;?)  +  {— \m -{- n)  x -\-  mx\ 
Hieraus   folgt   m=\,    dann   (aus   — 4w-|-w  =  3)w  =  7    und 


i?  =  16. 


9.  Aufgabe. 

^  ist  = -H i^  +  T""^ — T  2U  setzen. 


{x—lf(dx  —  i)  ^  —  1        (x-\f       3a:— 4 
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10.  Aufgabe.  ^ 


i\  —  x)ix-2+7i)ix—2  —70 

Enthält  der  Nenner  Faktoren  mit  conjugierten  Zahlen  (s.  §.  69, 
27,  1),  so  ist  deren  Produkt  zuvor  zu  berechnen.     Hier  ist 

(x  —  2-{-li){x  —  2  —  li)={x  —  2f-'ilif  =  x^—ix  +  bd, 

folglich  ist 

3x^  —  4a; +  5  m  nx-^-p 


i\—x){x^  —  4x-{-b3)        1—^        x—ix  +  bd 
zu  setzen  (vergl.  die  6.  Aufg.). 

11.  Aufgabe.      Yl+x  in  eine   nach   Potenzen  von  x  fort- 
schreitende Reihe  zu  verwandeln. 

Auflösung.     Es  sei 

yTf~x  =  A+Bx+Cx-[-I)x^  +  Ex'-^  .  .  .  (Y) 

Quadriert,   rechts   nach  x  geordnet   und   links    die  fehlenden 
Potenzen  ergänzt: 

l-i-x  +  0'X^  +  0'X^-\-  ...  =A^  +  2ABx  +  {b^  +  2AC)  x 

+  2{AD^BC)x'-\-{c'-]-2JE-\-2BD)x^-{- 


Folglich:     I.    A'=\\ 

IL    2^^==1: 
III.    ^'  +  2^C=0; 


IV.    2(^/?4--^^)  =  0; 
V.    C'^-{-2AE  +  2BD  =  ^. 


Aus  I:     A  =  y\=^\.     Mit  A=\  z.B.  findet  man  aus  II: 

1  1 

B=-^.     Beide  Werte  geben  aus  III:    C  =  —  -^.     IV   giebt   als- 

1  5 

dann   !)==-—■  und  V:  E= 


16 128  * 

Diese  Werte  in  Y  substituiert: 


3  c      4 

X  X        •      X  o  X 


i/r+^=i+-^-4-+^- 


2         8     '    16        128 
(vergl.  §.  70,2,  4.  Beispiel). 

3 

12. 


L  Aufgabe.      1/ ^  -  in  eine  nach  Potenzen  von  a;  fort- 

®  ^    5  — 6a; 

schreitende  Reihe  zu  verwandeln. 
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26^9 


Auflösuno^.     Zunächst  ist  die  Aufgabe  in 


und 


.  .  (W) 


l-{-Ax-{-Bx'+Cx  +  .  .  .  (Z) 


zu  setzen.  Hier  ist  das  1.  Glied  der  rechten  Seite  sogleich  1  ge- 
setzt worden,  denn  durch  Partialdivision  würde  man  links  die  Form 

3__ 3__ 

Vi  -\-  ax  .  .  .  erhalten,  Yl  -\- ax  .  .  .  =  m-\-nx  .  .  .  aber  würde  ku- 
biert zu  1  -\-ax  .  .  .  ==m^  -{-  'Sm^nx  ....  und  folglich  zu  m=l 
führen. 

Z  kubiert  oriebt: 


i+¥- 


Qx 

1 ^— 

o 


=  1  -^  3Ax-\-^{a^  +  b)  x'  -^{a^  +  3C)  x^  -{-  .  .  , 


Mit   1 


6a; 


multipliciert,   rechts   nach  x  geordnet   und   die 


fehlenden  Coefficienten  der  linken  Seite  durch  0  ergänzt: 


Aus 


3-4 


3^  +  3^'  — 


3C 

_  6^ 
5 

5 


185^^3 


18^' 


ergiebt  sich  nun  ^  =  — — ,  B- 
7l  und  W  substituiert: 


27 


100 


o 

2  ' 

0, 

0 


^'+ 


1053 
1000 


Diese  Werte  in 


9x    .    21x' 


10 


100 


+ 


1053  a;' 
1000 


+  ...]. 
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4 

13.  Aufgabe.     Die  imaginären  Werte  von  Y —  1  zu  finden. 
4 

Auflösung.     Es  sei  y—\=x-\-yi  ....  (A) 
Quadriert :  ]/ —  1  =  x^  +  2  xyi  —  xf ,  d.  i. 

i  =  x  — y  -\-2xyi,  oder 
0  -{-  1 '  i= x^  —  y^  -j-  2  xyi. 
Nach  dem  4.  Satze  ist  nun: 
I.     x'^ — 2/^=0,    d.i.  x=y    oder  y  =  x. 

IL     2xy=\,  oder  (s.  1)  2xx=\',  x=~\  ^=y ir==y- 
In  A  substituiert:     V^^  =]/  ^ '^Y   Y  '  ^' 


14.  Aufgabe.     Die  imaginären  Werte  von  y^ — 1  zu  finden. 


6 


Auflösung.     Es  sei  y  —  \=x-{-yi  ....  (B) 

Kubiert :     V —  \  =x^  —  3  xy^^  -\-{Zx^y  —  y^)  i,  oder 

0^\^i  =  x(x'~3y')+y{3x'-y')i 

Daher:     L  x{x  —dy^)  =  0',    IL   y{dx^  —  y^)=\. 

Aus  I:     1)  a:  =  0,  in  II  substituiert:  — y  =\,  oder  y  =  — 1. 

6 

Folglich  (s.  B) :  V— 1=0  —  1.2  =  +  /. 

2)  X  — 3y  =0;     .t"'=  3?/  ,  in  II  substituiert: 
8?/^=l,  ?/  =  y;   daher  a;'  =  3-— ,  a:=-y-. 

Folglich  (s.  B) :     f=T=  -ij-  +  y  i. 
15.  Aufgabe,     o;  aus  der  Gleichung 

l=— T-+4-4+T- («> 

zu  bestimmen. 

Auflösung.     Um  X  mittelst   einer  Gleichung  von  möglichst 
niedrigem,   z.  B.  2.  Grade  zu  erhalten,  könnte  man  mit  Rücksicht 

1                 x^ 
auf  die  Convergenz  der  Eeihe  die  Glieder  -7-  =  ^ 3-  allein  be- 
nutzen, jedoch  würde  das  Resultat  (a:  =  0,275),    da  die  weggelas- 
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senen  Glieder  von  nicht  zu  verachtendem  Werte  sind,  noch  merk- 
lich falsch  werden. 

Man  setze  daher: 

2  3  4  I      j     2 

Mit  dem  Nenner  rechts  multipliciert  und  nach  x  geordnet: 

'+(-i)»'+('-#+i-)'-+(i-i-f)'' 

=  x-\-  Ax . 
Folglich:     1.   A=^B  —  ~',     IL    (;— |^-f-^-  =  0: 


3     •    5 


"I-  ?-|-|-"- 


O  O  -j   1 

Aus  II  und  III:  B  =  --,  ^^^^'   ^"^  ^'  ^^^~^' 

2  3  4 

XXX 

Anstatt  X ^  +  — ■=-  .  .  .  kann  man  mithin 

^  11      2 


,    ,    6        .32 

^+y^+35-^ 


setzen,  welcher  Quotient  nun  nicht  blofs  die  ersten  4  Glieder  der 
rechten  Seite  von  R,  sondern  auch,  der  regelmäfsig  fortschreiten- 
den Coefficienten  wegen,  noch  annähernd  das  5.  Glied  enthält 
Aus  R  wird  nun: 


,    3a; 

1 
4 

3a;' 

X 

+1^ 

x' 

1 

1  + 

21    • 

^  x' 

4 

'     14 

211a:' 

'    140 
+  330a;  = 

X  -t- 
=  105. 

i 


Nach  §.  77,  5,  IV  findet  man  a;  =  0,2711668.  (Der  wahre  Wert 
ist  0,2711608.) 

16.  Aufgabe.  Einen  rationalen  Ausdruck  zu  finden,  welcher 
die  Hypotenuse  a  möglichst  genau  aus  den  Katheten  h  und  c  be- 
rechnen läfst. 
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Auflösung. 


(b  +  cY 

2 


Setzt  man  ^  =  t?,  so  ist  a  =  ib -\- c)  [1  —  d ~  ...  1 

(b  -\-c)  \  2  / 

Offenbar  wird  auch  hier  die  beabsichtigte  Genauigkeit  erreicht, 
wenn  man  für  die  Reihe  einen  Quotient  setzt. 

Es  sei  daher  1  —  d ~=  ,    ;    „^  .     Mit  1 -\- Bd  multipl.: 

2  1  -{^  na 

\+iB--l)d-(^B-\-~')d'=l+Ad. 

1 
Aus  A  =  B  —  1  und  B  -\--^  =  0  ergiebt  sich 

1  _L.  ^^ 

Damit  areht  a  =  (b-{-  c)'  ~ — ^-ttv  über  in 

1  ^      7  2  Q.  ^^ 


«  =  (ft  +  ,) ?-  =  (i+c)  (*  +  '') 


1  ^  -         ^^ 


2  [b  +  cf 

2ÄC 

2^''  +  3^^c  +  2c' 

2bc{b-i-c) 


ib-\-c)\l ^-- 5-1,  oder 

L         2^'  +  3^^c  +  2c'J 


2  (^>  +  cf  —  6c 

1.  Beispiel. 

&  =  3,  c  =  4  giebt  3-1-4 2 -3 -4 -7     ^52    ^g^^^^  5) 

2.7^—3-4 

2.  Beispiel.     6  =  5,  c  =  12  giebt  13,0618  (statt  13). 

17.  Aufgabe.  Das  Kreissegment  S  aus  der  halben  Sehne 
==  a  und  dem  Pfeil  =  h  durcli  einen  geschlossenen  Ausdruck  zu 
finden. 
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Auflösung.     Setzt  man  --^  =  b,  so  ist 

a 

S^Aah[-\  + j^-j^  +  j^-..],  oder 

2  7  3 


3     L  "^  5        35  "^  105        •••]• 


Für  solche  Reihen  kann  man  statt  des  Quotienten  (siehe  die 
15.  und  16.  Aufg.)  oft  mit  noch  mehr  Erfolg  andere  Formen  wäh- 

(I  -U  Jh  \^ 
\  4-  nh)  '  ^^  '^'  ^'  ^  ^^^^  ^^  bestim- 
mende Coefficienten  sind. 

Hier  mag  1  +  y  "  ^  •  •  •  =- ' f^ gesetzt 

werden,  damit  auch  «  =  0  (ganze  Kugel)  möglich  ist. 

Verwandelt  man  die  Wurzeln  in  Reihen,  so  erhält  man: 
b         b'        1  r    ,    Ab       Ib^    ,   .   ,    Bb       B'^b^-' 


K 


H-i---^==ir  1  +  -^^ ^  +  1  + 


5         35        2L'2  8''2  8J 

,  ,  A^-B        1         I-\-B^  1  .   .,  V  , 

daher:    —^ —  =  — ,     — ^q —  =  -35^  und  folglich 

^  =  0,66186,  ^=0,13814. 

V 

iah 


Daher  S= 


Kl  +0,66186.  fAy+|/i  +0,13814  (^) 


2h 


I 


oder     S=  -^  [V a  +  0,66186ä'  +  Va  +  0,13814ä'  ]. 

Beispiel.      a  =  h=l    (Halbkreis)    giebt   S'==  1,570652,    statt 
-^  =  1,57080. 

18.  Aufgabe.    Für  die  Reihe 

1.2  +  2.34-3-4  +  4.5-h...+n(w4-l)  .  .  .  .  (N) 
einen    aus    wenigen    Gliedern    bestehenden   Ausdruck    abzuleiten, 
welcher  die  Summe  s  sämtlicher  Glieder  der  Reihe  giebt. 

Auflösung.     Der  gesuchte  Ausdruck  für  s  sei: 

A-{-Bn  +  Cn-\- (Y) 

Zunächst  ist   zu   untersuchen,    wie  weit  in  dieser  Formel  die 
Potenzen  von  n  fortzusetzen  sind. 

Schurig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     lU.  Teil.  18 
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Die  gegebene  Reihe  hat  n  Glieder,  denn  der  1.  Faktor  des 
1.  Gliedes  ist  1,  des  2.  Gliedes  :  2,  des  3:3,  des  letzten  :  n.  Fer- 
ner ist  jedes  Glied  von  der  Form  {an-\-h)  {cn-\-d),  denn  das  vor- 
letzte Glied  ist  z.B.  (w  — l)w,  wo  a=l,  h  =  —  1,  c=l,  ^=0 
ist.  Wäre  jedes  der  n  Glieder  ={an-\-b)  {cn-\-d)^  so  würde  die 
Summe  der  Glieder,  d.  i.  die  Summe  der  Reihe 

=  n '  (an  -f-  b)  {cn  -\-d)  =  acn  +  {bc  +  ad)  n  -\-  bdn 
sein.     Besteht  also  jedes  Glied  einer  gegebenen  Reihe  aus  2  Fak- 
toren,  so  müfste  die  gesuchte  Formel  n     als   höchste  Potenz   von 
n  enthalten.     In  gleicher  Weise  könnte  man  schliefsen, 

dafs  die  Formel  für  die  Summe  einer  Reihe 
n  als  höchste  Potenz  von  n  enthalten  mufs, 
wenn  jedes  Glied  aus /:  Faktoren  (I.Grades) 
besteht. 

Es  sei  daher  die  Summe  der  hier  gegebenen  Reihe: 

s  =  A-i-Bn+Cn-\-Dn    .  .  .  .  (S) 
Für  n=l  ist  5=1-2  =  2  (s.  N),  aber  auch: 

s  =  A-^B'i  +  C'\^  +  I)-l^  (s.  S).     Folglich  ist 
I.     A-\-B-{-C  +  J)==2. 
Für  n  =  2  ist  5=  1 -2 +2  •  3  =  2 -f-6  =  8  (s.  N),  aber  auch: 
s  =  A  +  2B+iC+SD  (s.  S).     Folglich  ist : 
IL     A-^2B-\-4C+SD  =  S. 
Für  w  =  3:  III.     A-\-SB-]-9C-i-21I)  =  20. 
Für  n  =  4:  IV.     ^-f- 4^ -|- 16(7+ 64i)  =  40. 

Aus  diesen  4  Gleichungen  bestimmt  man  A^  B,  C,  D  in  fol- 
gender Weise : 

II—     I  giebt      I*.   ^  +  3(;4-7i)  =  6; 

III—  II  „       II*    ^-f-5(;-f-I9i>=12; 

IV  —  III  „      IIP.    ^-f-7C+37i>  =  20. 
II*  — I*:  P.    2{7+122>  =  6; 

IIP  — II*:  IP.    2  0+18i?  =  8. 


IP  — P:  6/?  =  2  oder  D  =  \-. 

o 

2 
In  P  substituiert:     C==l,    aus  P:   ^  =  — ,  aus  I:  .4  =  0. 

Diese  Werte  in  S  substituiert: 

,  =  0  +  ^  +  n»  +  4  =  |-  W  +  Zn  +  i)  oder 


3 
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Probe.     7i  =  b  giebt  in  N: 

Ä- =1.2-1-2. 3+3-4 +  4. 5 -h5-6«70, 

in  der  Formel  S*:  s  =  — - —  =  70. 

0 

Anmerkung.     Da  für  7i  =  0  offenbar  die  Summe  der  Reihe 
=  0  ist  (s.  N),  so  ergiebt  sich  aus  S: 

0  =  A-\-B'0-hC'0^-hI)'0\  d.i.  A  =  0. 

Man  hätte  mithin  statt  der  obigen  Annahme  S  einfacher 

setzen  können. 


s  =  B)i+C7i''\'Dn^ 


19.  Aufgabe.     ^=  l'+2'+3'  +  4'+  ...  -fw'  .  .  .  .  (N) 
zu  bestimmen  (analog  der  18.  Aufgabe). 

Auflösung.  Da  die  Reihe  =  1  •  1 -1  +  2-2.  2  +  .  .  .,  so  be- 
steht jedes  Glied  aus  3  Faktoren,  folglich  ist  n  die  höchste  Po- 
tenz von  n  in  der  gesuchten  Formel  (s.  18.  Aufg.,  K.).     Setzt  man: 

s  =  A-^Bn'\'Cn-\-Dn+  En  , 

so  erhält  man  für  w  =  0  (s.  die  Anmerkung  zur  18.  Aufg.): 

0  =  ^4-^.0+  .  .., 

folglich  ^  =  0  und  es  kann  mithin  einfacher 

s  =  Bn-\-Cn-\-Dn-^En    .  .  .  .  (S) 

gesetzt  werden. 

n  =  \  giebt: 

^=l'=l  (s.  N)  und  ^  =  ^.l  +  C.l'  +  i>.r-h^-l'  (s.S.), 

folglich:  I.     Ä+CH-i? -4-^=1. 

7z  =  2  giebt: 

5=l3_|_2^=H-8  =  9(s.  N)und5  =  ^-2+^-2'-f /?.2^H-Ä'-2^ 

(s.S),  folglich:     II.    2^H-46r+8i>4-16£'=9. 

?i  =  3  giebt:     III.    3^-h  96?+27i>  +  81^=36. 

n  =  4      „         IV.   4^4- 16 6^4-64/? +  256^=  100. 

1  1  1 

Diese  4  Gleichungen  geben  5  =  0,   ^=^>  ^=^>  ^^^4" 

und  S  wird: 


2  3  4 

n     .    n     ,    n         n 


5  =  — +  —  -!-  — =  —  (H-2w  +  nj,  oder 


18* 
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20.  Aufgabe.     Zieht  man  in  einem  beliebigen  unregelmäfsigen 
w-Eck  sämtliche Diagonalen,  so  wird  das  w-Eck  in  ver- 
schiedene geradlinige  Figuren  zerlegt,  und  zwar: 
das  3 -Eck  in  1  Fläche, 
„    4 -Eck   „    4  Flächen  (4  Dreiecke), 
„     5-Eck   „    höchstens  11  Flächen  (10  Dreiecke, 

1  Fünfeck), 
„    6-Eck   „  „  25        „ 

„    7 -Eck   „  „  50        „ 

„    8-Eck   „  „  91 

In  wiel  Flächen  wird  das  n-Eck  höchstens  zerlegt? 

Auflösung.     Man  setze  die  Anzahl  /  der  Flächen: 

f=A-\-Bn-{-Cn+I)n-\-En    .  .  .  .  (Y) 

und  benutze  zur  Bestimmung  der  5  Unbekannten  A  bis  E  das  3, 
4,  5,  6  und  7 -Eck. 

n  =  3  giebt  1  Fläche,  folglich: 

I.  ^  +  3^-4-9(;+27i>-f-81^=l. 

n  =  A  giebt  4  Flächen,  folglich: 

IL  ^-f-4^+16C  +  64Z?4-256^=4. 

w  =  5:  III.  ^  +  5^4-25(7+1252>-i-625^=ll. 

n  =  Q:   IV.  ^-f-6i?-f360  +  216i?  +  1296^=25. 

n==7:     V.  ^  +  7^  +  49C-|-343i>  +  2401i^=50. 

7  OQ  11 

Man  findet  A=l,  B  =  --,  C==-^,  D -,  -2"  =  —. 

Folglich  ist  die  Anzahl  der  Flächen  für  das  «-Eck: 

.      ,       7n    ,    23«'        1/1     ^    -n 
/•=l___  +  ^^__  +  _,  oder 

^       H*— 6w'-|-23n'  — 42w4-24  ,„, 

/= 24 .  .  .  .  (Z) 

Setzt  man  [n — 1)  (w  —  2)  =  /:,  so  ist  /= r^r . 

Anmerkung.     Um   zu   beurteilen,    ob    in  Y   n    als  höchste 
Potenz  genügt,  oder  ob  vielleicht 

f=^A~{-Bn-^  Cn  -\-  Dn  -}-  En  +  Fn 
hätte   angenommen  werden  müssen,    setzt  man  in  Formel  Z  eine 
der  nicht  benutzten  höheren  Zahlen  ein.     Da  nun  Z  für  das  nicht 
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benutzte  w  =  8  wirklich  /*= — — —  =  91  giebt  (s.  oben  die  Aufg.), 
so  ist  die  Formel  richtig. 
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1.     Die  Auflösung   der   gemischten  quadratischen  Gleichung, 
deren  Form  Ax'-^Bx=C 

(s.  §.  76,  2,  c),  gründet  sich  auf  die  in  §.  77,  5  (1,  2.  und  7.  Beisp., 
II,  C)  enthaltene  Auflösung  der  reinen  quadratischen  Gleichung 
von  der  Form  ax  =h. 

Nachdem  der  Coefficient  von  x     auf  + 1    gebracht   worden, 
also  die  Normalform  ^2  i   ^^  _^  ^ 

hergestellt  worden  ist,  wo  h  (eben  so  wie  d)  positiv  oder  negativ 
sein  kann,  addiert  man  auf  beiden  Seiten  der  Gleichung  das 
Quadrat  des  halben  Coefficient  der  I.Potenz  der  Unbe- 
kannten.    Man  erhält  mithin: 

.^+«.+  (|-)=,  +  (|-).\...(A) 

Hierdurch  ist  die  linke  Seite  in  das  vollständige  Quadrat  eines 

Binom  und  zwar  in  \x-\^~\    verwandelt    worden,    weshalb    das 

hinzugefügte  Glied  (-^j  auch  „quadratische  Ergänzung"  genannt 
wird. 

Die  Gleichung,  die  somit  die  Form 

('±f)"='+(Tr 

erhalten  hat,  ist  nun  eine  reine  quadratische  geworden. 

Zieht    man    aus    den   beiden    Seiten   derselben   die    Quadrat- 
wurzel, so  ergiebt  sich  die  Gleichung  1.  Grades: 


^±f-n+(f)'. 


die  man  in  der  Praxis  unmittelbar  aus  der  Gleichung  A  ableitet, 
indem  man  links  aus  dem  1.  und  3.  Gliede  die  Quadratwurzel  zieht 
und  dem  2.  Gliede  des  erhaltenen  Binoms  das  Zeichen  des  2.  Glie- 
des des  Trinoms  der  Gleichung  A  giebt.  Aufserdem  ist  zu  berück- 
sichtigen, dafs  die  Quadratwurzel  aus  der  rechten  Seite  zwei- 
deutig ist. 
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Aus  x^ -j- ax -{- {-^  j  =^"f"("9^)    würde  man  daher 


und  aus  x  — ax-f-i-^j  =^*  +  l'9') 


-I-        =±}/.4-(|-f....(C) 


erhalten. 


Setzt  man  noch  das  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  B 
oder  C  befindliche  absolute  Glied  auf  die  rechte  Seite,  so  sind  die 
beiden  Wurzeln  der  gegebenen  Gleichung  gefunden. 

I.Beispiel.     x^--Ux=  —  Sd. 

Der  halbe  Coefficient  von  x  ist  7.  Das  Quadrat  desselben 
auf  jeder  Seite  hinzugefügt: 

x^—Ux  +  l^  =  f—-d'd,  oder 

x^—\4x-{-f=lQ;    y: 

X—     i        =  +  4; 

I.Auflösung.     a:j  =  7  +  4  =  ll. 
.    2.  „  a:2==7  — 4  =  3. 

2.  Beispiel,     x  -\-x=b^. 

Der  CoefBcient  von  u.   ist  1 ,  die  Hälfte  desselben  =  -jr-.  Da- 


her (-ö~)    aii^  jeder  Seite  hinzugefügt 

■^'  +  ^+(y)=(y)'+H,  oder 
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4 


x  +  Y  =±[/-4-»  oder 

,  1       ,  Vn 

^  +  Y  =  ±-y-; 


l     ,    y-lZ        — 1  +  4,7958. 


^==-y-  2 

Daher  a;^=  ~^"^^^^'^^^^  =- 1,8979; 

,^=^:i=i.^  =  _  2,8979. 


Anmerkung. 

Im  I.Beispiele  fand  man  a;=-{-7  +  y7^— 33, 


-4±n^) 


im  2.  Beispiele  x  =  — ^ir^  (-^-j  +  5^. 

Vergleicht  man  diese  Resultate  mit  den  gegebenen  Gleichun- 
gen und  den  vorgenommenen  Operationen,  so  ergiebt  sich  fol- 
gende Kegel: 

Die  Auflösung  ist  gleich  dem  halben  Coefficien- 
ten  von  x  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen  ver- 
mehrt um  die  zweideutige  Quadratwurzel  aus  dem 
um  das  absolute  Glied  rechts  vermehrten  Quadrat 
jenes  halben  Coefficienten. 

3.  Beispiel.     x^-{-^x=\\. 

Nach  vorstehender  Regel  folgt  unmittelbar: 

^     i  ]/fl)%i4        -9  +  1/81+4.14. 


X 


2  —'     VI  J     '  2 

9  +  }/^  ^  —9  +  11,70470 
2  ~  2  • 

-9  +  11,70470 


=  1,35235; 


^__9-iy0470__j^  3^,35 
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4.  Beispiel. 
X  -\-ax        ==  —  b 


x^-^ax  +  b  =  Q  (s.  §.75,9). 


'      U 


Anmerkung.     Die  Wurzelbasis  a  — 4b  nennt  man  die  De- 
terminante jener  gegebenen  quadratischen  Gleichung. 

5.  Beispiel.     — ^ 5|  =  -ö ^5  mit  5  (.r  —  4)  (3a;  —  7) 

X  ~r  O  X  / 

multipliciert  und  geordnet: 

—  na;'  + 358a;  =  756;  durch  —11  dividiert: 

2       358  756 

X r^X  = 


11  11    ' 


2  1^  ^.(^'^^y^f^'^^y  '^56 

^     11  ^'^[ttj  "Vir;     rr- 


Die  rechte  Seite  bringt  man,   wenn  die  Rechnung  nicht  sehr 
zusammengesetzt  ist,  stets  unter  einen  quadratischen  Nenner: 

2       358a;        /179y^32041        756-11 

^       11    "^Vu/        11^  n'    ' 


_  23725        / 

^       179  _       y 23725 
11        —        11 


l79  4-]/23725" 


11 


30,275;   x^=  /,     '      =2,27. 


14-1^ 

6.  Beispiel. r — 7-7-  =  -^ ;  mit  a;(5  —  o^)  (2a;  +  l) 

^  X        2a;H-l        5 — x 

multipliciert :  22a;^  +  23a;  =  5; 

2  ,    23a;         5 


22         22  ' 

22 


2   23£    /^y_/23_y  _^ 

^^  ^    22    ^  \  44  y        V  44  /  ^  22 


5 
Hier  erweitert  man  zunächst  -^  mit  2  und  dann  noch  mit  44. 
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22    "^  \  44  /  ~"  442  "^      442     ' 

969 
=  — 2-;    V' 


x  + 


44 

23  ^  ,    ]/969 
44       —     44 


x= — ?^±|lilM;  daher  0^2  =  0,1847,  0^2  =  — 1,2302. 

Aufserdem  ist  o:  =  00  (s.  den  Lehrsatz  in  §.  77,  2  —  S.  24). 
7.  Beispiel. 

3a;  — 2a;^  =  21; 

2a;^— 3a;  =  — 21; 
2      3a;  ^       2t 


159 


16         2         4  — ^  16 

3  1/159  .       3    ,    12,60952  . 

4  4  4  —         4 


a;==  0,75 +  3,15238«. 

Q  Tj   .     .  1         2       23a;         1 
8.  Beispiel,      x g-  =  ^; 


,=  2|^|/.529 


16  —  ^    256    '    77 
Die  Wurzelbasis  unter  einen  quadratischen  Nenner  (=  16  •  77  ) 
zu  bringen,  würde  hier  zu  zeitraubend  sein.     Daher: 

X  =  1,4375  +  ]/2,06640625  +  0,01298701 ; 
X  =  1,4375  +  ]/2,07939326 : 
0:===  1,4375+ 1,44201. 
a;i  =  2,87951;   o^^  =  —0,00451. 

9.  Beispiel.     ^ 7a;=li. 

Die  Gleichung  ist  nicht  mit  40  zu  multiplicieren ,  sondern  mit 
5  zu  multiplicieren  und  durch  2  zu  dividieren: 
2      35a;        45 


tV   — 

2 

"  16' 

35       1/  1225  , 

4  —  ^      16 

^  16 

35  +  1/1270 
4 
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10.  Beispiel.     ia  —  2b)x^ -i-{6b^ —a)x  =  ab{a-i-Sb)', 
2  ,    ßb^  —  a)     _  abja  +  db) 


^       2(a-2&)±l/    4(a-2&)'"*"  A{a-2bT 


^  a^—Qb'±ya+Aa'b^Sab'  —  2iab^+  36^>^ 
'^■~  2{a-2b) 

Die  Quadratwurzel  ist,    wenn  sie  aufgeht,    aus  solchen  Poly- 
nomien  (nach  §.  70,  2)  stets  auszuziehen: 

a'-ßb'  +  {a'  +  2ab-U') 
^  2ia  —  2b) 

_  a  —Qb^ -i-a  -\-2ab  —  U^         a-\-ab  —  ßb^__ 
^'~  2ia-2b)  ~        a  —  2b        "«  +  ^^5 

a—Qb^  —  a—2ab-hQb^  ab 


2{a  —  2b)  2b  — a 


11.  Beispiel. 

—5^ — —i \-  — V — f-  —  =  2 ;  mit  {ax  +  &)  (^a;  -+-  a)  mult. : 

ax'\-b  bx-\-a 

(3«^  +  5&^)a;^  +  (3a'  +  8«?>  — 5^>')a:  =  2a&; 

2       3a^  +  8«^  — 5^>^     ^        2q& 


_       3a^  +  8a&  — 5&^    ,    |  /  (3«'  +  8aÄ  — 5^'    ,        2a& 


a;= 


2{^i-\-hb')     -1/         4(3a^  +  5&')'  3«'  +  5&' 

5^^  — 3a^— 8a^  +  ]/9a'  +  72a'&  +  34a'^?'  — 40q^>^  +  25^>' 
2(3a^  +  5fe') 
(Die  Wurzel  geht  nicht  auf!) 

3  3 

12.Beispiel.      j/ö a;  + 61  —  ]/5a;— 14  =  6;  kubiert: 

/  3  \2    3  3  /  3  y 

5a:  +  6I-3l]/5a:  +  6i;   Vöa;— 14  +  3  l/5a:  + 61  \]/hx—U) 

—  (5a:  — 14)  =  216; 
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3 /3 3  \ 

—  3]/(5a;H-61)(5a;  — 14)l]/5a;-f  61-]/5a:— 147  =  141; 

3  

d.i.  (8.  die  Aufgabe)     —  3  l/(5a:  +  61)  (5a;  — 14).6=  141 ; 

3  

y25a:' +  235a;— 854  =  — -J-;   kubiert: 


1.  Glied  in z z verwandelte.    Man  setzt  daher 


2bx  +  235a;  —  854  =  —  480,662037 ; 
a;^ -f.  9,4  a;  =14,93351852; 

o;  =  —  4,7  +  V4,7'+ 14,93351852  =  —  4,7  +  6,084694. 
0:^  =  1,384694;   0;^=  —  10,784694. 

.OD-      -1       |3aa;  —  4&M,„  .,2        2 

13.  Beispiel.        ,  +6aa;  =  4&  —a. 

Die  Rechnung  würde  sehr   zusammengesetzt,    wenn  man  das 
;^  — 24a&'a;  +  1 
a-i-Aab  +  Ab' 

■  =t/,  folglich  ist  dax  —  Ab^  =  (a-{-2b)y, 

""  ia  +  2b)y  +  Ab' 

X  —  ,, 

Sa 

Diese  Ausdrücke  in  die  gegebene  Gleichung  substituiert: 

o  et 

/  +  2(a  +  2&)t/  =  -a'-4&';  _ 

y  =  _(a  +  2&)  +  2l/ö&,  d.i. 

2.  Auflösung  der  gemischten  quadratischen  Glei- 
chung durch  die  Summen-  und  Differenz-Logarithmen. 

Die  Auflösung  erleichtert  man  sich  durch  diese  Logarithmen 
wesentlich,  wenn  die  Coefficienten  Zahlen  sind,  die  mittelst  der 
Logarithmen  berechnet  werden  müssen,  oder  wenn  die  Logarith- 
men der  Coefficienten  direkt  gegeben  sind.  Diese  Auflösung  ist 
sogar  weit  einfacher,  als  die  in  solchen  Fällen  bisher  angewandte 
trigonometrische  Auflösung  (s.  den  folgenden  Satz). 
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I.    Es  sei     a)  X  -\-ax  =  b  oder  ft)x^  —  ax  =  b 
gegeben,  wo  b  eine  positive  Zahl  ist. 

Auflösung.    Man  gehe  mit  2 lg— Igb  in  das  Argument  A 

der  7stelligen  Wittstein'schen  Tafeln  der  Summen-  und  Differenz- 
Logarithmen  ein  und  bestimme  das  zugehörige  B.     Alsdann  ist 

B-hlgb        , 
lgrv= — ^—  und 

für«:    x  =  —  ir-jr_^i 

„     ßl    x=  +  ^  +  tv. 


Beweis.     Die  Auflösung  der  Gleichung«  ist; 

X 


=-i±V{ih>- 


Setzt  man  nach  §.  73,  37: 

lg[^)  -Igb,   d.i.  2lg^-lgh=^A, 


so  ist  lg[i^^^\b\^B+lgb,  daher  lg]/ (^^)\j,^^^ . 

Kürzt  man  noch  y   (-ö~)  +^   ^i*  w   ah,    so   ergiebt   sich   obige 
Auflösung. 

4  . 

Beispiel,     x'  4- 1^0,56789'  •  x==  {^^f)  • 

lg 0,56789  =  9,7542642  (» 3  lg 861,94  =  2,9354770 

9,2627926  (:  4  /^ 951,87  =  2,9785776 
/^«  =  9,8156982  ^,9568994(.4 

/^  2  =  0,3010300  /^&  =  9,8275976 

/^|-  =  9,5146682  .  .  .  (Y) 

2 /^|-  =  9,0293364 

lg  h  =  9,8275976  subtr. 
^  =  9,2017388  (s.  die  1.  Tafel  §.  73,  37). 
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9,2017  giebt  0,0641250 

3 41,1 

8 10  9,6 

8 1  0  9,6 

i?=  0,0641303 

lg  ^>  =  9,8275976  addiert : 

9,8917279:2 

/ö''^  =  9,9458640 

«;  =  0,8828035 

-|  =  0,3270907  (8.  ob.Y) 


x^=^  —  ^-\-w-=      0,5557128 


0^2  =  —  -|  —  w;  =  —  1,2098942 


(s.  ob.  al) 


II.     Es   sei   a)   x  ■\-  ax^=  —  h^   oder  ß)   x^  --  ax  =  —  b  ge- 
geben, —  h  negativ  und  f  — 1  >  &. 

Auflösung.     Mit  11g -^ Igh  gehe  man  in  B  ein  und  suche 

das  zugehörige  A.     Alsdann  ist; 

Ä  +  lgh        , 
lgiv  = "^      und 

für  a:  x=  —  -K-'ii^^} 

1    ß'  x^-^Yi:^' 

Diese  Formeln  ergeben  sich  (wie  in  1)  unmittelbar  aus  der  Auf- 
lösung mittelst  der  quadratischen  Ergänzung. 

^   .      .   ,         2        3,4196  1 

^'''^''^'     ^^(Ü7889^==-   3 

]/3,4539S2 

Hier  ist    «-   M196  1,7098 

Hier  ist    2  "  0,77889  •^~  0,77889 

lg  1,7098  =  0,2329453  lg'  3,453982  =  9,4616799  (:  3 

lg  0,77889  =  9,8914761  ^^  ^  _  9,8205600 

/^-|-  =  0,3414692...  (Y) 
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^^-|  =  0,3414692   (wiederholt) 


2/^^  =  0,6829384 


lg  h  =  9,8205600  subtrahiert : 

^=0,8623784  (s.  die  2.  Tafel  §.  73, 37). 

3387  giebt  0,7982 

397,0 4 

345,2 

518,0 6 

517,8 


2,0 0 

^  =  0,7982460 
lg  h  =  9,8205600  addiert : 
0,6188060:2 


/^w;  =  0,3094030. 
w;  =  2,038933 
-|-  =  2,195175  (8.  ob.Y) 


w;  =  4,234108 
w=  0,156242 


(s.  ob. /^I) 


III.     Es   sei   d)   x^-\-ax  =  —  h   oder  ß)  x  — ax=^  —  h   ge- 
geben, —  &  eine  negative  Zahl  und  f-x-j   <  &. 

Auflösung.     Mit   Igh  —  2lg-^  =  B  ist  das  zugehörige/^  zu 
bestimmen.     Alsdann  ist: 

A  +  llQY 
lgrv= und 

für  u\     x  = —  4-  Tvi, 
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3.      Trigonometrische    Auflösungen    der    gemischten 
quadratischen  Gleichung. 

T.     x^ -\-px  =  q;   (q  positiv)  ....  (Y) 

Es  ist  ,=-^+VT:^=.^[±y7Vf-i]. 

4^    2    ,        21/7    .  p   y^ 

Setzt  man  -  v  =  t9  cp,    also   taw^ ,  so  ist  ^  =  - 

oder  x^=y q-  —     . —,     Folglich: 

'  ^  sin(p  ° 

X,=  yq : —,  X.,  =  —yq : ,   d.i. 


2  '  ^  op 

'^2 


II.  a;^  —  px  =  q. 

Setzt  man  in  Y:  —x  statt  o;,  so  entsteht  x^-'px  =  q. 
Folglich  sind  die  Auflösungen  dieser  Gleichung  denen  von  I 
entgegengesetzt.     Daher : 

III.  x^  +  px=  — ^;    (—*  negativ),    (^^j    >  q. 

Es  ist  .=  - -1  +  1/417=- fll+|/^f)- 
Setzt  man  ^-  =  sin(p,  also  ^m90  =  — -^,  so  ist-^  ==-!-|- 

und  x  =  -  X^{\+Vl-sm\)  =  -^(^+costp).  Folg- 

5m  (f  sin  ff) 

lieh:                       ,_    1  —  ^ö5(»                      -,/—    l-i-cö5<JD         , 
x=  —  Va'— 1^^,    a:,  =  — y^ : ^,  oder 

tgi 
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IV.  X  — px  =  —  q\    \k]  ^  ^'     -^^   ^^^^   ^^^    Auflösungen 
denen  von  111  entgegengesetzt  sein  müssen  (s.  11),  so  ist: 

^    x.^Vä'ig^,  ^2=" — ^,   wenn  5m9P  =  — y^ 

V.  x'  +  px^^q-,    (f)'<^' 
Hier  ist 


2 


4? 


Setzt  man  -T-  =  sin^}  also  sin(f= — ^-7=-,   so  ist 
iq  ^  ^       2]/^ 

a:  =  —  ^izVQ'Y^ — sincp'i,  oder 
^     ^^  =  —  -^  +  vT*  ^^^9^  •  U  wenn  5^?^  ^  ==     ~^— . 

VI.     ,.^-pa:  =  -^;   (|-)'<^. 

Da  die  Auflösungen  denen  von  V  entgegengesetzt  sein  müs- 
sen, so  ist: 

4?    ^^=^-K-'iiYT'<^os(p-i,  wenn  sin(p== — ^=r. 

4.  Lehrsatz.  In  jeder  quadratischen  Gleichung  (von 
der  Normalform)  ist  der  Coefficient  von  x  gleich  der 
Summe  der  beiden  Wurzeln  multipliciert  mit  —  1  und  das 
absolute  Glied  (der  rechten  Seite  der  Gleichung)  gleich 
dem  Produkt  der  beiden  Wurzeln  multipliciert  mit  — 1. 

1.  Beweis.     Die  Wurzeln  der  Gleichung: 

x^-^ax  =  b (Y) 

seien  a  und  ß.     Dieselben  Wurzeln  hat  auch  die  Gleichung: 
{x  —  a)  {x  —  ß}  =  0  (s.  §.77,  3,  3.Lehrs.), 
d.i.  x^  —  ux  —  fix-}- aß  =  0  oder 
x'  —  {a-\-ß)x  =  —  aß. 
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Mit  Y  verglichen  ist: 

2.  Beweis.    Die  Auflösungen   von  x^-\-ax==b  sind: 


Die  Summe  dieser  beiden  Wurzeln  ist ^ ^=  —  a  = 

dem   Coefficienten  a   der    gegebenen  Gleichung  multipliciert   mit 
—  1.     Das  Produkt  der  beiden  Wurzeln  ist: 

(-i+i/(i)V4(-i->^(ir^) 

=(-iT-(i/(i)'-r=4-[(i)v.]=- 

==  dem  absoluten  Gliede  h  der  Gleichung  multipl.  mit  — 1. 

Beispiel.  Die  Auflösungen  von  0:^  +  80;  =  33  sind  a:  =  3 
und  x  =  —  11.  Die  Summe  der  Wurzeln  ist  3  -h  ( —  11)  =  —  8, 
welche  Zahl  mit  —  1  multipliciert  den  Coefficient  von  x  der  ge- 
gebenen Gleichung  giebt.     Das  Produkt  der  Wurzeln  ist 

3(— 11)  =  — 33, 
welche  Zahl  mit  —  1  multipliciert  das  absolute  Glied  der  gegebe- 
nen Gleichunp^  ojiebt. 

Wie  dieses  Beispiel  zeigt,  kann  man  den  Lehrsatz  als  Probe 
für  die  Richtigkeit  der  Auflösungen  benutzen. 

5.  Lehrsatz.  Das  Produkt  der  annullierten  Wurzel- 
gleichungen einer  quadratischen  Gleichung  ist  gleich  der 
annullierten  gegebenen  Gleichung. 

Beispiel.  Die  Wurzeln  der  Gleichung  a;^  +  2a;  =  35,  d.i. 
der  annullierten  Gleichung  x  -\-1x  —  35  =  0  findet  man  x  =  — 7 
und  a;  =  5.  Die  annullierten  Wurzelgleichungen  sind  also  a:-f-7=0 
und  a;  — 5  =  0,  ihr  Produkt  (a;  +  '7)  (o;  — 5)  =  0,  d.i. 


o;  +7a;  — 5a;  —  35  =  0,  oder 

X  -^1x —  35  =  0  (s.  oben  die  gegebene  Gleichung). 

1.  Beweis.     Die  Auflösungen  der  annullierten  quadratischen 
Gleichung  x  '\-  ax-\-'b^=^  seien  x  =  a  und  x  =  ßy  folglich 
X  —  a=0  und  a:—  /?=0. 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik,    m.  Teil.  19 
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Das  Produkt  dieser  beiden  Gleichungen  ist  (nach  §.  11,  10,  Zus.): 

(x—a)  {x  —  ß)==^, 
welche  Gleichung  mit  der  gegebenen  identisch  sein  mufs. 

2.  Beweis.     Die  Auflösungen  von 

X  -\-ax-\-h  =  Q 

sind  x  = ^-\-V  —A ^   und   x  = ^ — l^  — ^ h. 

2^4  2        '^      4 

Die  annullierten  Wurzelgleichungen  sind  daher: 

x+-f-y'^^=0  und  ..  +  1  +  1/417=0, 
ihr  Produkt  mithin 

l-  +  |-|/4^)  (-  +  |  +  )/?^)  =  0,  oder 
(x+|-)^-|l/4^f=0,oder 

x^-]rCLX-\-— — 6=0,  oder 

X  +0^4-6  =  0,  d.i.  die  gegebene  Gleichung. 

Zusatz.  Um  daher  x^-\-ax-\-h  in  das  Produkt  aus  2  Bino- 
mien  zu  zerlegen,  setzt  man  x -\- ax -\- h  =  ()  und  sucht  die  beiden 
Wurzeln  dieser  Gleichung.  Das  Produkt  der  annullierten  AVurzel- 
gleichungen  muls  alsdann  jenem  gegebenen  Trinom  gleich  sein. 

I.Beispiel.  Um  a  — 3ö5 — 70  in  ein  Produkt  aus  2  Bino- 
mien  zu  zerlegen,  setzt  man  «^  —  3a  —  70  =  0,  d.i.  a — 3a  =  70. 

3       1  /~9 

Die  Auflösungen  dieser  Gleichung  sind  a==-^4:|/"T  +  ^^» 

oder  a=\0  und  «== — 7.  Daher  ist  a — 10  =  0  und  «  +  7  =  0 
und  mithin  mufs  {a —  10)  (aH-  7)  =  0  mit  der  gegebenen  Gleichung 
«^  —  3  a  —  70  =  0  identisch  sein.     Folglich  ist 

a'  — 3a  — 70  =  (a— 10)  (a+7). 

2.  Beispiel.     51^  +  24 —  20w^=? 

Der  gegebene  Ausdruck  — 20w^  +  21w  +  54    ist   zunächst  in 

zu  bringen.     Die  Auflösungen  von 
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20  20        ^  •  •  •  •  ^^^ 

.    ,           21+69        ,               9         ,                6^1,.. 
sind  n  =  — 2n — '  ^^®^  ^*^^~r  ^^^  ^"^ K^  folglich: 

9  6 

n ;,-  ==  0  und  n  +  -^  =  0. 

4  5 

Mithin  ist  In —  .-)  in-\--~]  =0  mit  der  Gleichung  W  iden- 
tisch, und  folglich  ist  der  gegebene  Ausdruck  (s.Y): 

„_.o(.-i)(.+  l)=-,(.,-t)..(,+  l) 

=  (9  — 4n)  (5w-f  6). 
6.     Gleichungen  von  der  Form 

wo  Ji  nicht  X  selbst,  sondern  ein  die  Unbekannte  x  ent- 
haltender zusammengesetzter  Ausdruck  ist,  lassen  sich 
offenbar  wie  die  quadratischen  Gleichungen  der  Form 
x^-\-(^=b  auflösen,  wenn  man  für  den  unbekannten  Aus- 
druck und  dessen  Quadrat  vorläufig  y  und  y^  einsetzt. 

I.Beispiel.     17^;^  — 3a.'*=20;  d.i. 

3  a;*— 17a:' =  —  20. 
Da  diese  Gleichung 

3(a;f_17.(x^)  =  -20 
geschrieben  werden  kann,   so  setze  man  x  =y,  und  man  erhält 
3/_17y  =  — 20: 
2       17w  20 

,  d.  i.  x^  = ^= — ,  daher 


6 

1)  X  =4,  oder  a;  =  +2. 

2)  ^'  =  |-,  oder  a;  =  ]/|-  =  ±l,291. 

Zusatz.     Die  Wurzeln  der  Gleichung 

4,2  ,2 

X  -{-ax  =  —  0  f 

wo  a  positiv  oder  negativ  sein  kann,  lassen  sich  stets  als  Summe 
und   Differenz   zweier   einfachen  Quadratwurzeln   darstellen,    denn 

2  • 

setzt  man  x  ==?/,  so  ist 

19* 
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,=_4+|/?^,d.i. 


— 4+K4 


b    und  folglich 


X 


V-^iVi 


h\ 


Nach  §.  69,  43  ist  dies: 


x  = 


-|+K(1)- 


a  2 


i-^(iy 


4 


,  d.i. 


a; 


y&^ 


ve- 


=  ]/-i  +  |-±K-l-^.oder 


a; 


4    '    2  — J^         4        2 
]/— a  +  2ö  +  |/--«  — 2Ö 


o; 


Z.B.:   o;*- 26a;' =  —  49. 
Mit  «  =  —  26  und  b  =  l  findet  man: 

]/— (— 26)  +  2»7  4: "K— (— 26)  — 2-7  __  ]/4Ö"+ T/T2" 


2.  Beispiel. 


oder  x  =  yiO  +  yd, 
Ax^  \Zx^—2 


x'+l  2a;' +5 

8a;^  +  20a;^=13a;'+lla;^  — 2; 
bx^  —  9a;^  =  2;  durch  5  div.  und  x^=^y  gesetzt 
2      9y        2 


y  — 


5         5' 

9+11 


10     »^•i-^'  =  ^^-     I^^l^^^ 
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3  8  3  3  3 

a;,=  1,26- 1  =  1,26; 
x^  u.  0:3=1,26  --i^  +  i^. 2= 0,63  +  1,091». 

3 

=  — 0,5848  yT 
^4  =  —  0,5848  •  1  =  -  0,5848 ; 


a:,u.  Xq 


0,5848  (-- 4 ± "'y" *'i  =Ö'2924+0,50645i. 


S.Beispiel.     — ö-H =  ^- 

X  ^ 

Anstatt   die  Gleichung  mit  x^  zu  multiplicieren,   kann   man 
auch  —  =  y  setzen  und  ay^-\-by  =  c  auflösen. 

X 

4.  Beispiel.     4a;  — ]/6^=5. 

Anstatt  y6^=4a;  —  5  zu  quadrieren,  kann  man  auch 

2 

y 2    1  y 

y\jx  =  y,   also  6.r  =  «/    odera;==-g- 
setzen  und  -| y==5  auflösen. 

5.  Beispiel. 

^  7 7 

2(3a;H-4)y(3a;  +  4/-M3y(3a;  +  4)'=l;  d.i. 

7  10  T 5 

2(1/3^+4)     +13(y3^T4J    =1. 

7  ^ 

(1/30;  4-4)    =y  gesetzt,  giebt: 

2/  +  13y=l;  durch  2  dividiert  u.  s.w. 

^^Zlüü-lll    d.  i.  (mit  dem  obem  Zeichen  z.B.) 
y  4 

(fe+l) '  =  ^113  +  ^^301131  =0.076034; 

5 

3;^^4  =  l/0,076034'==  0,027128;  a:  =  - 1,32429. 
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6.  Beispiel. 

5(3./  — 7a:'4-19)'  +  6(3;r^— 7a;'— 2)=14. 
Es  sei  80;^  — 7a;^+19  =  y,   folglich   dx^  —  lx^  =  y  -  \9. 
Daher:  5?/ +  6(?/  — 19  —  2)  =  14,  u.  s.  w. 


7. 

Beispiel.      14 

•afür                14 

14^6. 
3 

/      6^' 
3 

X 

3 

—  5  = 

75f 
=  75i, 
=  75i. 

■n 

/      6.^ 

3 

—  5a;' 
x' 

oder 

U 

/     5  a;'— 12 

3 

/    ''     1 

3 

giebt  14  )/6  • 

7  +  9^  = 

'-12 
x' 

=  75f 

/ 

/bx^'—n 

1   .'  -' 

,•1  2  1^1  14  VÖ" 

Mit  y  multipL  u.  s.  w.;    y Ts~^^^ q  — 


y 


151  +  y  22801  —  2016  VJ 


36 

Das  untere  Zeichen  giebt  y  =  0,351694,  d.i. 

3 


V 


—-^-^  =  0,351694;  kubiert: 

X 

5a:'  — 12 


0,0435006;    mit  x^  mult. 


X 

2 


4,9565a;' =12;  a;  =  +^556. 

8.  Beispiel.     5- 12l'^==100 +  2  •  11^ 
11^  =  2/  giebt  5/=100  +  2|/. 

Die  positive  Wurzel  ist  j/==  4,6766,  d.i.  11"^  =  4,6766; 

xlffU^Ig  4,6766 ;   x  =  ||^y  =  0,643304. 

9.  Beispiel.      a;'"^''7-5;     Iff: 

{o-\-4lgx)lffX  =  lgb',     lgx  =  y  gesetzt : 
4y2_j_3y_  0^69897,  u.  s.  w. 
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7.  X  —  ax  ^bx  —  c  =  0  läfst  sich   stets  nnch  Art  der  qua- 
dratischen Gleichungen  auflösen,  wenn  b  =  2  y~äc  ist,  denn  dann 

X  — ax  ±2yaC'X  —  c  =  0', 

x^  =  ax^  +  2  Yac  'X-{-c; 
X^=={yj.X+\Gy;    y: 
x^  =  ya-x^^y~^. 

8.  X* -\- ax^-\- bx^  -i- ex  +  d  =  0  läfst  sich  gleichfalls  in  eine 
quadratische  Gleichung  verwandeln,  wenn 

c  =  -^{ib  —  a^)  ist. 

Beweis.     Setzt  man  für  die  gegebene  Gleichung: 

(:.'  +  ^)V.(^'  +  ^)  +  <^=0,....(Y) 

welche  Gleichung  mit  x  4--^==y  quadratisch  wird,  so  ist 

4  ,        3,1«^,      \    2  ,    am       ,    ^ 
X  -{-ax  H-^  +  >w  X  -\-—-x-{-d=0. 

2 

Folglich:     I.   &==~j-H-w  und    IL  c  =  ~^. 

2 

Aus  I  folgt  m-=b J-.     Mithin  müfste  (s.  II) 


^=T-h4)=f(^*-«^) 


sem. 


Anmerkung.  Die  4  Wurzeln  dieser  Gleichung  lassen  sich 
stets  so  ordnen,  dafs  die  Summe  zweier  derselben  gleich  der  Summe 
der  beiden  andern  ist.     Denn  die  Auflösung  von  Y  hat  die  Form : 

1.   .r'  +  -^  =  ^+l/5  und   II.   x'  +  ^-^A-VT. 

Die  Summe  der  beiden  Wurzeln  der  Gleichung  1  mufs  aber 
eben  so  grofs  sein,  als  die  Summe  der  beiden  Wurzeln  der 
Gleichung  II,  weil  in  jeder  der  beiden  Gleichungen  der  Coefficient 

von  0;^  =  —  ist  (s.  den  4.  Satz!). 

Die  4  Wurzeln  einer  solchen  Gleichung  könnten  daher  z.  B. 
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2,5,6,9  sein,  weil  2-f-9  =  5~[-6.  Dann  liefse  sich  aber  auch 
dieselbe  Gleichung 

{x—2)ix  —  b)ix—Q)ix  —  9)  =  0  .  .  .  .  (Z) 
schreiben,   weil   diese   neue    Gleichung   dieselben   4  Wurzeln   hat 
(s.  §.77,  3,  S.Lehrs).   Da  sich  nun  beide  Gleichungen  unserm  Satze 
zufolge  auch  in  die  Form 

(^^  +  ^)V/)(.^  +  f)+^=0...(W) 

bringen  lassen,  so  würde  offenbar  die  um  eine  bekannte  Zahl  F 
vermehrte  linke  Seite  von  Z  gleich  sein  der  um  F  vermehrten  lin- 
ken Seite  von  W,  d.  i. 

ix  —  2)ix  —  b){x-Q)ix  —  ^)  +  F^0 
müfste  sich  in  die  Form 

bringen  lassen.  Diese  Betrachtung  führt  zu  folgendem  allgemeinen 
Satze:  ^^^c6)ix-\-ß}  {x~\-r)  {x-\-S)  +  e  =  0 

läfst  sich  stets  als  quadratische  Gleichung  auflösen,  wenn  2  der 
Zahlen  a,  /?,  y,  S  zusammen  genommen  eben  so  grofs  als  die  beiden 
andern  sind,  «  aber  eine  vollkommen  beliebige  Zahl  ist. 

Beispiel,     (o;— 1)  (o;  — 3)  (o;  — 7)  (o;  — 9)-f  11  =0;  d.i. 
a;*  — 20a;'  +  130a;'  — 300a;  +  200==0; 
(o;'-  10a;)^  +  (130  — 100)  o;^  — 300a: +200  =  0; 

(o;*— 10a:)^-f-30(a;^  — 10a;)  +  200  =  0,  u  s.w. 

9.     Zur  Auflösung  der  Gleichung: 
.Z-^^-^  +  i^^^^-^-^^  (n-4)(n-5)^^     .-0 

H r X 

2'd'An 

2.3.4.5W* 

n— 1 

2 


+  ....+(_!)       .  L^^^e, 


n  —  1 

d  ' 

n  — 3 


n   ' 


wo  n  eine  ungerade  Zahl  ist,   gelangt  man  durch  die  Auflösung 
einer  quadratischen  Gleichung. 
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Beweis.     Die  in  §.  62,  6,  5.Zus.,A  gegebene  Formel  ist  all- 
gemein für  s=^a-\-b,  p  =  ab  und  ein  ungerades  n : 

n    I    in           n                 n  — 2     i     ^^(W  —  o)      2     n—i 
a    +  &     =S    7ipS  -| ^-j: p    S 

w(n— 4)(w— 5)    3  n-G  ,         ,  .     .rr-    ^T~ 

—  ps        +...+( — 1)         np        s. 


2-3 


Setzt  man  a^yu^  b=yv,  statt  s'.x,  statt  np'.d,  also 


ü  =  — ,  so  entsteht: 
n 


n  —  i 

X        — 


n— 1 
n  — 1 


,             „           „_a   ,    w  (w  —  ^)  ( d\ 
u+v^x-dx       + 2 Uj 

+  (—1)    '    •^(— j        ^»  oder 

4_  (n  — 4)(y^- 
2n     ^'  '^  2.3w' 


3   ,2    n-4       (n  — 4)(w  — 5)rf^     „_6 


.^»-^rf^^"-^4,.!i__ji ^\t"--^-  ^^^   t:  2      »^ 


n  — 1 
n  — 1 


+  (-1)    "    •-^s^a;  =  M  +  «'. 


w 


Vergleicht  man   diese  Gleichung   mit  der  gegebenen,   so  ge- 
langt man  zu  den  beiden  Bedingungen: 

I.  u-\-v  =  ei  {11.)  UV  =  (ah f=p^,  oder  IL  wt;=  f — j  . 
Aus  beiden  Gleichungen  ergiebt  sich  u  und  v  und  zwar,  wenn 
V  (-S-)  —  f  —  ]    mit  w  abkürzt: 


man    y     ^r- 


w  =  -|-  +  w;,   i;  =  y  — «;. 

n  fi 

Damit  geht  x  =  a-\-h=  y  u  +  y  v  über  in 

n  n  

I.Zusatz.     X  —  dx=e  gegeben  (also  n  =  3). 

3  3 


=  ]/y  +  ^-|-]/y-^^  wenn  w==^V  i^-^j  —  (y)  • 
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,2 

2.  Zusatz.     X  —dx  -\ ^— =  <?  gegeben  (w  =  5). 

5  5 

^^yy  +  w^  +  yy— w,  wenn  w=|/(^-|-j  —  ^yj  . 

2  3 

S.Zusatz.    X  — dx  -\ — tt-^ lö"'^^  gegeben  («  =  7). 


^'*^  =  yy+«'4-|/  y— ^,  wenn  «;=  [/ ^^j  —  ^yj  . 
10.     Zur  Auflösung  der  Gleichung: 

...+(-1)^       -^^'==^' 

wo  w  eine   gerade  Zahl  ist,   gelangt  man  gleichfalls  durch  Auf- 
lösung einer  quadratischen  Gleichung. 

Beweis.    §.  62,  6,  5.  Zusatz,  A   ist   allgemein   für  ^  =  a-f-&, 
p  =  äb  und  ein  gerades  n: 

a    -f-o  =.9  — nps       -f p  s 

n n  j 

«  =  ]/w,  J  =  yV,   für  ^  :  0^,   für  wp  :  d,   also  p  =«=  —  gesetzt, 


giebt : 


1-^ 


.^«-^a;"-'-h-^^  <^'  x""'-.  .  .  +(~1)'       ■    ^,_^  .r 

4n" 
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Mit  der  gegebenen  Gleichung  verglichen,  ergiebt  sich: 
IL 

u-{-v  —  ( — l)'^-2(  —  1   =e  und  d  =  np  =  nab  =  7iyuVf  oder 

n 

I.  u~\-v  =  e-^i—\f^2(^^y;     IL   uv=(^~J. 
Aus  beiden  Gleichungen  folgt,  wenn 

gesetzt  wird:  u  =  B  +  n,,   v^6  -  w. 

n  n 

Damit  geht  x  =  a-\-h==^yu-^y v  über  in 

n n 

1.  Zusatz.     X  —  dx  =^e  gegeben  (w  =  4). 

x  =  y€-\'rv  -^-Ye  —  w,  wenn  *  =  :^~i~(x) 

2.  Z u 8 at z.     x^  —  dx^  +  -7- x  =e  gegeben  {n  ==  6). 

6 6  0  (  fl  \^ 

a;=:y€-|-w;  +  |/€  —  w,  wenn  ^  =  -^ ( X / 


und«,=  l/(f)-(|)e. 


Anmerkung.      §.87    enthält   noch   andere   Gleichungen    von 
höherem  Grade,  die  sich  auf  quadratische  zurückführen  lassen. 


§.  84.     Angewandte  quadratische  Gleichungen  mit  einer 
unbekannten. 

1.  Aufgabe.  Eine  Anzahl  Personen  verzehrte  in  einem  Wirts- 
hause für  1\Ji  Wäre  die  Zahl  der  Personen  um  2  gröfser  ge- 
wesen und  hätte  jede  —  M.  mehr  ausgegeben ,  so  hätte  sich  die 
Rechnung  auf  1%Ji  belaufen.     Wie  viel  Personen  waren  es? 
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Auflösung.     X  Personen!    Folglich  hatte  jede  — J^  ver- 
zehrt. 


Dem  2.  Teile  der  Aufgabe  zufolge  ist  nun 


2^+f  +  T  +  T  =  2«' 

4         ^  X 

o;^  — 26a;  =  — 168; 
a;=  13  + Vis'  — 168  =  13  +  1. 
Es  waren  mithin  entweder  14  oder  12  Personen. 

2.  Aufgabe.  N  läfst  einen  Stein  in  einen  Schacht  fallen  und 
hört  denselben  nach  11  Sekunden  aufschlagen.  Wie  tief  ist  der 
Schacht?  [Der  Schall  bewegt  sich  in  jeder  Sekunde  343  Meter, 
ein  Körper  fällt  (eigentlich  im  luftleeren  Räume)  in  t  Sekunden 
4,9  r  Meter.] 

Auflösung.     Der   Schacht   sei   x  Meter   tief.     Braucht   der 

Stein    um  so  tief  zu  fallen,  t  Sekunden,  so  ist  4,9^  =x,  folglich 

~§  /  X  X 

i  ==  ¥  T-TT  Sekunden.     Der  Schall  braucht  hierauf  — rr  Sekunde. 
^    4,9  343 

Daher  ist:  i/~^ 


4,9    '    343 


11. 


Es  sei  y-^  =  yy    folglich  -^  =  /   und  x==4,^y\ 


Mithin 


.    4,9«/^ 

?/'  +  70t/=770.  

2/  =  _35  +  ]/l225  +  770 
y  ==  44,665  —  35  =  9,665  Sekunden.     (Da  y  die  Zahl  der  Sekunden 
des  Falles,  so  ist  das  untere  Zeichen  unmöglich). 

Der  Schacht  ist  4,9/ =  4,9-9,665^  =  457,76  Meter  tief. 

3.  Aufgabe.  In  dem  Punkte  A  einer  horizontalen  Linie  be- 
findet sich  der  Mittelpunkt  eines  festen  Kreises  von  1 1  cm  Radius. 
5  cm  senkrecht  unterhalb  eines  Punktes  B,  der  in  derselben  hori- 
zontalen Linie  30  cm  rechts  von  A  liegt,  befindet  sich  der  Mittel- 
punkt C  eines  zweiten  Kreises  von  4  cm  Radius.  Der  Mittelpunkt  C 
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bewegt   sich   geradlinig   mit  einer  gleichförmigen  Geschwindigkeit 

1  . 

von  -;r-cm  (in  der  Sekunde)  nach  links  und  zwar  so,  dafs  er  jene 

Horizontale  in  einem  16  cm  rechts  von  A  liegenden  Punkte /?  schnei- 
det. Nach  ^vie  viel  Sekunden  erfolgen  die  äufseren  und  inneren 
Berührungen  beider  Kreise? 

Auflösung.  Zunächst  zeichne  man  eine  der  Aufgabe  ent- 
sprechende Figur.  Die  erste  Berührung  von  aufsen  mag  nach 
X  Sekunden  stattfinden,  wenn  der  Mittelpunkt  des  kleinen  Kreiscd 
in  jE,  wenig  links  von  D  oberhalb  der  Horizontalen  angekommen 
ist.     Von  E  fälle  EF  senkrecht  auf  Aß.     Folglich  ist 

1  X 

CE=x--^  =  -^  cm. 

o  o 

Zieht  man  durch  E  eine  Parallele  zur  Horizontalen,  die  die  nach 
oben  verlängerte  CB  in  H  trifft,  so  ist: 

BC'.CD=^HC:CE,  oder 

BC'.'V BB^ -\-BC^  =  BC-\-BH\CE,  d.i., 

weil  ^i>  =  ^^  —  ^Z?  =  30  — 16  =  14  und  BH=EFi 

o 

31/221  31/221 

Ferner  ist  CE:EH==CD:DB,  d.i. 

^:EH^V\I+^:U, 

o 

3|/221 
Mithin  ist  AF=  AB  —  BF=^ AB  —  EH=^ZO 


Ux 


3]/221 


Berühren   sich  die   Kreise   von   aufsen,   so   ist  AE  gleich  der 
Summe  der  Radien  =11+4  =  15  Meter  und 

AE^  =  AF^  +  EF^  geht  über  in: 

,5^  =  (30 li^r  +  |-4^-5f  .  .  .  .  (W) 

l  31/221  i        I3y221         J 

yir^  9-221  +  9.221        3i/22r  +''' 
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-  890. 


9 


3  }/221 


2       2670a:  .^^„ 

X =  —  b300  ; 

]/221 

x^— 179,6036a;  =  —  6300; 

.T=  89,8018  +  1/89,8018'  — 6300  =  89,8018  +  42,0044. 

Da  bei  der  2.  Berührung  von  aufsen  (der  kleine  Kreis  links 
vom  grofsen)  dieselben  Bedingungen  (z.  B.  die  Entfernung  der 
Mittelpunkte  =  der  Summe  der  Kadien)  stattfinden,  so  enthält  vor- 
stehende Auflösuno-  die  Zeiten  beider  Berühruno^en. 

Die  1.  Berührung  von  aufsen  findet  daher  nach 
89,8018  —  42,0044  =  47,7974  Sek., 
die  2.  Berührung  von  aufsen  nach 

89,8018  +  42,0044  =  131,8062  Sek.  statt. 

Berührt  der  kleine  Kreis  den  grofsen  das  1.  Mal  nach  y  Sek. 
von  innen,  so  mag  sich  der  Mittelpunkt  des  kleinen  in  einem 
Punkte  31  seiner  Bahn  befinden,  der  oflPenbar  innerhalb  des  grofsen 
Kreises  rechts  von  A  und  oberhalb  der  Horizontalen  liegt  und  zwar 
so,  dafs  der  von  A  durch  M  zur  Peripherie  gezogene  Radius  des 
grofsen  Kreises  um  JM  vermindert  den  Radius  des  kleinen  Kreises 
giebt. 

Fällt  man  von  M  auf  die  Horizontale  die  Senkrechte  MN^  so 

^^^'  AM^' =  AN^ -{- MN\ 

Da  nun  AM  die  DiflPerenz  der  beiden  Radien  =11  —  4  =  7  cm 
und  AN  und  MN  oflfenbar  aus  y  eben  so  berechnet  werden,  wie 
vorher  AF  und  EF  aus  o;,  so  ist  (s.W): 

7^=|30-^-^r+|-^-5r 
l  3>/22lJ        l3>^221 

Z__^90^  =  49-900-25  =  -876; 
^         3]/221 

.^-^  =  -7884; 

2/^  —  179,6036?/  =  — 7884; 
y  =  89,8018+y89,8018'— 7884  =-89,8018 +13,4300. 

Dieselben  Bedingungen  müssen  bei  der  2.  Berührung  von 
innen  (links  von  A)  stattfinden  (z.  B.  Entfernung  der  Mittelpunkte 
=  Diflferenz  der  Radien)  und  mithin  findet 
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die  1.  Berührung  von  innen  nach  89,8018  —  13,4300  =  76,3718, 
„    2.  „  „        ^         „      89,8018  +  13,4300=103,2318 

Sekunden  statt. 


§.  85.     Quadratische  Oleichnngen  mit  mehreren  unbekannten. 

1.     Die   quadratische   Gleichung   mit   2  Unbekannten   hat  im 
aligemeinen  die  Form: 

ax^  +  b  xy -{- ctf  +  dx -{- ey -\-  /=  0 

(s.  §.  80,  1,  VI,  A),  wo  wenigstens  einer  der  Coefficienten  der  3 
ersten  Glieder  nicht  =0  sein  darf,  weil  sonst  die  Gleichung  vom 
1.  Grade  wäre.  Da  2  Unbekannte  auch  2  Gleichungen  erfordern, 
wenn  die  Aufgabe  bestimmt  sein  soll,  so  kann  von  den  beiden 
Gleichungen  nur  die  eine  die  vorstehende  Form  haben,  während 
die  andere  vom  1.  Grade  sein  müfste,  wenn  die  die  Auflösung  be- 
stimmende Gleichung  vom  2.  Grade  sein  soll. 

I.Aufgabe.     1.    4x  -{-xy  =  b;     II.   x-{-y  =  2. 
Aus  II  (s.  §.  80,  2,  7.  Aufg.):     y  =  2-x  .  .  .  (Y) 
In  I  substituiert:     Ax  H-a;(2  —  x)  =  f); 


1  T  /   1  R 

Mit  x= ^  +  y  -5-  ergiebt  sich  aus  Y : 

1        l/l6    .   ,    , 
mit  x  =  —  -^ y  —  jedoch: 


veremigt : 


H-i~V^  =  ^^+^i  '-  •  '^^^ 


Aus  Vorstehendem  folgt,  dafs  in  A  und  B  entweder  überall 
das  obere  oder  überall  das  untere  Zeichen  zu  nehmen  ist.  Folg- 
lich ist  entweder  x=l  und  y=i,  oder  x= — If  und  ?/  =  3f, 

2.  Aufgabe.     I.   x^ -\-  ay^  =  b;     IL   ocy  =  c, 

3 

Aus    II:     y=-  .  .  .  (W)  In  I  substit.:    x'+— 3-  =  ^^; 

X  X 
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(i  r       3  3 

X  —  ox  =  —  ac  ; 


^=± +]/.'>' 


^=^±V^-ac'  ....(Z) 


±V^ 


x=\/    ~^-\-V  — ac. 


Um  den  irrationalen  Nenner  zu  vermeiden,  berechnet  man 
y  nicht  mittelst  der  vorstehenden  Auflösung,  sondern  setzt  Z  in  1 
ein :  /— ^ 

y±  V  -4 ac  -jray  =b', 


=4tK 


3  ^    -T-  1/     ^  3 


3 


-i/iiiT^ 


iß 

0  3 

-i ac  \ 

4 


S.Aufgabe.        I.    a;^4-?/  +  ;2^=  123; 
IL     a;2  +  /  =  14; 
III.     a;  +  ^  =  6. 
Kubiert  man  III  und  subtrahiert  alsdann  I,  so  erhält  man: 

'^xz{x-\-z)  —  y  =  93. 

xz  aus  II,  x-\-z  aus  III  berechnet  und  hier  substituiert: 

3(14-/). 6-2/ ==93; 

—  1  +  107 

^= — w—' 

58 
Nun  ist  entweder  y  =  ^rw    oder  ?/  =  —  3   in   II   und  III   zu 

substituieren,  um  die  zugehörigen  x  und  z  zu  finden. 

4.  Aufgabe.         I.     o:^  — ?/'+^^=  12; 

II.     X  —  y  -\-  z=i; 
III.     a:?/^  =  6. 
Die  Gleichungen,   welche   entstehen,   wenn  y  überall  von  der 
linken  Seite   beseitigt   wird,   mögen  I*,  II*,  III*  heifsen.     I*  und 
III*  in  das  Quadrat  von  II*  substituiert,  giebt  y. 

5.  Aufgabe.        I.    x-\-y-]-z  —  w=32; 

II.    xy  —  2W=166; 

III.  xz  —  ?/M  =  86; 

IV.  yz  —  xu  =  2Q. 
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II  4-  III  giebt    x(y-\-z)—u(y-{-z)  =  252 ,  oder 
I*.     {x  —  u)iy-hz)  =  2b2', 

11  + IV:  II*.     {y  —  u)(x  +  z)  =  192', 

III  +  IV:        III*      (z-u)(x-^y)=  112. 

Aus  I :     !/  +  2  =  32  —  (x  —  u).     In  I*  substituiert : 
(x  —  u)  [32  —  (o:  —  w)]  =  252.     Mit  x  —  u  =  w: 
w('d2  —  w)  =  2b2', 

yi;=16  +  2,  d.la;  — w  =  16  +  2, 
und  folglich :     ?/  -|-  2  =  1 6  +  2. 

x-\-z  aus  I  berechnet  und  in  II  substituiert,  giebt: 
0:4-2  =  164:8  und  y  —  u=\Q'^S  u.  s.  w. 

6.  Aufgabe.         I.     x^  -\-  axy  -f-  by^  =  m ; 

IL    x  +  cxy  +  dy  =  n, 
y^xu{,  .  .Y)  gesetzt,  giebt: 

X  \1  -\-  au-\- hu)  =  m  und 
X  {l-\-  cu-\- du)  =  n. 
Durch  Division  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich: 

l  +  au-^-hi?  m 

1-^cu  +  du    ~  w  ' 
woraus  u  berechnet  und  in  Y  substituiert  wird. 

7.  Aufgabe.      I.     — 1— +  -^— =  -|-. 

°  x-\-y        X  —  y        4 

I  mit  X  — y^  multipliciert :    2x=^~{x  — y^)  .  .  .  .  (Z) 

Folglich:      x^  —  /=-"T-)  iii  1^  substituiert: 
o 

2x^ -\-^xy^  =  -z—{    ^j  ;  durch  x  dividiert  u.  s.  w.: 

(a:=0  und)  9y^  =  x^; 
3^  =  4-0:. 

X 

i/  =  -|--r-  in  Z  substituiert. 
o 
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S.Aufgabe.      I.     -^r \--^ ; = 

4 

II.    ^=V-i. 

2  . 

Aus  11:     x==-^-\--\,io\gYic\ii 

^       y 


2 

x-\^\—\+\,  oder  >/^=T»=  1-1; 

2  .  1 

4  «/  ^      y 

2  A 

Beide  multipliciert :   V  x  —  1  ==  — ^, 

y 

Diese  Werte  in  1  substituiert: 


2/          2     y'+2j/   _ 

ly'  +  Ay 

2/*  +  4        3      y^  +  i 

y'+i 

mit  ?/*  +  4  multipliciert:  y=\y^  folglich:  ?/  =  0  und  y  =  +  2. 
Q.Aufgabe.     1.    a;^  + 9?/^  — 6a;V^— ^'  +  3/=  132; 

11.     /  +  25a;'=10/a;-hl. 
Diese  Gleichungen  lassen  sich  schreiben: 
(^*_3j^f_(a;2_ 32^2)  =132  und(/-5x)'=l. 

Folglich :     1*    a;'  —  3/  =  -^  +  lli  und  11*.  /  —  5a;  =  + 1 . 
1/^  aus  11*  berechnet  und  in  1*  substituiert  (8  Auflösungen). 

lA    A    ^     1.        T      (2a:  — l)(2y~l)  +  l 

10.  Aufgabe.     1.    ^ 5-^- ^ —  =  a; 

a:'-(?/-i/ 

Für  1:      4a;y--2a;  — 2y  +  2_^^  ^^^^  ^^  ^  ^2,  5,  l.Aufg.): 
^  —  (y  — 1) 
p      y  —  ^+l    .    a:4-y— 1  ^^ 


3.'  +  «/— 1         a:  — y  +  1 

-l)(y-a;+l) 
(a;  +  y_i)(x-y+l) 

y  — ^  +  1 


Für  II:      f^t^~!M^'~^  +  !|=ftoder  = 

c  — y  +  1) 
II*    X=^±l=j. 
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Entweder  nun  x-\~  y  =  u,  x  —  y  =  v.     Daher: 

10.  lii|+ü^=«.   110.  !-;;_*. 

u  —  1        v-{-\  v-\-\ 

Aus  IP  V  berechnet  und  in  P  substituiert. 

Oder:    Das  Quadrat  von  1*  um  das  4fache  von  II*  vermin- 
dert und  die  y  ausgezogen  (s.  §.62,  2,  Zus.,  lY): 

^±M^-y-^  +  j^  +  >/73i^.  .  .  .  (Y) 
x  —  y-h,\        y'\-x—\       — 

Alsdann  I*+Y  und  I*— Y. 

11.  Aufgabe.     I     (/4-l)2/  =  a(/-|-l)^'; 

II.     {y'-^\)x^a{x'-V\)y\ 

I  durch  o;  //,  n  durch  xy'  dividiert: 

1  1 

Setzt  man  xA =  u,    ?/  H =  y,  so  ist  (s.  §.  62,  6,  5.  Zus.) : 

X  y 

u^  —  du==av  ....  (W) 

v^  —  dv  =  au. 

Durch   Subtraktion:     u'  —  v^  —  diu  —  v)  =  —  aiu  —  v)', 

durch  u  —  V  dividiert: 
u^-{.iw-{-v^  —  d  =  —a  .  .  .  .  (Y) 

Durch  Addition :     w^  +  ^^^  —  3  (w  +  ?;)  =  a  (w  + 1^) ; 

durch  u-\-v  dividiert: 
u  —  UV  -\-v^  —  ^  =  ct  .  .  .  .  (Z) 

Y— Z:     2uv  =  —  2a. 

v  = in  W  substituiert,    giebt  u  — Zu=  —  a\    folglich 

u 

u  und  mithin  auch  x. 

12.  Aufgabe. 

I.    yx  —  a yx  +  h  yj=  d[\+b  Vx\j' -  ab  l/x'y'  j; 

4  3  /  6 J2 \ 

IL    yx  —  a yx  —  b yj=  d[l-bVx\/+ab Vx'y' J. 

4 3 

M[tyic—ayx=-2i,  hYy-=v  ....  (W) 

20* 
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gehen  die  Gleichungen  über  in: 

u-{-v    d         u  —  V    e 

\-\-uv         1  '       \  —  uv         1  * 

rv      i-             Airx-       /  Nenner  4- Zähler  \         .,       . 
Durch  corr.  Addition  \-^ ~7^\ — /   ^rgiebt  sich  nun: 


-^      (l+z^)(l+z;)_  \^-d 
■'      {\-u){\  —  v)        \—d' 

{\-^u)i\—v)        \-\-e 
(l— w)(l-f-t;)        \-e 

I*  mit  n*  multipl.:    R     !"^''  = 

y(\^d){\-\-e) 
y{\—d)i\-e) 

I*  durch  n*divid.:    m   1±^  = 

yii-\-d)il—e) 

1  —  V 

y(l-d)ii-he) 

Auf's  neue  corr.  Addition  (tf^t-i r"i^T )  angewandt,  er- 

V  Zahler  +  Nenner  /       ^  ' 

hält   man   unmittelbar   u   und   v,    aus    W   alsdann   y   und,    wenn 

4_  

yx  =  Zj   also  yx  =  z     gesetzt  wird,  auch  x. 

2 2 

13.  Aufgabe.        l,    a-b=        ^       ^ 


(a;+l)(t/  +  l)' 

n       1        1  _        x'-y' 
'      b        a        {x—\)(y-\y 

II  mit  ab  multipliciert  und  dann  die  rechte  Seite  gleich  der 
rechten  Seite  von  I  gesetzt: 

/     2  2\      ,  2  2 

{x-y)ah_^ x-y^ 

(x-\)(y-\)        (a;  +  l)(y  +  l)'  ''"^•^ 

{x-\-\)(y  +  iy 
Das   4fache   dieser   Gleichung   zum   Quadrat  von   I   addiert, 


giebt; 


l,  I   .^2_x-2a;V^  +  y^        4(a;-l)(y-l) 
^''^''>         (:c+\f(y  +  \f^    (x  +  l)(t/  +  l)    ' 

(^  I   h2_-  x'  +  1x'y'+y'-\x'-\y'+A_ 
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Mit  dem  obern  Zeichen: 
A  +  I:  2a  =  ~ — —rr-, — — — ,    oder  a 


(a:-j-l)(t/4-l)'    ^  ^^  ^       y  +  l 


(C) 


Mit  dem  untern  Zeichen: 

x-}-\'  {-\-y 

C  und  D  lassen  sich  nun  sehr  leicht  auflösen.  (Verorl.  §.  80, 
8,  XI). 

2.  I.  Die  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten  sind  sym- 
metrische, wenn  sie  nach  gegenseitiger  Vertauschung  der  Un- 
bekannten unverändert  dieselben  bleiben  (auch  hinsichtlich  der 
Zeichen). 

x-{-y  =  a,  7  +  2/  +  8^'+8?/'  =  9,  {x-yf -\-dxy=.b, 
x'  +  /  =  l 
sind  symmetrische  Gleichungen,  denn  vertauscht  man  x  mit  f/,  so 
erhält  man  genau  dieselben  Gleichungen. 

Anmerkung.  Neuerdings  hat  man  trotz  dieser  älteren  Be- 
deutung die  reciproken  Gleichungen  (s.  §.  87)  „symmetrische"  ge- 
nannt. Solche  Begriffsverwirrungen  sind  entschieden  zu  ver- 
urteilen. 

n.  Erhält  man  bei  2  symmetrischen  Gleichungen  mit  2 
Unbekannten  {x  und  y),  die  auf  den  2.  Grad  führen,  die  Auflösung 
x  =  a^y fi,  so  ist  es  nicht  nötig,  die  Kechnung  noch  besonders 
für  y  auszuführen,  vielmehr  ist  alsdann  y==cc-]-yß,  denn  wenn 
die  Unbekannten  vertauscht  werden  können,  so  mufs  dies  auch 
hinsichtlich  ihrer  Auflösungen  geschehen  können.  Hat  nämlich  die 
Gleichung  die  Auflösung  x==a-{-y^,  8omu[sy  =  a — yß  sein, 
weil  man  nach  Vertauschung  dieser  Auflösungen  x  =  a  —  yß  und 
y  =  oc-\-  y~ß  erhält,  so  dafs  x  wirklich  die^ihr  zukommenden_Werte 
a  +  VT  hat.  Es  könnte  nicht  x  =  a-{-  y  ß  und  y  =  y^  y^  sein , 
weil  dann  x  noch  die  Auflösungen  x  =  a  —  yß  und  y  ^  ^T  haben 
raüfste,  was  unmöglich  ist,  da  die  Gleichung  nur  eine  quadratische 
sein  soll. 

Beispiel.    L    f>xy  —  2{x  —  yf=\Tl-.     II.   a;-fi/=ll. 

Vertauscht  man  x  mit  y,  so  erhält  man: 

byx  —  2{y  —  x)^=122  und?/ 4"^  =11, 
welche  Gleichungen  mit  den  g^egebenen  vollkommen  identisch  sind 
(s.  §.  62,  8, 1,  l.Beisp.).     Die  Gleichungen  sind  mithin  symmetrisch. 
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Aus  II :  y=\\  —  x,  in  I  substituiert : 

^xi\\—x)  —  2(x—n-\-xf=122; 
55a;  — 5a;'— 2  (4  a;'  — 44a; +  121)  =  122; 

11  +  3 


x  = 


Folglich  mufs  y  =^ ^ —  sein.     Es  ist  also  entweder  x^=l 

und  «/^==4   oder  0:2  =  4  und  y.^  =  l- 

Probe:    y=\l—x=\\ ^ — == 9 • 

3.  Anwendung  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichungen 
mit  mehreren  Unbekannten  auf  die  Auflösungen  der  Gleichungen 
mit  einer  Unbekannten  (s.  §.  80,  9). 

Beispiel. 

{y^^+i+yx-w  =  800  [y^^+i — Vx —w. 

Mit  yx-hl=u  +  v,   yx—rS  =  u  —  v  .  .  .  (W) 

5 

erhält  man  (2?<f  =  800 -21;,    oder    I.   z==-^. 

oO 

Die  4.  Potenz  der  Gleichungen  W  giebt: 

l=u  +4w  v-\-Qu  V  -\-\uv   ■{- V 

X  —  13  =  u  —  Au  V  -\-^u  V  —  Auv  -\-v  , 

Die  Differenz  dieser  Gleichungen  durch  8  dividiert: 

n.     2^^  =  uv^uv^. 

I  in  n  substituiert  und  u=y  gesetzt: 

/  +  2500 y  =  312500;    y^  =  1 19,306394  =  u; 

?<=  1,817954;  r  =  0,397141.     Aus  W  folgt  nun: 

a;  =  (1,817954  +  0,397141)'  —  7  =  17,0752. 


§.  86.     Angewandte  quadratische  Gleichungen  mit  mehreren 
Unbekannten. 

1.  Aufgabe.  Ein  Eigenname  wird  mit  8  Buchstaben  ge- 
schrieben. 

Setzt  man  für  die  Buchstaben  ihre  alphabetischen  Indices 
(a=l,  &  =  2,  c  =  3,  .  .  .  2  =  25),  so  sind  folgende  Bedingungen 
vorhanden : 
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Der  3.  Buchst,  ist  um  2  kleiner  als  das  Doppelte  des  letzten, 

„     5.       „  „     die  Differenz  aus  dem  letzten  und  2., 

„     6.       „  „     um  1   kleiner  als  das  Doppelte  des  2., 

7  1  1 

„     4.       „  „     die  Summe  des  2.  und  7. 

Die  Summe  des  2.,  4.,  6.  und  8.  Buchstaben  ist  doppelt  so  grofs 
als  die  Summe  des  1.,  3.,  5.  und  7.  und  auch  doppelt  so  grofs  als 
die  Summe  der  beiden  ersten  und  beiden  letzten. 

Das  Produkt  aus  dem  1.  und  2.  um  den  4.  vermehrt  ist  gleich 
dem  Produkt  aus  dem  7.  und  8.     Welches  Wort  ist  es? 

Auflösung.     Der  Index  des  1.  Buchst.  =  x^  des  2.  =  y,  des 
8.  =  z,   folglich   ist  der  3.  Buchst.  =2z  —  2,   der  b.=z  —  y,   der 
6.  =  2!/— 1,  der  l.=2x — 1,  der  4.  =y  -{-2x — 1  und  mithin 
die  Summe  des  2.,  4.,  6.,  S.  =  2x -{-  4y -\- z  —  2, 
„  „  „     l.,3.,  5.,  7.  =  3a:  — 2/-I-32  — 3, 

„    \.,2.,l.,S.=  Sx  +  y  +  z  —  l. 

Daher  ist    2x-{- 4y  +  z —  2  =  2i'Sx  —  y +  dz— d)  oder: 

I     ix--Qy  +  6z  =  4. 
Ferner     2x -^  4y  +  z —  2  =  2idx-{- y  +  z—i)  oder: 

n.     Ax  —  2y-{-z=0. 
Endlich:  III.     xy -{-y -h2x— \  =(2x— \)z. 

Aus  II:     z  =  2y — 4a;  ...  (Z),  in  I  substituiert: 

Ax  —  Qy+\0y  —  20x  =  4,  oder  y=^4x-\-\  .  .  .  (Y) 
In  Z  substituiert:     z  =  Sx-}-2  — Ax  =  4x  +  2  .  .  .  (W) 

Beide  Werte  in  HE  substituiert: 

a;(4a;+ 1) -I- 4a;  +  1  +  2a;— 1  =(2a;— 1)  (4a; +-2); 

7  +  9 

7  4-9 
Mithin  ist  x= — ^      =2  =  Index  des  1.  Buchst.  (=  B). 

o 

Aus  Y:     y  =  9  =  Index  des  2.  Buchst,  (i). 
,,    W:     z  =  10  (Buchstabe  k). 

Der  3.  Buchst.  =  2.10  — 2  =  18  (s), 
„     4.        „       =9  +  2.2  —  1  =  12  (m), 
„5.        „       =10-9=1  (a), 

6.  „       =2.9-1  =  17  (r), 

7.  „       =2-2-1  =  3  (c). 
Der  Eigenname  ist  mithin  „Bismarck". 


» 


?5 


312    §•  S^'  Angewandte  quadratische  Gleichungen  mit  mehreren  Unbekannten. 

2.  Aufgabe.  Ein  Bottich  kann  durch  3  Röhren  A^  B,  C  ge- 
füllt werden,  durch  C  in  l^mal  so  viel  Zeit  als  durch  B.  ^  und 
C  zugleich  geöffnet  brauchen  zur  Füllung  4  Minuten  weniger 
als  Ä  B  und  C  brauchen  6  Minuten  weniger  als  Ä.  In  welcher 
Zeit  füllt  jede  Röhre  einzeln? 

Auflösung.     ^  in  o;,    B  in  ?/,    C  in  -^  Min.     A   füllt   in 

1  12 

1  Min.  — ,    C  in  1  Min.  — —  =  -77—.     Beide   füllen   in    1   Minute 
X  6y_        3?/ 

2 

12  1  . 

\-— — ,  aber  auch  — ,  wenn  sie  zusammen  das  Gefäfs  in  2  Min. 

X  Ztj  z 

füllen.     Daher  ist  —  = \-  -z —  ,     oder    z  =  — — r-^r — .      Da  sie 

z        X        Sy  2x-\-dy 

aber  auch  4  Minuten  weniger  als  B  brauchen,  so  ist: 

3xy  ,      -,  ' 

I.     xy==Zy^  —  %x—ny. 

1  2 

B  füllt  in  1  Min,  — ,    C  m  \  Min.  -r— ,   beide  in  1  Min. 

y  ^y 

y  "^  32/~32/' 

folglich  füllen   sie    das   ganze  Gefäfs  in  — r —  =  —r-  Min.      Dies 

o  o 

.    .  37 

3  y 
aber  ist  6  Minuten  weniger  als  A  braucht.     Daher  -^  =  x — 6, 

oder:  IL     3?/  =  5a;  — 30. 

AusH:  2/=^^^  ....(Y) 

•     T      u.-*-    .        5x'— 30a;        (5a:  — 30f       _ 

m  1  substituiert:      ^ =  -^^ 8a:  — 4  (5a: — 30); 

a:  =  8,85 +  3,9144. 

^braucht    also    8,85 -f  3,9144=  12,7644  Min.     Der    andere 
Wert  ist  unmöglich,  weil  dann  y  negativ  werden  würde  (s.  Y). 

5.12,7644  —  30       ,,oT.Af.      /z>^ 
y  = -^ -=11,274  Min.  (/?). 

C  braucht  4  •  1 1,274  ==  16,91 1  Min. 
£1 
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3.  Aufgabe.     N  leiht  dem  A  ein  Kapital  auf  8  Monate,  dem 

ß  ein   um   300  oM  gröfseres  Kapital  zu  einem    um  -^  %   höhern 

Zinsfufs  auf  9  Monate.     Von  A  bekommt  er  66^^,    von  B  ^\\Ji 
Zinsen.     Wie  viel  hatte  er  jedem  geliehen? 

Auflösung.     Dem  A  xJL  zu  ?/%,  dem  B  daher  o; -f- 300  .^ 
1 

2 

-y 

]^j(p-  =  66i,  folglich: 
I.     ^y  =  9975. 

(^  +  300). -|.  (2/+ y) 
Zinsen  dos  B\    t^ =  9Hj  oder: 

2  a:?/  +  600  y  +  a;  =  24900. 

Substituiert  man  hier  I; 

19950 -i- 600?/ H-a;  =  24900,  oder: 
II.    a:  +  600i/  =  4950. 
Aus  II:     0:  =  4950 —  600?/,  in  I  substituiert: 

(4950— 600?/) ?/  =  9975;  durch  75  div.  u.  s.w.: 
33  +  5 

Daher  y^  = ~ =^4f  Voj  und  folglich: 

0:^  =  4950  — 600-41=2100; 

oder  2/2  == ^ =  3^Vo  und  folglich: 

x^  =  4950  —  600 .  3i  =  2850. 
Entweder    also    das    Kapital    des   A\    2\00J^   zu    4J<^/o    und 
B:  2A00J^  zu  4|  +  4-  =  5:t%,  oder  das  Kapital  des  A:  2SbO^ 

zu  3|o/o  und  B  d\bOM  zu  3^  +  ^  =  4%. 

4.  Aufgabe.  JV  besitzt  2  Felder  a  und  b,  welche  die  Form 
von  Rechtecken  haben.  Länge  und  Breite  verhalten  sich  bei  a 
wie  7:5,  bei  ^  wie  5:4.  Ferner  hat  b  einen  um  36  m  gröfseren 
Umfang  und  einen  um  2180  O^a  gröfseren  Flächeninhalt  als  a. 
Wie  grofs  ist  jedes  Feld? 
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Auflösung.  Länge  und  Breite  von  ö5  =  7a;,  5a;,  vonft==5?/, 
Ay.  Der  Umfang  von  a  ist  daher:  2(7x-{- bx)^2Ax,  von  b: 
2{by-\-4y)=lSy.     Folglich : 

24a;  4- 36  =18?/,    oder:    I.  3y  =  4a;-f-6. 

Der  Inhalt  von  a  ist:  7a;'5a;=35a;^,  von  b:  by'4y  =  2i)y^, 
daher  20?/'  =  35a;^  +  2180,  oder  H.    4t/^  =  7a;^  + 436. 

Aus  I:  y= ,  in  II  substituiert: 

^(^r^)  =7^'*^'-+-436,  oder  a;'  + 192a;  =  3780; 
a;=:  — 96+114. 
Hier  ist  nur  a;=18  möglich;   ?/  = =  26. 

o 

Daher  Länge  und  Breite  von  a  =  7«  18  und  5  •  18  oder  =  126 
und  90,  von  ^?  =  5-26  und  4-26  oder  130  und  104. 

5.  Aufgabe.  Zwei  Gärten  31  und  JV  haben  die  Form  recht- 
winkeliger Dreiecke.  Die  Fläche  von  N  ist  um  108  O^n  kleiner 
als  das  Doppelte  der  Fläche  von  M.  Die  beiden  Hypotenusen 
haben  zusammen  eine  Länge  von  87  m.  Der  Unterschied  der  Ka- 
theten von  31  beträgt  7  m,  von  iV  28  m.  Wie  grofs  sind  die  Seiten 
der  Dreiecke? 

Auflösung.  Die  Katheten  von  31  seien  x  und  x -\-l ,  die 
von  N:  y  und  y  +  28.     Die  Hypotenuse  von  31  ist 

ya;'  +  (a:-f-7f  =  ]/2a;'-{- 14a;-f49  , 
die  Hypotenuse  von  JV 

V7  +  (y  +  28f  ==  1/2?/ V  56y  +  784.    Folglich: 

I.     l/2a;'-f-14a;  +  49-f-  V2y'  +  56«/  +  784  =  87. 

a;(a;+7)        a;^-f7a; 


Der  Inhalt  von   3t  ist 


2 


^„     H^±28L=V+2i.^,„,„,.,,^ 


2    ,     oo  2 


JLt?8iL  =  2.^4^- 108,  oder: 
n.     y'  -f-  28t/  -f  216  =  2  (a;'  -f  7  a;). 


Es  sei  y2a;^+l4a;  +  49  =  w,   V2y^ +  bQy  +  lSA  =  v, 
daher  ist    a;  +  7 a;  = ,   y  -\-2Sy  = . 
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Damit  geht  I  über  in :     1*.  u-\-v  =  Sl ; 
II  in:      ^  ~^^^  +216  =  ^'— 49,  oder 


II*.   i;'  — 2w^  =  254. 
Aus  I*:  v=Sl — u;  in  11*  substituiert: 

(87  — wf  —  2w^==254;  w  =  — 87+122. 

Da  u,   als  Hypotenuse  von  M,   positiv   sein  mufs,    so  ist  nur 
?<  =  —  87  +  122  =  35  möglich : 

i;==87  — w  =  52. 

Folglich  x'+lx  =  —-^^^;  a:  =  21. 

2.     Anwendungen  auf  gewisse  Umformungen. 

1.  Aufgabe.      V aA^V b  in  die  Summe  oder  Differenz  zweier 
einfachen  Wurzeln  zu  verwandeln. 

Auflösung.     Es  sei   V  a-\-  yb=  ym  -h  yn ;  quadriert: 

Folglich  (s.  §.  82,  3):   I.   m  +  n  =  a]    11.   \mn  =  h. 

m=     —    ^ ,   n  =  — ^ — ^ (s.  §.  85,  2,  II). 

Folglich :  

Vergl.  §.  69,  43. 

2.  Aufgabe,     ax  -\-hx-\-c  in   ein  Produkt   aus   2  binomen 
Faktoren  zu  zerlegen  (s.  §.  64,  1 ,  V). 

Auflösung. 

Setze  a[x-\ \ \=a{x-\-'ni){x-\-n)\   folglich : 

x^ -| 1 =  {x-\-in)  {x  +  n) 

=  X  -f  •  (fn  4-  ?^)  o:  -f-  ^nti. 
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h  C 

Mithin:  m-\-n  =  — ,    mn  =  — ,  woraus  sich 
a  « 

h^y  h^  —  ^ac        ,           h—Vb^  —  \ac 
m  = j. und  n  = ^ 

ergiebt.     Daher  ist: 

a[x  +—-  +  —  ) 
\  aal 


\    ^h^^U-^ac\\ 

,p+ — Ya — jr 

hAr^h^  —  ^aA  f 


d.i. 
2  a  J  l     •  2  a  J ' 

X  ■ 


2a 

2 


1  *- 

-yi^- 

-\ac 

r 

1a 

+  *- 

-\ac 

Beispiel.     20  —  Ix  —  6a;  =? 

Mit  a=  —  6,  &  =  —  7,  c  =  20  erhält  man: 

^,[x^:^l±y^^)[x^:::^^y^^^ 

= -6  (o:  —  y)  (a:  4- y)  —  (4  -  3a:)  (2a;  +  5). 


§.87.     Reciproke  Gleichungen. 
1.     Vollständige  Gleichungen  (s.  §.76,  2,  d)  von  der  Form: 

a:"  +  aa:""'  +  ^?a;"~'  +  ca;"~^+..  . -\-cx  -^hx  ^ax^-\  =  ^, 

bei  welchen  also  der  Coefficient  des  1.  Gliedes  (der  höchsten  Potenz 
der  Unbekannten)  gleich  dem  absoluten  Gliede,  der  Coefficient  des 
2.  Gliedes  gleich  dem  des  vorletzten  Gliedes  u.  s.w.,  allgemein:  der 
Coefficient  des  n*^"  Gliedes  gleich  dem  Coefficient  des  7i*°°  Gliedes 
vom  absoluten  Gliede  an  rückwärts  gerechnet,  bleiben  unverändert, 

wenn  man  für  x  den  reciproken  Wert  —  setzt,    denn   dann   ent- 

X 

steht:  1  a  6       ,  ,    «    ,   .       n 

X  X  X  ^ 

welche  Gleichung  mit  x  multipliciert  jener  ersten  identisch  ist. 
Man  hat  daher  die  Gleichungen  dieser  Form,  überhaupt  aber  alle 
Gleichungen,  welche  sich  in  gleicherweise  lösen  lassen,  reciproke 
genannt. 


§.87.     Reciproke  Gleichungen.  317 

2.  Auflösung  der  reciproken  Gleichung  vom  geraden 
Grade. 

Dividiert  man  die  Gleichung  von  der  Form: 

durch  o:",  also  durch  eine  Potenz  von  x,  deren  Exponent  halb  so 
grofs  ist,  als  der  Exponent  der  Ordnung  der  gegebenen  Gleichung, 
so  entsteht: 

XXX 

Die  Eigenschaft  nun,  dafs  diejenigen  Glieder  der  ganzzahligen 
Potenzen  eines  Binom,  die  gleich  weit  von  den  beiden  begrenzen- 
den Gliedern  abstehen,  gleiche  Binomialcoefficienten  haben  müssen 


(s.  §.  62,  7,  4.  Zus.),  und  mithin  (^' "f- — )  die  Fo 


orm: 


n 


„-1     1     ,    nin—1)      „_2     1 


X 


nin—1)      2       1       ,  1       ,     1 


X  •-^zt  +  ^-^--^i:t-I- 


^  X  XX 

d.i.    ,-  +  „,— +  i^i?^ ,—  +.... +ü(!?^._L_ 

X  X 

erhalten  mufs,  führt  auf  die  nachstehende  Auflösung  der  reci- 
proken Gleichung  vom  geraden  Grade. 

Die  gegebene  Gleichung  dividiert  man  zunächst  durch  x",  also 
durch  die  Potenz  von  x,  deren  Exponent  halb  so  grofs,  als  der 
Exponent  der  Ordnung  der  gegebenen  Gleichung  ist,  um  die 
Form  Z  zu  erhalten,  setzt  alsdann 

x+4-  =  2/ (W) 

X 

und  subtrahiert  die  n^^  Potenz  dieser  Gleichung  W  von  der 
Gleichung  Z.  Den  Rest  dividiert  man  so,  dafs  die  Coefficienten 
der  höchsten  und  niedrigsten  Potenz  von  o: :  +  1  werden  und  ver- 
mindert die  Gleichung  um  die  /z— I.Potenz  der  Gleichung  W 
U.S.W,  (vergl.  Seite  57,  §.  77,  Abschn.  d).  Ist  zuletzt  die  I.Potenz 
von  W  subtrahiert    (resp.    ifür    das   im   Reste   enthaltene   Binom 

x-] :y  gesetzt)  worden,  so  hat  man  die  gegebene  Gleichung  in 

X 

eine   die   Unbekannte  y  allein   enthaltende  Gleichung  verwandelt, 
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deren  Grad  nur  noch  halb  so  grofs  ist,    als  der  der  gegebenen 
Gleichung. 

1    A    ^     u          4       128  ^3  ,58^        128a;    ,  ^      ^ 
1.  Aufgabe,     x —x  -{ ^ ~ 1-1  =  0. 

Da  der  CoefF.  des  1.  Gliedes  (-1-1)  =  dem  letzten  Gliede, 

„        „        „     2.       „        ( — -  J  =  dem  CoefF.  des  vor- 

^        ^^  ^  letzten 

ist,   so  ist  die  Gleichung  eine  reciproke.     Man  dividiert  daher  die 

4 

Gleichung  durch  x  =x ,     Man  erhält: 

^         15   "^^   3         Ibx^  x^       ^ ^^^ 

1 
Es  sei  nun  x-\ =^y (W). 

X 


Die  2.  Potenz  dieser  Gleichung: 


X 


von  Y  subtrahiert,  giebt: 


128       ,52        128  2       , 

128  52    ,128         2 

X -^—-=y (A) 


15  3     '    15a: 

128 
Nun  entweder  durch     ._     dividiert: 
15 

__^       J_    _  15 y' 
^       32  "^    a;  128 

und  die  1.  Potenz  von  W: 


X  + 


subtrahiert:  — g-  =-^ 

oder  A  sogleich  in  der  Form: 

128    /,    1  \       52         2 

128          5*^ 
gedacht  und  W  eingeführt:   —r^y ^  =  y^- 

In  beiden  Fällen  gelangt  man  also  zu: 
2       128  52 
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„.        .  ,  64+14      .,    ,.  , 

Hier  ist  y  =  — = —  ,  folglich : 

64-4-14        26      ,  .        ,1        26 
y,=  — ^^— =  -^,  d.i.  0;  +  -=^,  mithin: 

x^  =  o,  x^ —  — 

64  —  14        10      ,  .        ,1         10 

,   d.i.  x-\ =  —^'i  mithin: 


^^  15  3  '  '    o;  3 

2.  Aufgabe,     x^  —  7a:^  — 26a:'  — 14a;^  — 26a;^— 7a;+  1=0. 
Durch  X   dividiert: 

a;'-7a:'— 26a:— 14  — ^--^  +  -V  =  0  .  .  .  (Q) 


X 


X  X 


1  3 

X  -\ = !/  .  .  .  (W)  gesetzt    und   zunächst  W  ,  d.  i. 


x' 

+  3a: 

+i 

+ 

1 

x' 

=  / 

subtrah. : 

-Ix' 

—  29a:- 

14       ^» 

X 

—  - 

7 
x' 

=  — 

v' 

Durch 

■7  dividiert: 

x'^ 

29a:    , 
r     7     + 

^ + 1 

+ 

1 

x' 

= 

7 

W^ 

x' 

+ 

2 

+ 

1 

■i^ 

äubtr. 

' 

29a: 

7 

29 

^  Ix 

= 

y' 

7 

-y': 

t 

oder     li  (o:  +  -^)  =  -^  -  /,  d.  i.  (s.  W) 

29?/        y^        2    p  ,  r  i, 
-y^  =  -^ y,  folglich: 

y'-7/-29t/  =  0,   oder  ?/(/-7?/-29)  =  0. 

Mithin:     1)  y==0,  d.  i.  a:  +  -  =0,  a:^  +  1  =  0, 

X 


=  — 1,  x^  =  ]A:ri=/,  .Tj 


x^  =  —  1 ,  x.==  y  — 1=2,  a:.  =  —  ?. 
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2)  2/'  — Vy  — 29  =  0;    

7+ "Kies 


==3,5  4-6,4226163. 


yj  =  9,9226163,  d.i.  0:  +  — =  9,9226163; 
0:3  =  9,820791;  a:^  =  0,101825. 
i/,=  — 2,9226163,  d.i.  a:  +  —  = -2,9226163. 

VC 

ir5  =  — 0,3957465;  0;^  =  — 2,5268699. 

Anmerkung.  Weniger  rationell  ist  es  jedenfalls,  die  Auf- 
lösung solcher  Gleichungen  von  Formeln  abhängig  zu  machen. 
Denn  sind  diese  dem  Rechner  nicht  vollkommen  geläufig,  so  wäre 
die  ganze  Auflösung  in  Frage  gestellt.  Allerdings  wird  die  Auf- 
lösung durch  die  in  §.  62,  6,  5.  Zus.  enthaltenen  Formeln  wesent- 

1 
lieh  abgekürzt.     Denselben  zufolge  ist  für  X'\ =  1/ 


X  +-2-=y  -2 

X 


X 


y'^^y'  +  ^ 


^'+-V  =  /-5y'-i-5y 


X 


6    L       1 
X 
1 


X 


6;/' +  9/ 


x'+~  =  y'-\1y''  +  Uy^-ly 


X 


/4--V  =  /-8!/''  +  20«/*-16j/'  +  2. 


Mit  diesen  Formeln  geht  die  Gleichung  Q  der  vorstehenden 
Aufgabe,  die  man  sich  in  der  Form 

denkt,  unmittelbar  über  in: 

?/^  — 3?/- 7  (/ -2) -26?/— 14  =  0,  oder 
y-ly—^^y  =  ^. 

3.  Aufgabe.     I.    x  -\-x  y-\-xy  -\-x'y-\ry  =ol\ 

n4        3      I     2  2  -^   I      4      j, 

.    X  — X  y  +  x  y  — xy  -}-y  =0. 

y  =  ux  gesetzt,  gehen  diese  Gleichungen  über  in: 

x^ -{-ux'  +  u  x^ -hu' x' -\-u'  x'  =  a  .  .  .  .  (A) 


4  4,24 

X  — ux  -f-w  X 


3      4,44  7 

7t    X    -\-tl    X   =0. 
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Beide  Gleichungen  durch  einander  dividiert: 

1  H-w  +  w^+w^  +  w*         a      Oll-, 
^^^X_^  ^   =       ;  fblghch: 

\-\-u-\-  u'  -\-u  -\-  u  ==  -;-  (l  —u-\-  u  —  u  +  u) ,  oder 


Durch  {- \\u    dividiert : 


H-l  — »■ 


2       a-\-h       ,    .        a-\-h     1  1 

^'—- — T^  +  i— -:r— T-  — +  -T 


a  —  h  a  —  b     u 


u 


u  -{-—. —r-  [u-\ 4-1=0. 

u         a—  b   \         u / 

Mit  u-{ =  z  .  .  .  .  (B)  entsteht: 

u 

a — b 

Ist  hier  z  gefunden,  so  ergiebt  sich  u  aus  B,  alsdann  x 
aus  A. 

4.  Aufgabe. 

I.    {x'  +  xy-^y')ix  +  yf  =  a{5x'  +  lxy  +  Sy'); 

II.   x^  +  y^  =  b{6x^-^7xy  +  Sy^). 

Dividiert  man  I  durch  II  und  setzt  dann?/  =  a;w,  so  wird  die 
Auflösung  der  vorigen  ähnlich. 

3.  Eine  reciproke  Gleichung  von  ungeradem  Grade 
dividiert  man  stets  durch  x-^i,  wodurch  man  eine  reci- 
proke Gleichung  vom  nächstniedern,  also  geraden  Grade 
erhält. 

Beweis,    x" +  ax''-' +  bx''-' +  . , . -{-bx' -}-ax-\-i  ^0 
läfst  sich  auch: 

x""  +  1  +  aix""'  -\-x)  -hb  {x""' -\-x')  +  .  . .  =^0,  oder 

schreiben.     Da  nun  n  ungerade  ist,  mithin  auch  n  —  2,  n  —  4, .  . . 
ungerade  Zahlen  sind,  so  sind  (nach  §.  66,  8,  II)  die  Ausdrücke 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    III.  Teil.  21 
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durch  x-^1  teilbar  und  folglich  ist  es  auch  die  gegebene  Gleichung. 
Dafs  ferner  die  als  Quotient  entstehende  Gleichung  eine  reciproke 
wird,  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichheit  der  in  den  einzelnen 
Quotienten  gleichweit  abstehenden  Coefficienten.  Der  Divisor  x  -f-  1 
giebt  zugleich  a;-|-l  =  0,  also  eine  Auflösung  der  Gleichung: 
x  =  —  l. 

Aus  dem  2.  und  3.  Satze  folgt  nun,  dafs  hinsichtlich  der  Hilfs- 
unbekannten y  die  reciproke  Gleichung  vom  3.  Grade  auf  eine 
Gleichung  vom  1.  Grade,  die  vom  4.  und  5.  Grade  auf  den  2.  Grad, 
die  vom  6.  und  7.  Grade  auf  den  3.  Grad  reduciert  wird. 

5 

1.  Aufgabe.     Wie  grofs  sind  die  5  Werte  von  ]/— 1? 

5 

Auflösung.     Es  sei  Y — l=x,    folglich 
x^  =  —l   oder  a;^  +  l=0. 

Da  diese  Gleichung 

x^-\-0'x''-{-0'X^  +  0'X^-^()'X'^l  =  0 
geschrieben  werden  kann,  so  ist  sie  eine  reciproke. 

Durch  x-j-\  dividiert,  erhält  man  x^  =  —  1  und 

x^  — x^  -j-x^  —  o;  -f- 1  =  0 ;   durch  x    dividiert : 
x^  —  x-\-\ 1 5-  =  0,  oder 

^  +  —='y  giebt:  ?/'  — 2  — ?/  + 1  =0,  folglich: 


14-1/5"      ,  , 
«/=— = ;    daher; 


l):c  +  ±  =  ±tll 


woraus  x^  und  x^ 


1+1/5  j  I  /s-y^ 


^  X  2 


woraus  x^  und  x^  = j ibl/   ^ ^- 
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2.  Aufgabe. 

I.    {x'-y'){x'  +  i)  =  a;    II.    {x' +  y''){x' -y')  =  b. 
Auflösung.     Die  Gleichungen  ausmultipliciert : 

5,32  23  5 

X  -\-x  y  —X  y  —y  =a, 

5  3    2    I       2    3  5         7 

X  —X  y  +x  y  —y  =h. 
y  =  xz  gesetzt: 

5,52  53  5 

X  -f-x  z  — X  z  — z  =a 

5            5    2,53  5  , 

X   X  Z    -f-X  Z    Z    =6>, 


woraus  — ^ 3 ^  =~r9  oder 


1 +/_/_/_    a 
2,(1 +/_/_-/)  =  «(!  _^2  +  /-_^5),  oder 


mit  —7-  =  c:        z  —  cz  -^  cz  —  1=0,  folglich : 

/— 1  — c/Cz— 1)  =  0;  durch  z—\  div.: 
z'-\-z^  +  ii-c)z^-\-z+\=0. 
Aus  dieser  reciproken  Gleichung  findet  sich  z  u.  s.  w. 

4.  Eine  Gleichung  von  ungeradem  Grade,  bei  welcher 
die  vom  mittelsten  Gliede  gleichweit  abstehenden  Glieder 
entgegengesetzt  sind,  also  die  Gleichung  von  der  Form: 

a:"-f-aa;"-'  +  ^^a;"''  +  ca;"~'+...  —cx^—bx^  —  ax-l=^0 

(mit  ungeradem  n),  läfst  sich  stets  durch  x — 1  dividieren 
und  hierdurch  auf  eine  reciproke  Gleichung  von  nächst- 
niederem und  zwar  geradem  Grade  einfachster  Form  (siehe 
2.  Satz)  reducieren. 

Beweis,  x""  —  i  +  ax{x''~^' —  \) +  bx^  {x"'^—\) -h -"^O 
ist  stets  durch  x  —  1  teilbar. 

I.Aufgabe,     x^ —l^x^  +  Ax^  -  Ax^ +\^x—l  =  0. 

Die  Division  durch  x — 1  giebt  o;— 1  =  0  (also  x=\)  und 

x'-^nx''  —  Sx^—  12a:  +  1  =0  (s.  den  2.  Satz). 
2.  Aufgabe.     I.   x^  =  mx-{-ny;     II.   y^  =  nx-{-my. 
Auflösung.     y==xz  gesetzt,  giebt: 

I*.   x^=  m-\-nz   und    II*.   x^  2*  =  ri  +  mz. 
I*  in  n*  substituiert :     mz^  +  wz^  ==  w  +  mz ;  durch  7i  div. : 

n  71 

21* 
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welche  Gleichung  sich  nach  unserem  Satze  durch  z  —  1  dividieren 
und  auf  eine  reciproke  Gleichung  des  2.  Satzes  bringen  läfst. 

5,  Eine  Gleichung  vom  geraden  Grade,  bei  welcher 
die  vom  mittelsten  Gliede  (mit  dem  Coeff.  0)  gleichweit 
abstehenden  Glieder  entgegengesetzt  sind,  also  die  Glei- 
chung von  der  Form: 

a;'"  +  öa;'"-'  +  ^^'"~'+...4-0.a;"-...-&a;'~aa;  — 1  =  0, 

läfst  sich  stets  durch  x  — 1  dividieren  und  hierdurch  auf 
eine  reciproke  Gleichung  der  einfachsten  Form  (s.  2. Satz) 
vom  2w  — 2*^"  Grade  bringen,  denn  in 

ist  X  "  —  1 ,  X  "  ""  —  1 ,  . .  .  stets  durch  x^  —  1  teilbar ,  da 

2n,  In  — 2,  ... 

x^^  —  \  (a:')*— 1 

gerade   Zahlen    sind    und   sich    — ^ als  -7—5^ darstellen 

x^  —  \  {x^)—\ 

läfst. 

Anmerkung.  Das  mittelste  Glied  einer  solchen  Gleichung 
mufs  =0  sein,  da  nur  0  seinem  entgegengesetzten  Werte  — 0 
gleich  ist. 

6.  Gleichungen  vom  geraden  Grade,  bei  welchen  die 
um  1,  3,  5,  7  .  .  .  Grade  vom  mittelsten  Gliede  abstehenden 
Glieder  entgegengesetzt,  die  um  2,  4,  6...  Grade  vom 
mittelsten  Gliede  abstehenden  Glieder  aber  gleich  sind, 
löst  man  auf,  indem  man  die  Gleichung  durch  die  Potenz  von  x 
dividiert,    deren  Exponent   gleich  dem  halben  Exponent  der  Ord- 

\ 
nung   der  gegebenen  Gleichung  ist,    und  dann  x =  y   setzt, 

X 

wodurch  sie  auf  den  halben  Grad  gebracht  wird. 

Diese  Gleichungen  haben  also,  wenn  Ax"^  das  mittelste  Glied 
ist,  die  Form: 

die  durch   o;"  dividiert  in 


.+.(.-y  +  .p+J,) +.(.'- J,) 


+  ...=0 


übergeht.     Nach  §.  62,  6,  5.  und  6.  Zusatz  aber  ist  für 

—  —  = 
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X 
X 


5  1  5    ,     p.     3     ,     - 

X 

^' -  V  =  /  +  7t/'  4- 1 42/'  4-  ly. 

X 


Aufgabe. 

o;'  — lOa;'^— 14a:*  +  20a;^+14a:'— lOo;— 1  =  0. 

Vom  mittelsten  Gliede  (20 rr^)  ausgehend,  sind: 

— 14  und  +14  entgegengesetzt, 

—  10  und  —10  gleich, 

+  1  und  —  1  entgegengesetzt. 

Da  diese  Glieder  abwechselnd  entgegengesetzt  und  gleich  sind, 
so  ist  die  Gleichung  eine  der  hier  besprochenen  Form. 

Durch  a?  dividiert: 

o:^— 10;r'  — 14a;  +  20  +  — — -^  — ^  =  0,  oder 

^  X  X 

X =  y  gesetzt : 

/  +  32/-10(y'4-2)-14?/  +  20  =  0. 
/— 10/— ll«/  =  0. 

1)  ?/==0,   d.i.  o:  — —  =  0,  o;^— 1=0,  x-=±^\. 

2)  /— 10?/— 11  =  0,  folglich  y  =  5±6. 

11       A  '  1        11        •  u.  11  +  11,18034 

t/=ll,     a.i.x =11      giebt  a:  = —      ' ; 

X  ^ 

,     j  .            1             ,                      —1  +  2,236068 
?/==  — 1,  d.i.  o;- —  =  — 1      „      x  = =2 • 


7.  Um  zu  untersuchen,  ob  eine  Gleichung,  welche 
die  Form  der  hier  behandelten  reciproken  Gleichungen 
nicht   hat,    auf  eine   solche   gebracht   werden   kann,   setzt 

man  x  =  —  und  bestimmt  r  so,    dafs    das  letzte  Glied  der  Glei- 
chung =  dem  CoefF.  des  I.Gliedes  wird.     Setzt   man  alsdann  für  r 


'        6y*        32j/-'        6it/        iSy 


32  r' 

— 

0. 

y 
1 

(8, 

,R) 
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den   hier  gefundenen  Wert,   so   zeigt  es  sich  unmittelbar,   ob  eine 
der  oben  besprochenen  Formen  vorliegt. 

I.Aufgabe,     o;^  — 6a;^  + 32^^  -  64^^  +  48a;~32==0. 
x  =  ^ (R)  giebt: 

I. 
r  r  r  r 

mit   f"  muhipliciert : 

/  — 6r/  +  32r'?/^  — 64rV^  +  48r^!/ 

1  1 

32r^=l    giebt  ^^  =  'öör»  ^^^^  ^=  9"« 

Mithin  ist  in  der  gegebenen  Gleichung  x  =  ~~-  (s.  R)  ==  2  ?/ 

T. 

zu  setzen,  womit  man: 

32/  — 962/^+256«/^— 2562/^4-96?/ -32  =  0,  oder 
2/'-32/'  +  8t/'-8i/'  +  32/-l==0 
erhält,  also  eine  reciproke  Gleichung  des  4.  Satzes. 

2.  Aufgabe.  Die  Seite  eines  Quadrats  ist  12  cm  lang.  Die 
Grundlinie  des  Quadrats  sei  mit  AB^  die  auf  derselben  senkrecht 
stehenden  Seiten  seien  mit  AD  und  BC  bezeichnet.  Von  A  zieht 
man  durch  einen  Punkt  E  der  Seite  BC  nach  einem  Punkte  F  der 
über  C  hinaus  verlängerten  DC  eine  Gerade  so,  dafs  -£'i^=»14cm 
ist.     Wie  grofs  ist  BE'^ 

Auflösung.     Es  sei  BE=x,  folglich  ist  CE=\2  —  x, 

AE = yAE" + ^c' = yw^ 

und  wegen  i\ABE^'  l\CEF'. 

AE:BE=EF\CE,  d.i. 

y'l2'H-a:^a;  =  14:12  — a;; 
(12  — ic)  Vi 2^  +  0;^=  14a;;  quadriert: 
(12^-2.12:.  4- a:0(l2'+a:')  =  196a;^ 
12*  — 2-12^ a;+2. 12' o:'— 2.12a;' 4-^-*^'==  196a:'; 

o;'— 2.12a;^4-92a;'  — 2.12'a;4-12'  =  0  .  .  .  (S) 

.r  =  -^  .  .  .  .  (R)  gesetzt: 
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/        2.12y^         92/         242^y  4      . 

/-2.t2n/  +  92rV'— 2.12VV+12V'  =  0. 

12  r  =1   ffiebt   r  = — -r-.    oder  r=-r7r-. 
ö  12*  12 

Daher  ist  (s.  E.)  a;  =  — j— =12!/  zu   setzen,   womit  S  über- 

geht  in: 

/-~2t/'  +  ||/-2t/+l=0  (8.  den  2.  Satz!) 

Durch  /  dividiert:   ?/^  — 2«/  +  -^^^ 1 ^  =  0. 

6b        y         xf 

,1  •  u.      2      o  49 

y^—  =  z  giebt:  2  —22==—; 

2=1  +  1,5366. 
Folglich  ist    1)  ?/-{-  — =  2,5366;  ?/=  1,2683  + 0,7801 ; 

2/^  =  2,0484;    y^  =  0,4882. 

o;^  =  1 2  y^  =  1 2 . 2,0484  =  24,5808. 

0^2  =  12  ?/2  =  12 -0,4882  =  5,8584. 

Die  Richtigkeit  des  letztern  Wertes  ^jE'=  5,8584  erkennt  man 
sogleich  an  der  Figur.     Welche  Bedeutung  aber  hat  o;^  24,5808? 

Soll  in  der  Seite  BC  die  Strecke  5^=24,58  sein,  so  kann 
offenbar  E  nur  in  der  Verlängerung  von  BC  (oberhalb  C)  liegen. 
Die  Gerade  AE  schneidet  alsdann  DC  in  F  so,  dafs  die  zwischen 
BC  und  BC  liegende  Strecke  F^=14cm  ist. 

8.     Die  Gleichung 

x" -{- ax  ^-hx  -\- cx-^[^  =0 
läfst  sich  auf  eine  reciproke  Gleichung  zurückfuhren.     Denn 

2     4 
V         -Ix  4,  3,,22i  3  er 

x  =  ^-  giebt:  y  -{■  ary  -^-hr  y  +  er  y -\ 2^  =  ^- 

— 2~~  =  1  gesetzt,  giebt  /  =  —y >  oder  r=y  — . 
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Mit  x==—  =  — ^z— =  y — y  geht  die  gegebene  Gleichung 

^    c 

über  in  :     y^ -\ ]/ac  -y^ -\ y -\ ]/ac .  ?/  -f-  1  =  0  (siehe  den 

c  c  c 

2.  Satz!). 

9.     Die  Gleichung 


+  ax^  +  hx^  +  cx^ +a[^^  x-^[^^=^i) 


läfst  sich  gleichfalls  auf  eine  reciproke  Gleichung  reducieren.   Denn 

setzt  man  o;  ==  — ,  so  entsteht : 
r 

(|)%^=1   giebtr=l.      Mit.  =  |=-|-  =  -|-    geht 


nun  die  gegebene  Gleichung  über  in: 


c 


ab     4:  ,    b      3  .    b'^     2  .    db 


5,      1*1/        4,1/  3,t/  2    ,      UU  .      .  „ 

^  c  c  ^ 

10.  Die  Gleichung  x""  -\-  ax^  -\- (ab  -}-  1  —  b^)  x -\- b  =- 0    läfst 
sich   auf  eine   reciproke    Gleichung   bringen,    wenn   man    sie   mit 

X  -\--r  multipliciert.     Von   den  4  Auflösungen  ist  jedoch   die  in 

a:  +  -7-  =  0   enthaltene   ix= 7-]   ungiltig  (s.  §.  77,  3,  4.  Lehr- 
satz). 

Aufgabe,     x  +7a:^-|- 11^  +  5  =  0.     Diese    Gleichung    hat 
die  vorgeschriebene  Form,  denn  mit  a=7,  b  =  b  wird 

a&4-l  —  &^==7-5+ 1—5^=11. 

Die  Gleichung  daher  mit  x-{-—  multipliciert: 

o 

a;*+^x'+^x'+^x+l=0{s.d.%  Satz). 

0  0  0 

11.  Die  Gleichung  x^ -\-(b  —  \)x-{-'b  =  0  läfst  sich  dadurch 
auf  eine  reciproke  Gleichung  bringen,  dafs  man  sie  mit 
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2      a:    ,     1 

multipliciert.     Von  den  5  Auflösungen  sind  jedoch  die  in 


enthaltenen  ungiltig. 


f+i-» 


12.     Die  Gleichung  o;^  +  (l  —  b^)x-{-b  =  0  läfst  sich  auf  eine 
reciproke  Gleichung  bringen,  wenn  man  sie  mit 

X  -\ 7 —  X  -{-—  multipliciert. 


§.  88.    Vom  Maximum  und  Minimum. 
1.     Ist  y  eine  Funktion  von  x  (s.  §.  73,  26, 1),  z.  B. 
y^dVlOx  —  x^ 

so  wird  ij  verschiedene  Werte  annehmen,  wenn  für  x  verschiedene 
Werte  gesetzt  werden.     Für  vorstehende  Funktion  giebt: 

x=0:   ?/  =  3yi0.0  — 0'  =  0; 

t/  =  3VlO. 1  —  1^  =  9; 

7/  =  3  l/l0-2  — 2^  =  1 2 ; 

^  =  3]/l0.3— 3'=13,75; 

y  =  3  ]/l0-4— 4'=  14,70; 

w  =  3]/l0.5  — 5'  =  15; 


a:=l 
a;  =  2 
a;=3 
x  =  4 
x==b 
x  =  ß 
a:=10 


y  =  3yi0.  6  — 6^  =  14,70  bis 
?/==3yi0.10  — 10'  =  0. 


?/  wird  für  a;  =  5  am  gröfsten  und  zwar  =15,  für  jeden  an- 
dern Wert  von  x  jedoch  kleiner  als  15  oder  imaginär. 

Ist  ?/  =  a;^  +  (12 —  a;f  gegeben,  so  wird 


für  x  =  0 

„  x=l 

„  x  =  2 

„  x  =  5 

„  x  =  Q 

„  a;  =  7 


y  =  0  H-12'=144; 
«/=l'+ll'=122; 
?/  =  2'4-10^=104; 
2/  =  5^  +  7'   =74; 


y==6^4-6*^   =72; 
^  =  7^  +  5^ 


74  u.  s.  w. 
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Für  x  =  &  wird  y  am  kleinsten  =72,  für  jeden  andern  Wert 
gröfser  als  72. 

Den  gröfsten  Wert,  welchen  eine  Funktion  erreichen  kann, 
nennt  man  ein  Maxim  um,  den  kleinsten  Wert  ein  Minimum. 
So  ist  im  I.Beispiel  das  Maximum  von  y:  15  (für  x==b),  im 
2.  Beispiel  das  Minimum  von  y:  72  (für  a:  =  6). 

2.  Ein  Maximum  tritt  also  ein,  wenn  für  ein  gröfser  oder 
kleiner  genommenes  x  der  Wert  der  Funktion  kleiner  wird.  Im 
I.Beispiel  ist  für  x=l  ein  Maximum  von  y  vorhanden,  weil  y 
kleiner  wird,  wenn  man  für  x  mehr  oder  weniger  als  5  nimmt. 
Ein  Minimum  tritt  ein,  wenn  für  ein  gröfser  oder  kleiner  ge- 
nommenes X  der  Wert  der  Funktion  gröfser  wird.  Im  2.  Beispiele 
ist  für  x  =  Q  ein  Minimum  von  y  vorhanden,  weil  y  gröfser  wird, 
wenn  man  für  x  mehr  oder  weniger  als  6  nimmt. 

Eine  Funktion  kann  mehrere  Maxima  oder  Minima  haben. 
Nimmt  z.  B.  die  Wärme  im  August  vom  1.  bis  6.  bis  auf  25"  zu, 
vom  6.  bis  17.  wieder  ab  und  zwar  bis  auf  16",  hierauf  vom  17. 
bis  26.  wieder  zu  bis  auf  23",  alsdann  bis  Ende  des  Monats  wieder 
ab,  so  sind  2  Maxima  der  Wärme  vorhanden,  eins  von  25"  und 
eins  von  23",  ferner  ein  Minimum  von  16". 

3.  Hat  ein  Ausdruck  die  Form  ax^-\-bX']-c  und  ist  der 
Coefficient  von  x  (also  a)  positiv,  so  läfst  sich  für  denselben  stets 
ein  Minimum  in  folgender  Weise  bestimmen. 

Man  setze  jenen  Ausdruck  ==«/,  folghch  ist: 

Ähnlich  wie  bei  der  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung 

kann  man  alsdann  x^  -\ (wo  —  auch  negativ  sein  kann)  durch 

Hinzufügen  und  wieder  Hinwegnehmen  der  quadratischen  Ergän- 
zung in  eine  Differenz  verwandeln,  bei  welcher  der  Minuend  das 
Quadrat  eines  Binoms,  der  Subtrahend  die  quadratische  Ergänzung 
ist.     Denn  es  ist: 

Somit  wird  aus  Y: 


x' 
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Dieser 

Ausdruck  wird  nun 

für 

offenbar 

ein 

.+  ^^=0,  d.i.  für.-       ^\ 
Minimum,  denn  es  wird  alsdann  (s.  Z): 

V  =  0- 

{,+'■■■ 

■  (W) 

während    für   jeden    andern    positiven    oder   negativen   Wert   von 
x-{--^ —  das  Quadrat   [x'\-- — )    [nach  §.  57, 12]  positiv,  folglich 

Z  Ö5  \  L  OL  / 

auch  a  \x'\--^ — 1   positiv  und  daher  (s.  Z): 

y  =  positive  Zahl  —  — h  c, 

also  gröfser  als  W  wird. 

Setzt  man  mithin  die  Basis  jenes  Quadrats  =0,  so  erhält 
man  stets   das  x,   für  welches  die  Funktion  ein  Minimum  wird. 

72 

Das  Minimum  selbst  ist  alsdann  (s.  W)  = h  c. 

\a 

1.  Aufgabe.  Zwei  Körper  bewegen  sich  in  derselben  Ebene 
mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  in  den  geradlinigen  Bahnen 
AF  und  BG^  die  sich  in  C  rechtwinkelig  schneiden.  (Die  zuge- 
hörige Figur  zeichne  man  in  folgender  Weise:  In  der  horizontalen 
Geraden  FA  liege  (7  2  cm,  B  2}  cm,  A  6  cm  rechts  von  F,  in  der 
Senkrechten  BG  sei  ^  4  cm  oberhalb,  E  1cm,  G  2  cm  unter- 
halb (7,  die  Punkte  B  und  E  durch  eine  Gerade  verbunden.)  Der 
eine  Körper  befindet  sich  jetzt  in  ^,  30  m  von  C  entfernt  und  be- 
wegt sich  in  der  Richtung  nach  C  mit  der  Geschwindigkeit  von 
7  m  (in  der  Sekunde).  Der  andere  befindet  sich  jetzt  in  B^  20  m 
von  C  entfernt  und  bewege  sich  gleichfalls  nach  C  hin  mit  der 
Geschwindigkeit  von  9  m.  Nach  wie  viel  Sekunden  ist  ihre  Ent- 
fernung am  kleinsten? 

Auflösung.  Nach  x  Sekunden!  Alsdann  mag  sich  der 
1.  Körper  in  i>,  der  2.  in  E  befinden.  In  Bezug  auf  die  Entfernung 
DE==y  ist  dem  pythagoräischen  Lehrsatze  zufolge: 

DE^=CD^+CE^  .  .  .  .  (W) 

Der  I.Körper  legt  in  x  Sekunden  Ixm  zurück,   folglich  ist 
AD  =  lx,  CI)==AC  —  AD  =  ^0  —  7x. 
Der  2.  Körper  legt  in  x  Sekunden  9xm  zurück,  folglich  ist 
BE=9x,  CE=BE—BC=9x  — 20. 
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Damit  geht  W  über  in 

j/2  =  (30  —  7  a:f  +  (9a:  —  20  f. 

Wäre  der  1.  Körper  zur  Zeit  der  kleinsten  Entfernung  nicht 
rechts,  sondern  links  von  C,  so  würde  die  vorstehende  Gleichung 
dieselbe  bleiben,  denn  CD^  wäre  alsdann  «=(7a:  —  30)^,  also  auch 
=  (30  — 7  a:)'. 

Die  Entwicklung  giebt: 

y^  =  900  —  ^20x  +  49x^  +  S\ x^  —  360a;  -f-  400 ; 

/=  130a:'  — 780a: +  1300. 

Der  Coefficient  von  x^  ist  positiv,  folgUch  ist  hier  ein  Mini- 
mum bestimmbar. 

?/'=130(a:^  — 6a:)+1300; 

y2=130[(a:— 3)'— 3'J  +  1300; 

/=130(a:  — 3f +130  .  .  .  .  (A) 

Die  Basis  des  Quadrats,  d.i.  x  —  3  =  0  gesetzt,  giebt  a:  =  3. 

Nach  3  Sekunden  ist  also  y^,  d.  i.  das  Quadrat  der  Entfer- 
nung und  mithin  die  Entfernung  selbst  ein  Minimum.  Die  Ent- 
fernung ergiebt  sich  aus  A: 

?/'  =  0  +  130,   ?/  =  yT3Ö=  11,402  m. 

2.  Aufgabe.  Die  Zahl  12  so  in  2  Teile  zu  zerlegen,  dafs  die 
Summe  ihrer  Kuben  ein  Minimum  wird. 

Auflösung.  Der  eine  Teil  =x,  der  andere  =  12  —  x.  Die 
Summe  der  Kuben  =y. 

y  =  a:'  +  (12-a:f; 

?/ =  a:^ +  1728— 432a:  +  36a:'  — o:^; 

«/=36a:^  — 432a:  +  1728. 

Da  der  Coefficient  von  x^  positiv  ist,  so  ist  ein  Minimum  be- 
stimmbar. 

t/ =.  36  [(a:  —  6)' -  6']  +  1728  ; 

?/  =  36(a:  — 6f +  432. 
y  ist  also  ein  Minimum  für  x  —  6  =  0,  d.i.  für  a:  =  6. 
y  hat  alsdann  den  Wert  36- 0^  +  432  =  432. 

Probe. 

a:  =  5,9    giebt  .v  =  5y +  (12  — 5,9)'=  432,36. 
,r=6,l  '     „      y  =  6,l'  +  (12  — 6,1)^  =  432,36. 
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3.  Aufgabe.  Die  Umfange  zweier  Rechtecke  A  und  ß  be- 
tragen zusammen  100  m.  Länge  und  Breite  verhalten  sich  bei  ^ 
wie  3:2,  bei  -5  wie  7:3.  Wie  grofs  sind  die  Rechtecke,  wenn  die 
Summe  ihrer  Flächen  ein  Minimum  ist? 

Auflösung.     Die  Länge  von  A  sei  3a:,  die  Breite  1x\ 

w  >j  r,      ^     n      ^i/i      n  w         ^y- 

Folglich  ist  2(3a;  +  2a;)  +  2(7y-f-3y)  =  100,  oder 

x=10  —  2y. 
Von  beiden  Rechtecken  betragen 

die  Flächen  zusammen  =dx-2x-\-ly''dy; 

=  QilO-2yf  +  21y'; 
=  45/  — 240?/ +  600; 

(ein  Min.  bestimmbar!) 


=  45  (: 


16i/\ 


3    / 


+  600 


^^[(^-y)-(f)1+«ö«- 


Die  Summe  der  Flächen  ist  mithin  für  y ^  =  0,   d.  i.  für 

?/==2-§-  ein  Minimum. 

8  8 

Das  Rechteck  ß  ist  demnach  7«  — =  18f  m  lang,  3«— =8m 

breit. 

8         14 
Da  x=\0  —  2y=10  —  2-  —  =  -^,   so  ist  das  Rechtecke 

o  o 

3--^=  14m  lang,  2.^  =  9im  breit. 

4.  Hat  der  gegebene  Ausdruck  die  Form  -— ax^ -{- bx -i- c, 
wobei  der  Coefficient  von  x  die  negative  Zahl  — a  ist,  so  läfst 
sich  für  denselben  stets  ein  Maximum  bestimmen. 

Die  Ableitung  ist  die  des  vorhergehenden  Satzes.  Man  setze 
den  gegebenen  Ausdruck  =y,  folglich  ist: 


f     2  bx\     . 


(wo  —  —  auch  positiv  sein  kann) 


a) 
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Dieser   Ausdruck    wird   für   x  —  -r: —  =  0,   d.i.  für  x  =  - — 
offenbar  ein  Maximum,  denn  es  wird  alsdann  (s.  Z): 

y=0  +  ^  +  c....(W) 
während    für   jeden    andern    positiven   oder   negativen   Wert   von 
X  —  -X —  das  Quadrat  [x  —  — — j    positiv,  folglich 

negativ  und  daher  (s.  Z)  2 

y  =  negative  Zahl  +  -z h  c, 

also  kleiner  als  W  wird. 

Setzt  man  daher  die  Basis  jenes  Quadrats  =0,  so  erhält  man 
stets  das  x,  für  welches  die  Funktion  ein  Maximum  wird. 

Das  Maximum  selbst  ist  alsdann  (s.  W)   -; h  c. 

4ö 

1.  Aufgabe.     Die  Zahl  a  so  in  2  Teile  zu  zerlegen,  dafs  das 
Produkt  derselben  ein  Maximum  wird. 

Auflösung.     Der  eine   Teil  sei  o;,   der   andere   a  —  x,   das 
Produkt  y.    Folglich  ist: 

y  =  x{a  —  x) 

y  =  —  x^-\-ax. 

Der  Coefficient  von  x^  ist  negativ,  folglich  ein  Maximum  be- 
stimmbar. 

y  =  —  (x^  —  ax) 

2       „2 


'=-[{'- i) -4-] 


Furo;  — —  =  0,    d.i.   für  x  =  -^  tritt    also   ein   Maximum 


(-4) 


2 

em. 


2.  Aufgabe.  100  so  in  3  Teile  zu  zerlegen,  dafs  der  eine 
Teil  um  8  kleiner  als  der  andere  und  die  Summe  der  Produkte 
von  je  2  Zahlen  ein  Maximum  ist. 
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Auflösung.     Der  eine  Teil  =a;,  der  andere  x  —  8,  der  dritte 
100  — o;  — (o;— 8)  =  108  — 2a;,  die  Summe  der  3  Produkte  =y. 

Folglich : 

2/  =  a;(a;— 8) +a;(108  —  2x)  +  (a;  — 8)  (108  —  2a;); 

!/  =  — 3a;'  +  224a:  — 864  ....  (A). 

(ein  Maximum  bestimmbar!) 

_/   2       224a;\       _. 
y  =  —^\^x ^j  —864; 

,=_e[(._iil)'- (-)•]_„, 

y  =  _3(x-^)  +33171 (W) 

112 
Für  X ^  =  0,  d.i.  für  a;  =  37-J  ist  die  Summe  der  Pro- 
dukte ein  Maximum. 

Probe.    a:  =  37i  giebt  (s.W)  3317|. 

a;  =  37  giebt  (s.  A)  ?/=— 3 -37' 4-224- 37  — 864  =  3317 

x==dli    „         „     y=-3.(37i)'  +  224.37^— 864  =  3317f 

Für  gröfsere  oder  kleinere  Werte  als  37^  wird  also  die  Summe 
der  Produkte  geringer. 

3.  Aufgabe.  Wie  grofs  sind  die  Scheitelseiten  eines  Dreiecks, 
von  welchem  die  Grundlinie  =a,  die  Summe  der  Scheitelseiten 
=  b  und  der  Flächeninhalt  ein  möglichst  grofser  ist? 

Auflösung.    Die  eine  Scheitelseite  =a;,  die  andere  =b  —  x. 

Die  halbe  Summe  der  3  Seiten  = — - — .   Folglich  ist  der  Inhalt: 

t2  2     r  1,2  2 

y  = 1 — ^  +^^ ^r- 


Wegen  des  negativen  Coefficienten  von  x    ist   ein  Maximum 
bestimmbar. 

1.2  2    r  /  1.    \  2  T.2  ,2  ,2 


2 

y  ■■ 
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Das  Quadrat  des  Inhalts  und  folglich  der  Inhalt  selbst  Ist 
am  gröfsten,  wenn  x  —  —  =  0,  d.  i.  x=-^,  das  Dreieck  also  ein 
gleichschenkeliges  ist. 

4.  Aufgabe.  In  einem  Dreiecke  ABC,  dessen  Grundlinie 
AB  =  a  und  Höhe  CH=h,  befinden  sich  zwischen  den  Scheitel- 
seiten 2  zur  Grundlinie  parallele  Gerade  DE  und  FG  {B  und  weiter 
oben  F  in  der  Scheitelseite  AC).  Von  B  und  E  sind  BJ  und  EJ{ 
senkrecht  auf  die  Grundlinie,  von  iF' und  G:  FL  und  GM  senkrecht 
auf  BE  gezogen,  wodurch  die  beiden  Rechtecke  BE  und  EM  ent- 
stehen.    BJ  ist  b  mal  so  grofs  als  FL. 

Wie  grofs  mufs  FL  sein,  wenn  die  Summe  der  Flächen  beider 
Rechtecke  ein  Maximum  sein  soll? 

Auflösung.     Cff  schneide  FG  in  JV,  BE  in  P. 
FL  =  JVP=x  gesetzt,  giebt: 

PH=hx,  CN=^h  —  x—bx  =  h-(l-]-b)x. 

Damit  wird  aus: 

CN:FG==CH:AB 

h  —  il-{-b)x  :  FG  =  h  :  a,  folglich: 

ah  —  a{l  -\-b)x 
FG^ 1  • 

Nun  ist  Rechteck  i^i^=iV/>.i^6^  =  a;.-^^— ^|^J-^ 

h 

a{\+b)x^ 

==ax ^^ — 7 . 

n 

Ferner :  CP:BE=CH:  AB,  d.  i. 

h—  bx  :  BE=   h  :    a, 
ah  —  abx 


BE- 

h 

Daher  Rechteck  BE=PH-BE=bx' 

ab^  X 

=  abx ; — . 

h 

Folglich  ist  die  Summe  der  Flächen: 


ah  —  abx 
h 


2      2 


a{\-\-b)x     ,     ^  aVx 

=  ax ^^ — ^_i—  -]-abx r — 

n  n 

(ein  Maximum  bestimmbar) 


ad+b+b')  n 


§.  88.     Vom  Maximum  und  Minimum.  337 


2(l  +  d4-Ol       [^il-i-b  +  b') 


Mithin  ist  für  X -ML±^)       =0,  d.  i. 

2{i-{-b  +  b') 

für  a:  = 


2  (!+&  +  &') 
die  Summe  der  Flächen  der  Rechtecke  ein  Maximum. 

5.     Aus   dem  3.  Satze  folgt,   dafs  die  nach  absteigenden  Po- 
tenzen  von  x  geordnete  Funktion  ax  -\-bx-\-  c,  d.  i, 

ax^  +  bx^-^cx'  .  .  .  .  (A) 

ein   Minimum   ist,   wenn  x-^~^ — =0,    also   2ax-jrb  =  0,    oder 

Ji  et 

(nach  absteigenden  Potenzen  von  x  geordnet): 

2ax^  +  l'bx'^-h0'cx~^  =  0  .  .  .     (A') 
Aus  dem  4.  Satze  folgt,  dafs  die  Funktion  — ax  +öa:  +  c, 
oder  — {ax^  —  bx^  —  cx^)  ....  (B) 

ein  Maximum  ist,  wenn  o:  —  -r^ —  =  0,  also  2ax  —  &  =  0,  oder 

2a 

2ax^ ^  1  -bx""  —  0- cx~^  =  0  ....  (B') 

Vergleicht  man  ax^  +  bx^  +  cx^  (s.  A  und  B)  .  .  .  .  (F) 

mit  2ax^±\'bx'^+0'  cx~^=  0  (s.  A'  u.  B')  .  .  (M) 

so  ergiebt  sich,  dafs  jedes  Glied  in  M  aus  dem  darüberstehenden 
GHede  von  F  dadurch  entsteht,  dafs  man  das  betreffende  Glied 
in  F  mit  dem  Exponent  der  zugehörigen  Potenz  von  x  multipli- 
ciert,  zugleich  aber  den  Exponent  von  x  um  eine  Einheit  verrin- 
gert. Das  neue  Trinom  (s.  M)  ist  alsdann  =  0  zu  setzen,  um  aus 
dieser  Gleichung  das  x  zu  bestimmen,  für  welches  die  gegebene 
Funktion  ein  Minimum  oder  Maximum  wird. 

Hieraus  läfst  sich  die  folgende  allgemeine  Regel  ableiten: 

Um  für  die  Funktion : 

y  =  ax"^  +  bx"'  +  cx^  -}-... 
ein  Maximum  oder  Minimum  zu  bestimmen,  ist  jedes  Glied  mit 
dem  zugehörigen  Exponent  von  x  zu  multiplicieren,  gleichzeitig 
der  Exponent  von  x  um  1  Einheit  zu  verringern  und  der  =0 
gesetzte  Ausdruck  nach  x  aufzulösen.  In  Bezug  auf  vorstehende 
Form  sind  mithin  die  Wurzeln  der  Gleichung 

max""''^  -\-nbx''~'  -i-pcx^'^  -i-  .  .  .=0 

Schurig,    Lehrbuch  der  Arithmetik.     HI.  Teil.  22 
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ZU   suchen.     Die   gefundenen  Wurzeln  in  die  gegebene  Funktion 
eingesetzt,  geben  für  dieselbe  ein  Minimum  oder  Slaximum. 

Um  zu  bestimmen,  ob  eine  solche  Wurzel  ein  Maximum  oder 
Minimum  giebt,  berechne  man  mit  demselben  die  Funktion.  Wenn 
nun  ein  gröfserer  oder  kleinerer  Wert  von  x  (der  bequemern  Rech- 
nung wegen  x  =  0  oder  x=\)  einen  kleinern  Wert  der  Funk- 
tion giebt,  so  ist  es  ein  Maximum  (siehe  Satz  2  und  die  Probe 
in  der  2.  Aufg.  des  4.  Satzes).  Giebt  aber  ein  gröfserer  oder  klei- 
nerer Wert  von  x  einen  gröfseren  Wert  der  Funktion,  so  ist  es 
ein  Minimum  (siehe  Satz  2  und  die  Probe  in  der  2.  Aufg.  des 
3.  Satzes). 

I.Aufgabe.  In  einen  Kegel,  dessen  Höhe  =h  und  Radius 
der  Grundfläche  =r  ist,  soll  ein  Cy linder  so  eingeschrieben  wer- 
den, dafs  der  Umfang  der  obern  Grundfläche  im  Mantel  des  Ke- 
gels, und  die  untere  Grundfläche  in  der  Ebene  der  Grundfläche 
des  Kegels  liegt  (die  Mittelpunkte  der  Grundflächen  des  Cylinders 
also  in  die  Axe  des  Kegels  fallen),  der  Cylinder  aber  der  gröfste 
von  allen  Cylindern  sein  soll,  die  in  dieser  Weise  eingeschrieben 
werden  können.    Wie  grofs  ist  die  Höhe  dieses  gröfsten  Cylinders? 

Auflösung.  Die  Höhe  des  Cylinders  sei  x,  der  Radius  der 
Grundfläche  desselben  r.  Da  sich  die  Höhe  des  Kegels  zur  Höhe 
des  oberhalb  des  Cylinders  gelegenen  Teiles  des  Kegels  wie  der 
Durchmesser  der  Grundfläche  des  Kegels  zum  Durchmesser  der 
(obern)  Grundfläche  des  Cylinders  verhält,  so  ist: 

h\h^x  =  1r:  2/,  folglich: 
r  {h  —  x) 


Der  Inhalt  («/)  des  Cylinders  ist  ==  Grundfläche  X  Hohe,  d.  i. 

rr{h  —  x)V         , 
y  =  7t'  \ X,  oder 

_    2      3  rt  —    2      2 

!/  =  — -^ \-7ir  X    .  .  .  .  (W) 


Nach  obiger  Regel  ist  nun  folgende  Gleichung  zur  Bestimmung 
des  Maximum  oder  Minimum  abzuleiten: 

2       3  —  1  n        2       2  —  1 

^     7ir  X                   2nr  X  ,   ,        21-1       n     i  • 

3 s 2 r ^-l-nrx        =0,  d.  1. 


h' 


o        2      2  >•  _    2 

önr  X  Anr  x     ,       2      ^ 


h' 


4hx    , 

1    '^'- 

3      ' 

'     3 

/4h' 

h' 

/     9 

8 
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Diese  Gleichung  ist  nach  x  aufzulösen: 
x' 

^~   3    —\/     9  3  ""   3    ils- 

Mithin  1)  x  =  h.  In  diesem  Falle  (Höhe  des  Cylinders  = 
Höhe  des  Kegels)  ist  ein  Minimum  vorhanden,  denn  je  höher  der 
eingeschriebene  Cylinder  genommen  wird,  desto  kleiner  wird  der 
Radius  der  (obern,  also  auch  der  untern)  Grundfläche  des  Cylin- 
ders. Dieser  Radius  aber  wird  =0  und  folglich  der  Inhalt  des 
Cylinders  =0,  wenn  der  Cylinder  die  Höhe  des  Kegels  er- 
reicht. 

2)   X  =  — —  =  — .     Ist  die  Höhe  des  Cylinders  =  dem 

o  o  O 

3.  Teile   der  Höhe    des  Kegels,    so   ist  der  Cylinder   der  gröfste. 
Denn  der  Inhalt  des  Cylinders  wird  mit  dieser  Höhe  (s.  W) 

4  7tr  h 


27 

Nimmt  man  für  die  Höhe  den  gröfsern  Wert  h,  so  wird  der  In- 
halt des  Cylinders  =0,  also  kleiner,  folglich  ist  für  —  einMaxi- 

o 

mum  vorhanden. 

2.  Aufgabe.     Die  Zahl  a  in  2  Faktoren  so  zu  zerlegen,  dafs 
ihre  Summe  ein  Maximum  ist. 


Auflösung.     Der   eine   Faktor   sei  x,   folglich   ist   der   an- 


dere — 

X 


Setzt  man  die  Summe  der  Faktoren  =?/,  so  ist 

y  =  x-] ,  d.  1. 

^  x' 

1  ,        —1 
y  =  x  -f-ax     . 

Nach  obiger  Regel  ist  nun 

l-a:^~^-f-( — \)ax~^~^  =  0  zu  setzen,  d.i. 

1-4=0 

X 


X 


=n. 


Jeder   der   beiden  Faktoren   mufs  also  =  der  Quadratwurzel 

22* 


aus  der  gegebenen  Zahl  sein. 
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3.  Aufgabe.  12  in  3  Teile  so  zu  zerlegen,  dafs  der  eine 
Teil  um  2  gröfser  als  der  andere  und  die  Summe  der  Kuben  der 
3  Teile  ein  Maximum  oder  Minimum  sei. 

Auflösung.  Der  eine  Teil  =x,  der  andere  =x-\-2,  der 
dritte  =12  —  x  —  ix-^2)==10  —  2x.  Die  Summe  der  Kuben  der 
Teile  =y  gesetzt: 

y  =  a:'^ix-^2f +  {10 -2xf 
?/  =  _6a:^  +  126a;'  — 588a:' +1008/  .  .  .  .  (W) 
Zur  Bestimmung  des  Maximum^oder  Minimum Jist  mithin: 
—  3  •  6a;^  +  2  . 1 26 o;'  —  1 .  588/  +  0  •  1008  •  a; ~ ^  =  0,  oder 
—  18/  + 252a: -588  =  0; 

a;==  7+^,04145.1 

Sollen  die  3  Teile  der  Zahl  12  positiv  sein,  so  ist  11,04145 
unbrauchbar,  weil  die  3.  Zahl  10  —  2  a:  negativ  sein  würde.  Folg- 
lich ist  nur  a:=  7— 4,04145  =  2,95855  möglich. 

Mit  dieser  Zahl  wird  die  Summe  der  Kuben  der  3  Teile 
(S.W): 

—  6-2,96^+ 126 -2,96  — 588 -2,96 +  1008  =  215,9. 

Um  zu  untersuchen,  ob  hier  ein  Maximum  oder  Minimum 
stattfindet,  ist  für  x  noch  ein  anderer  Wert,  am  einfachsten  0  zu 
nehmen.  Damit  wird  die  Summe  der  Kuben  (s.  W)=1008,  also 
gröfser  und  folglich  ist  für  a;  =  2,95855  ein  Minimum  vorhanden. 
Die  3  Zahlen  sind  mithin: 

2,95855;  2,95855  +  2  =  4,95855  und  10  —  2.2,95855  =  4,0829. 

4.  Aufgabe.  Die  Höhe  eines  gleichschenkeligen  Dreiecks  zu 
bestimmen,  für  welches  folgende  Bedingungen  gegeben  sind: 

Die  Scheitelseiten  sollen  durch  die  obern  Ecken  eines  Recht- 
ecks gehen,  dessen  Grundlinie  3  m  und  dessen  Höhe  4  m  beträgt. 
Die  Grundlinie  des  Dreiecks  soll  die  verlängerte  Grundlinie  des 
Rechtecks,  der  Inhalt  des  Dreiecks  aber  möglichst  klein  sein. 

Auflösung.  Hier  ist  offenbar  folgende  Proportion  zu  be- 
nutzen: die  Höhe  des  ganzen  Dreiecks  verhält  sich  zur  Grund- 
linie wie  die  Höhe  des  Dreiecks  oberhalb  des  Rechtecks  zur  Grund- 
linie desselben  (also  zur  Grundlinie  des  Rechtecks).  Wollte  man 
nun  die  Höhe  des  Dreiecks  =a:,  die  Grundlinie  =z  setzen,  so 
wäre:  3^ 

o: :  2  =  a:  —  4  :  3,  folglich  z  = ~. 


Um  den  unbequemen  Nenner  zu  vermeiden,  müfste  dann  noch 


4  =  w  gesetzt  werden. 
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Einfacher  ist  es  jedoch,  sogleich  die  Höhe  des  über  dem 
Rechteck  befindlichen  Dreiecks  =u  zu  setzen,  womit  die  Höhe 
des  ganzen  Dreiecks  =  w  -|-  4  wird.  Die  Grundlinie  des  Dreiecks 
sei  z.     Man  erhält: 

..  Q      A  3W+12       .,12 

w  +  4  :  z  =  w  :  3   oder  z  = ' ==  3  H . 

u  u 


1 
Der  Inhalt  y  des  Dreiecks  ist  =  -^  X  Grundlinie  X  Höhe , 


oder: 


»=i-('+")<-+«=^+"+T  ■•■•««) 


Zur  Bestimmung  des  Maximum  oder  Minimum  daher: 
l.-|-w'-'4-0-12w'-'  +  (— l)-24w-'-'  =  0,  d.i. 

4  — -^  =  0;    w'=16;  w  =  4. 
^        u 

Damit  wird  der  Inhalt  des  Dreiecks  (s.  W)  =  24.  Um  zu 
untersuchen,  ob  für  dieses  u  ein  Maximum  oder  Minimum  vor- 
liegt, setze  man  noch?^  =  3.  Der  Inhalt  wird  alsdann  =24^,  also 
gröfser. 

Folglich  ist  der  Inhalt  für  2<==4m  am  kleinsten,  d.i.  für 
eine  Hohe  des  Dreiecks  von  4  +  4  =  8  m  (=  der  doppelten  Höhe 
des  Rechtecks). 

5.  Aufgabe.  N  hat  ein  rechteckförmiges  Stück  Pappe  von 
32  cm  Länge  und  21cm  Breite.  Er  will  daraus  ein  parallelepiped- 
förmiges  Kästchen  (also  von  der  Form  der  gewöhnlichen  Kisten) 
fertigen  und  schneidet  zu  diesem  Zwecke  aus  jeder  Ecke  ein  gleich 
grofses  Quadrat,  um  dann  die  4  aus  der  innern  Fläche  hervor- 
ragenden rechteckförmigen  Flügel  in  die  Höhe  zu  klappen,  also 
als  Seitenflächen  des  Kästchens  zu  benutzen.  Wie  grofs  hat  er 
die  Seite  der  auszuschneidenden  Quadrate  zu  nehmen,  wenn  der 
Inhalt  des  Kästchens  ein  möglichst  grofser  werden  soll? 

Auflösung.  Die  Seite  des  Quadrats  =  x  =  Höhe  des  Käst- 
chens. Die  innere  als  Grundfläche  des  Kästchens  zu  benutzende 
Fläche  hat  alsdann  eine  Länge  =32  —  2x,  Breite  =21 — 2x. 

Daher  ist  der  Inhalt  (y)  des  Kästchens: 

y  =  (32  —  2x)  (21  —2x)x  =  4.x^  —  106  .r'  +  672.r. 
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Für  das  Maximum  oder  Minimum: 

3  •4a;'  —  2. 106a;' +  1-672 a;'  =  0,  oder 

12a:^-212a:  +  672  =  0;    ,^j3±^84602^ 

6 

x  = ^—^ —  =  13,53  cm  ist  unmöglich,  weil  dann  die  Breite 

21  —  2x  negativ  würde.     Folglich  kann  die  Höhe  nur 
53-28,16026^ 

D 

sein,  womit  die  Länge  der  Grundfläche  =32  —  2  •4,14  =  23,72, 
die  Breite  =21 —2.4,14  =  12,72  cm,  der  Inhalt 

=  23,72 .  12,72. 4,14  =  1249,11  ccm. 
Avird.     Da  eine  Höhe  von   4cm  als  Inhalt  24.13-4  =  1248,   eine 
Höhe  von  4icm  als  Inhalt  23^- 12^.4^=  1248,44  giebt,  in  beiden 
Fällen  also  einen  geringern  Wert,   so  giebt  eine  Höhe  von  4,14 
den  gröfsten  Inhalt. 

6.  Aufgabe.  Die  Summe  der  Radien  eines  geraden  Kegels 
und  eines  Cylinders  beträgt  20  cm.  Der  Radius  des  Kegels  ist 
um  6  cm  kleiner  als  die  zugehörige  Höhe,  der  Radius  des  Cylinders 
um  4  cm  kleiner  als  die  zugehörige  Höhe.  Wie  grofs  sind  die 
Dimensionen  beider  Körper,  wenn  die  Summe  ihrer  Volumina  ein 
Maximum  oder  Minimum  sein  soll? 

Auflösung.  Der  Radius  des  Kegels  ==x,  die  Höhe  desselben 
=  a;  +  6.  Der  Radius  des  Cylinders  =20  —  x,  die  Höhe  des- 
selben =  20  —  o:  -j-  4  =  24  —  o:.     Der  Inhalt  des  Kegels 

^jtxJ^^j-Q)_^  des  Cylinders  =  tt (20  —  o;)' (24  —  rr). 

o 

Die  Volumina  beider  zusammen: 

1/ ==  ^  r_  o;' -f  99  o:^  _- 2040  o;  +  1440o] . 

Da  y  ein  Maximum,   resp.   ein  Minimum   bleibt,   wenn  -^ — 

ein  Maximum  oder  Minimum  ist,  so  kann  man  die  mit  der  höch- 
sten Potenz  von  x  multiplicierte  absolute  Zahl  stets  mit  y  ver- 
einigen.    Folglich : 

4^  =  — 0:^  +  99 ./-  2040  .r'+  14400./  .  .  .  .  (W) 
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Das  X  des  Maximum  und  Minimum  findet  sich  nun  aus: 
—  3.T'-f-2-99.r'— 1.2040/  +  0.14400a:~'  =  0,  oder 

—  3a;' +  198a:  — 2040  =  0;  a:  =  33 +  20,22375. 

a;=33  4-20,2  ist  unmöglich,  weil  dann  der  Radius  des  Cy- 
linders  =20  —  53,2,  also  negativ  würde.  Folglich  ista:  =  33  — 
20,22375  =  12,77625  (nahe  12^)  allein  brauchbar. 

Um  zu  untersuchen,  ob  dieses  x  ein  Maximum  oder  Minimum 
giebt,  müfste  in  W  zuerst  a;=  12,776,  und  dann  ein  verändertes 
X  z.B.    12,776-1-1  =  13,776   gesetzt   werden.      Wird   im   letztern 

Falle  W  {  f[p-^p^  }  a^s  im  erstem  Falle,  so  ist  nach  dem  2.  Satze 

ein  {  -VT     •  }  vorhanden.     Wird  mithin  W  mit 

a;-f-l(=  12,776  +  1) 

{  ^  }  «'^  -^  -(=  12-^^6).  -  '-g*  ein  {  EZu™  }  -• 
Hieraus  entspringt  folgende  allgemeine  Regel: 

Man  setze  in  die  rechte  Seite  der  Gleichung  W 
anstatt  rc:  o;  + 1  und  vermindere  den  gefundenen 
Ausdruck  um  die  unveränderte  rechte  Seite  der- 
selben Gleichung.  Wird  der  Rest  mit  dem  für  das 
Maximum  oder  Minimum  berechneten  Werte  von  x 

f  positiv  1  '  L  £"•     ;\  lu  •      /  Minimum    ^ 

{  ^        ,'     \,   so  ist  lur  denselben  ein  i  ivr      •  \ 

y  negativ  i'  ^  Maximum  I 

vorhanden. 
Diese  Differenz  ist  nun  hier: 
[— (i»  +  if  +  99  (o;  +  1)' —  2040  (o;  +  1)  +  14400] 
—  [—x^  +  mx  —  2040a;  +  14400]  =  —  3a;^  +  1 95a;  —  1942. 
Dieselbe  erhält  mit  a;=  12,776  den  Wert: 

—  3.1 2,776'  +  195  •  12,776  —  1942  =  +  59,64, 

also  einen  positiven  Wert,   folglich  ist  für  dieses  x  ein  Mini- 
mum vorhanden. 

Ist  demnach  der  Radius  des  Kegels  =12^,  die  Höhe  des- 
selben ==12|  +  6  =  18^,  der  Radius  des  Cyl.  =20— 12J  =  7|, 
die  Höhe  desselben  =24  —  12J=llf,  so  ist  die  Summe  beider 
Körper  ein  Minimum. 

§.89.    Von  den  üngleichnngen. 

1.  Die  Definition  des  BegriflPes  Ungleichung  und  unmittel- 
bare Folgerungen  aus  derselben  enthält  §.  1  (6.  bis  9.  Satz).  Sym- 
boHsch  lauten  diese  Sätze: 


344  §•  ®^-     ^°°  ^^"  Ungleichungen. 

I.     Ist  a>  h,  so  ist  h  <ia. 
n.     a-\-  b'>  a  und  a  <  «  +  ^. 
in.     Ist  a==  6  +  c,  so  ist  a  >  /^  und  b  <i  a. 

3.  Ist  a  =  &  —  c,  so  ist  a  <  &  und  b"^  a,  denn  aus  a  =  b  — c 
folgt  &  =  a  +  c  (s.  l,in). 

3.  Ist  ö  >  &  (und  also  auch  &  <  «),  so  kann  man  eine  (ab- 
solute =  positive)  (jrröfse  u  so  wählen ,  dafs 

I.   a==ö  +  w:    II.  c-\-u^=a;    III.  a  —  u  =  b',   IV.  b  =  a  —  w  ist. 
Der  Beweis  ist  in  1,  III  und  2  enthalten. 

4.  a>a  —  b.  Beweis,  a  —  b  =  a  —  b,  folglich  ist  (8.1,11) 
a  —  b-\-b>  a  —  b,  d.i.  a>  a  —  b. 

5.  Ist  a  =  b,  so  ist 

I.  «  +  <;>&;  denn  a  -f-  c  >  a,  folglich  auch  a-\-c>b. 
n.  a  >  &  —  c  (oder  b  —  c  <  a). 
Beweis,      a  —  c  =  b  —  c,    folglich    auch    a  —  c-\-c^b  —  c, 
d.  i.  a>  b  —  c. 

6.  Ist  a  =  b  und  c>  1,  so  ist: 

I.     ac^b. 

12  c 

Beweis.     a  =  bj  folglich  «  +  «+  ••.+«>  ^,  d.  i.  ac>  b. 

n.    «> — (oder  — <a). 
c  \  c         / 

Beweis.    —  =  — ,  folglich  (s.  I) — c> — ,  d.  i.  a  > — . 
c        c         ^  c  c  c 

7.  Ist  a>  b,  so  ist 

I.  a-{-  c>  b-{-c.  Gleiches  zu  Ungleichem  addiert  giebt  Un- 
gleiches in  demselben  Sinne. 

Beweis.  a-\-c  =  a-^c  geht  mit  a^b-\-u  (s.  3, 1)  über  in 
a-{-c  =  b-\-u-]'  c,  folglich  (s.  1 ,  III)  «  +  c  >  ^  +  c. 

II.     a  —  c>b  —  c. 
Beweis,     a  —  c==a  —  c  geht  mit  a  =  b-\-u  über  in 
a  —  c=^b-\-u  —  c,  folglich  a  —  c'>b  —  c. 
m.     d—a<d  —  b. 

Beweis.     öf4-a>^+&  (s.  7, 1)  wird  nach  11: 
d-[-a  —  a  —  b^d-hb  —  a  —  ^,  d.  i. 
d  —  b^"  d  —  a  oder  d—  a  <,d  —  b. 

IV.     ac  >  bc,  wenn  c  positiv  ist. 
Beweis.     a  =  b-\-u  mit  c  multipliciert:   ac  =  bc-]r  cii^  ^<^'g" 
lieh  acy-bc. 
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1.  Zusatz.  Die  Ungleichung  behält  mithin  dasselbe  Zeichen, 
wenn  sie  mit  einer  geradzahligen  Potenz  einer  positiven  oder  nega- 
tiven Zahl  multipliciert  wird,  da  diese  stets  positiv  ist. 

2.  Zusatz.     Ist  "7;7  ^  0,  so  ist  auch  {mit  ö^  d^  mult); 

abcd  >  0. 

V.  —  >  — ,  wenn  c  positiv  ist. 

c         c 

Beweis,     a^h  A-u  durch  c  dividiert:  —  = 1 ,    daher 

c        c        c 

ab 
c        c ' 

1.  Zusatz.  Die  Ungleichung  behält  mithin  dasselbe  Zeichen, 
wenn  sie  durch  eine  geradzahlige  Potenz  einer  beliebigen  Zahl 
dividiert  wird. 

2.  Zusatz.     1>  — ,  denn  —  >  — .   Ist  also  der  Nenner  eines 

a  a       a 

Bruches  >  der  Zähler,  so  ist  der  Bruch  <  1. 
S.Zusatz.   -T->1,   denn-7->-— . 

0  0  0 

>  der  Nenner,  so  ist  der  Bruch  >  1. 

4.  Zusatz.     Aus  a-^b>a  folgt  > — . 

c  c 

5.  Zusatz.     Aus  a  —  b<^a  folgt  <  — . 

c  c 

c  1.1 

6.  Zusatz.    Ist  c  >  1 ,  so  ist  —  >  — ,  d.  i.  —  <  1. 

c        c  c 

c        \  1 

7.  Zusatz.    Ist  c  <  1,  so  ist  —  <  — ,  d.  i.  —  >  1, 

c        c  c 

S.Zusatz.    Ist  «>i,  so  kann  ^^t-^I —  gesetzt  werden. 
Beweis,     b-^-bu^a  oder  ^(l-f-w)  =  a  durch  l+?<  divid 

9.  Zusatz.     Ist  a'^b,  so  kann  «=^j gesetzt  werden. 

Beweis,     a  —  au  =  b  oder  a{a  —  u)  =  b  durch  1 — u  divid 

VI.  -T-  >  -7—; — •     Der   unechte    Bruch   wird   kleiner,   wei 

b        b  +  u 

man  Zähler  und  Nenner  um  dieselbe  (positive)  Zahl  vermehrt. 


3.  Zusatz.   -7->l,   denn  -r-  >  -r-  Ist  der  Zähler  eines  Bruches 
b  b        b 
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Beweis.     Da  a^b,  so  ist  au>bu  und  folglich 
ab  +  au  >  ab  -{-bu,  d.  i.  a  (b -\- u)  >  b  (a -\-  u). 
Diese  Ungleichung  durch  bib-\-ti)  dividiert,  giebt  jenen  Satz. 

Beispiel.     ^>XhITÖ"- 

VII.  -r  <  -1 •   Vermindert  man  Zähler  und  Nenner  eines 

b        b  —  u 

unechten  Bruches  um  dieselbe  Zahl,  so  wird  der  Bruch  gröfser. 

Beweis.     Aus   au>bu   folgt   ab  —  au<ab  —  bu   (8.7,111), 
d.  i.  a{b  —  ii)  <b(a  —  u),  durch  bib  —ü)  dividiert. 

VIII.  Der  echte  Bruch  ~  <  ^4^- 

a       a-{-u 

Beweis,    a (b  +  ü)  >  b  (a -\- u)  [s.  VI]  durch  a{a-\-u)  dividiert. 

IX.  Der  echte  Bruch  —  > . 

a       a  —  u 

Beweis.     a(b  —  uXb(a  —  u)  [s.  VII]  durch  a{a  —  u)  divid. 

x.'    ^<f 

a        b 
Beweis.     Da  a>b,  so  ist  ad^bd,  dies  durch  ab  dividiert. 

Zusatz.     Ist  a'>b.   so  ist  also  auch  — < -r-     Oder:    Die 

a        0 

reciproken   Seiten    einer   Ungleichung   sind   im   entgegengesetzten 

Sinne  ungleich. 

b  -{-u        b 
Beweis.     b-\-u'>b,   folglich  -r— ; — < -r-   (s.  7,  X),    mit    a 

0  -\-U  0 

multipliciert. 

b  — u        b 
Beweis,     b  —u  <b,  folglich  -j-— —  >  -^  u.  s.  w. 

10.     Ist  ü  =  b,  e<l,  so  ist 
I.     ae  <  b. 

Beweis.     «  ==  fe,  folglich  ^r-; —  <  &,  d. i.  a-  ——. —  <  fe,  oder, 
j  '      ^  1 4-  w  1 H-  w 

.  ~ —  =e  gesetzt,  ae  <  b. 
1  -j-tt 
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II.   ^>b. 

e 
Beweis.     a(\-\-n)'>b,    d.i.  «--p^;^ — >  ö,  oder  a:e'>b. 

11.  Ist  ö  >  &,  ft  >  c,  wofür  man  auch  a'>  b>  c  schreibt, 
so  ist  a^  c. 

Beweis.         a  =  h-\'U 

b  =  c^v  addiert 

a  -\-  b  ==  b  -}-  c  -\-  u  -{-  V ,  d.  i.  a  ^=  c -]- u -\- v. 
Folglich  a>  c. 

12.  Ist  a— ^==^  —  c,  so  liegt  b  zwischen  a  und  c,  öderes 
ist  a>  b>  c. 

Beweis.     I.Fall:  a>&.     Hiervon: 

a  —  b  =  b  —  c  subtrahiert : 

a  —  (a  —  b)>b  —  ib  —  c),  d.i.  b>c. 
Da  nun  a'>  b  und  b>  c,  so  ist  a^b^  c. 

2.  Fall:  a<b.     Hiervon: 

a  —  b===b  —  c  subtrahiert : 

a — («—&)<&  —  (b  —  c)f  d.i.  b<c,  u.  s.  w. 
a>b 


13-     ^«Mc>^}'«^^^^= 


I.  a  +  c>b-^d. 

Beweis.     a  =  b-\-u  und  c  =  d-{-v  giebt  addiert: 
a-\-c  =  b-^d-\-u-{-v,  folglich  a-\-c>b-\-d. 

II.  ac  >  bd. 

Beweis.     Aus  a  >  &  folgt  ac  >  bc,  aus  c>  d:  bc'>  bdj  folg- 
lich ist  ac'>bc>  bd  und  mithin  ac  >  bd  (s.  11.  Satz). 


14-     i«M:5^}'«0i8t: 


I.     a  —  c>  b  —  d. 

Beweis.     a==b-{-u  um  c  =  d — v  vermindert,  giebt: 
a  —  c  =  b-\-u  —  d-\-v,  oder  a  —  c  =  b  —  d-{-u-\-v, 
folghch :  a  —  c  >  &  —  d, 

IL    —>^.     Beweis.     Aus  a  >  ^  folgt — > — ,  aus  c  <  «?: 

cd  ^     c        c  ' 

-  >  ^  (s.  7,  X),  folghch  -  >  ^^  >  -,  oder  ~  >  -^~. 
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15.     Ist  a'>b  und  — c  eine  negative  Zahl,  so  ist: 
I.     « ( —  c)  <ib  ( —  c).    Multipliciert  man  also  eine  Ungleichung 
mit  einer  negativen  Zahl,  so  erhält  man  Ungleiches  im  entgegen- 
gesetzten Sinne. 

Beweis.  Ist  a>&,  so  ist  nach  7,  II :  a  —  a  —  b'>b  —  a  —  b, 
(1.  i.  —  &  >  —  a,  oder  —  «  <  —  b,  mit  c  multipliciert :  —  ac  <  —  Je, 
oder  a(—  cXb{ —  c), 

Anmerkung.  Multipliciert  man  «>&  mit  — 1,  so  verwan- 
deln sich  a  und  b  m  — a  und  — b,  das  Zeichen  >  aber  in  <, 
denn  mit  —  1  multiplicieren  heifst :  das  Entgegengesetzte  nehmen. 

IL    < .      Beweis.     — a<  —  b    (siehe  I)    durch  c 

—  c       —  c 

dividiert,  giebt -< ,  oder  < 


c  c  —  c       —c 


16.  «"  +  &"<(«  +  bf ,  wenn  n  >  1  ist. 
Beweis. 

a  -f-9  =a  -jrb 

0<na^-'b+[^)a^-'b'-^{l)a-'b'+.,, 

(s.  §.  62,  7,  3.Zu8.) 
durch  Add.: 

a"  +  ^'"<«"  +  wa"~'^>-f-(Y)a""'&'+ 4-^»% 

d.  i.  (s.  §.  62, 7):    «"  +  ^>"  <  (a  +  b)\ 

17.  a"  —  &"  >(a  —  bf,  wenn  n  >  1  ist. 

Beweis.   Nach  16  ist  ^"  +  c'' <  (ft  +  cf.   Setzt  man  ft -j- c  =  ö, 
also  c  =  a  —  b,  so  entsteht  &"-{-(«  —  bf  <  «",  oder 

{a  —  hf  <ia  — &",  also  auch  a"  —  ft"  >(a  —  bT. 

18.  «''>ö  +  (w— l)(a— 1),  wenn  a>  1  und  n>  \. 

Beweis.    (1  +  «>r  =  1  +?«^  +  (2)  ^'  +  .  •  •  (s.  §•  62,  7). 

Folglich  ist  (1  +  &)"  >  1  +  w&.      Setzt    man    1  +  ft  =  a,    also 
ft  =  «  —  1 ,  so  entsteht : 

ö"  >  \-\-na  —  n,  oder 

ö">  «-hwö  — w— ö-f-1,  d.i.  a">a+w(a  — D  — («— 1),  oder 

ö">a-|-(w— l)(a-  1). 
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I.Zusatz.     w  =  oo  giebt  a'">oo;  z.B.  1,003°° >oo. 
2.  Zusatz,     a  ^  a. 

19.  a"  <  a,  wenn  ö  <  1   und  w  >  1. 

Beweis.     Setzt  man  a=l — w,   so  ist  nach  dem  2.  Zusätze 
des  18.  Satzes: 

f-^)  >  -^—-,  d.  i.  [s.  7,  X]  (1  -  w)"  <  1  —  w,  oder  a"  <a. 

N  n  n 

20.  V'a'\-  yj>  Va  +  b,  wenn  n  >  l"  ist. 
Beweis. 


(fä+fyy  =  (}>7)Vrzya"-^^.+  (2)fa^--^^^ 


...+(vTy 


==Ä  +  «>  +  wya"~'&+  ...,  folglich 
{Va-^-Yb)  >a-\-b,  mit  n  radiciert. 

n  n  n 

21.  V^—  yT<  Ya  —  b,  wenn  w  >  1  ist. 
Beweis.     Nach  dem  20.  Satze  ist 

n  « n n n n 

Yb-\-Ya  —  b>Yh  +  (a  —  b),  d.i.  ]/«  —  &>  ]/«  —  V&,  oder 

n  n  n 

22.  X  ^Ax^  B  ist  für  jeden  positiven  und  negativen  Wert 
von  X  und  A  positiv,   wenn  ^  <^\B  ist. 

Beweis,     (^i^")  ^^'  ^^i^  <ii®  1^°^®  S®i^^  ^^°  Quadrat 

B ^>0,  nämlich  A  <\B  durch  4  div. 


Durch  Addit.  x^  +  Ax  +  B>  0. 

I.Zusatz.     Die  Auflösung  von  x^ -\- Ax -{- B  =  0  ist 

—  a-I-Va^'-ab 


X 


2 
Ist  nun  A"  <,AB,  so  ist  ^'"^  —  AB  negativ  und  daher  die  Auflösung 


imaginär.     Hieraus  folgt 
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Hat  x^Ax-{-B=0  imaginäre  Auflösungen,  so  ist  das 
Trinora  der  linken  Seite  für  jeden  Wert  von  x  und  A 
positiv. 

2.  Zusatz.  Mithin  behält  die  Unorleichunff  ihr  Zeichen,  wenn 
sie  mit  x  +Ax-\-B  multipl.  oder  dividiert  wird,  sobald  A^<i\B 
oder  das  =0  gesetzte  Trinom  imaginäre  Auflösungen  hat. 


§.  90.    Determination. 

1.  Unter  Determination  versteht  man  die  Abgrenzung  nach 
bestimmten  Werten,  vorzüglich  aber  die  Bestimmung  derjenigen 
Werte  der  Unbekannten  (Veränderlichen),  Avelche  den  gegebenen 
Ausdruck  (Funktion)  positiv  oder  negativ  machen. 

I.Aufgabe.     Wenn  ist  11  —  3a;  positiv? 


Auflösung.    Es  ist  11  —  3a;  >0,  wenn— 3a;  >  —  11  (siehe 

7,V). 


§.  89,  7,  II),  oder  3a:<  11  (s.  §.  89,  15),  oder  a;<-^  (siehe  §.  89, 


2.  Aufgabe. 

Wenn  ist 

yi 

x  —  h         lla;  +  2 
7                    3 

+  H 

reell  ? 

Aufl 

ösung. 

3a;  — 5 

7 

11; 

^Tt?_  +  i|>0,  mit  42  mult.: 

18a;  — 30- 

-154a;-28  +  63>0; 

-136a;4-5>0; 

—  136a;>— 5; 

136a;<5; 

"  136 

Ist  also  X  <  0,03677,  so  wird  die  gegebene  Wurzel  reell. 
a;  =  — 10  z.  B.  giebt 

=10zii_Zzi^  +  l^  =  _5  +  36  +  li. 
a;  =  4  dagegen: ^ f- i^=  1  _  15^  + If 

2.  Ist  der  gegebene  Ausdruck  von  höherem  Grade  oder  ent- 
hält derselbe  die  Unbekannte  (Veränderliche)  im  Nenner,  so  ist  er 
zunächst  auf  die  Form 
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~        (a;-f.^/)(a:-h^)... 

zu  bringen.     Bei  -^^ — z.  B.  würde  dies  in  folgender 

Sx'-i-3x  —  2S 

Weise  geschehen: 

(5a;  — 8)  (2a;  — 9) (5  a;— 8)  (2a;- 9) 

3^2_^3^_28     ~         (3a;-4)(a;  +  7) 


(-f) 


(.+7)         c-m'+v 


denn  ist  der  vorletzte  Ausdruck  >  0,  so  ist  er  es  auch,  wenn  man 
ihn  mit  3  multipliciert  (s.  §.  89,  7,  IV)  oder  durch  5  und  2  dividiert 
(siehe  §.  89,  7,V). 

Alsdann  schreibt  man  für  jenen  Ausdruck: 

+  (a;  +  ^)(a;-f-^)..  .  ix  + M)  (x-\- N)  .  .  . 

(s.  §.  89,  7,  IV,  2.  Zus.)  und  ordnet  die  constanten  Zahlen  A^  B, 
M .  •  .  aufsteigend,  womit  man 

±ix-^Ä')  {x-hB')  ix-i-  C)  .  .  . 

erhalten    möge.     Ist    nun    dieser    letzte   Ausdruck   für   a;  >  —  A' 

{  negativ  }'  '°  "'"'''  ^'  ^"'  ^<-A'  und  >-B'  {  ^^^  } 
werden  u.  s.  w.  (siehe  das  nachstehende  Beisp.).  Dieselben  Werte 
müssen  aber  der  Ableitung  zufolge  auch  für  den  gegebenen  Aus- 
druck gelten. 

1.  Aufgabe.     Wenn  ist 


(2  — 9a;) 


2  1  2       1... 

positiv? 


L4a;-|-3        4a;— 1         3a;-+-5 


Auflösung.     Unter  gleichen  Nenner  gebracht: 
(2--9a;)(— 20a;'— Ha;  — 19) 
(4a;  +  3)(4a;— l)(3a;  +  5) 
_   (9a;  — 2)(20a;'4-11^^4-19) 
(4a;+3)  (4a;  —  1)  (3a;-h5) 
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^  (s.§.  89,22,2.Zu8.) 


-('-i)(«-f)("+f)<'+ 


Ist  nun  a;>+"7-j  so  sind  alle  4  Faktoren  positiv,  der  Aus- 

1  2 

druck    mithin    positiv.     Ist    x<i-\--j-  und  >  +  ^ ,    so   ist   der 

1.  Faktor   negativ,    die   andern  sind  positiv,   daher  der  Ausdruck 

2  3  .         .        . 

negativ.     Ist  x  <C-pr  und  > —,  so  sind  die  beiden  ersten  Fak- 

o  9  4 

3 
toren  positiv,  daher  auch  der  ganze  Ausdruck.    Ist  x  <^  —  -7-  und 

>  —  IJ,  so  sind  die  3  ersten  Faktoren  negativ,  daher  der  Aus- 
druck negativ.  Ist  o;  <  — 1|,  so  sind  alle  4  Faktoren  negativ, 
daher  der  Ausdruck  positiv. 

.    .  1 

Ist  mithin  o;  >  — ,  oder  liegt  x  zwischen  0,2222  und  — 0,75, 

oder  ist  x  <  —  If,  so  ist  der  gegebene  Ausdruck  positiv. 
x==0  giebt  z.  B. 

-[i-^-f]=Hi+-i-). 

also  einen  positiven  Ausdruck. 

2.  Aufgabe.    Für  welchen  Wert  von  x  ist 


V- 


^      ■      ^      ^  ^         reell? 


2x    '    4  — 3a;        2a;  — 5 
Auflösung^.     Die  Wurzelbasis  ist  zunächst  zu  verwandeln  in: 

2a;'^4-13a;  — 20       2a;^4- 13a;  — 20 

2a;-(4  — 3a;)(2a;~5)  "~       2a;  (3a;  — 4)  (2a;  — 5) 

a;'  +  6,5a;— 10 

~        a;(a;— H)(a;-2i)  * 

Da  a;^  4- 6,5a;—  10 
==(a;— 1,243)  (o;  4-0,6215  + 2,76740 (ic  + 0,6215  — 2,7674/) 

und  das  Produkt  der  beiden  letzten  Faktoren 

a;'4- 1,243  a; +8,045 
ist,  so  ist  die  Wurzelbasis: 
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(x—  1,243)  (x  +  1,243a;  +  8,045) 
x{x-\i){x-2i) 

Das  Trinom  im  Zähler  hat  ferner  jene  beiden  imaginären  Auf- 
lösungen x  =  —  0,ß'2\b^2,lQlii,  folglich  kann  der  Ausdruck 
(nach  §.  89,  22,  2.  Zus.)  noch  durch  dasselbe  dividiert  werden: 

o:— 1,243 
x(x  —  H){x-2iy 
Geordnet:     —{x—  2,5)  (x  —  1 ,3333)  (x  —  1,243)  {x  +  0). 

Ist  nun  o;  >  2,5,  so  sind  die  4  Faktoren  positiv,  folglich  ist 
(wegen  des  Minus  vor  denselben)  die  Wurzelbasis  negativ. 

Für  a:<2,5        und  >  1,3333  wird  sie  positiv, 

„     a;<  1,3333     „  >  1,243       „      „    negativ, 

„     a;<  1,243       „  >0  „      „    positiv, 

„     x<0  „      „    negativ. 

Mit  a;=  1,25  =  1^  müfste  demnach  die  Wurzel  imaginär  wer- 
den.    In  der  That  ist: 

_A__  .  _L:zli_. li_=~oi 

2'\i  ^  4  — 3.1^        2.1i  — 5 

3.     Es  seien  die  Gleichungen 

X  ==  a -\- bm -\- cn 

y  =  d  ■-{- em -\- /h 

z  =  g -\- hm -\- in 
gegeben,  in  welchen  a,h,  c  bekannte  (specielle)  Zahlen,  m  und  n 
aber  Hilfsunbekannte  (in  der  Regel  ganze  Zahlen)  sein  sollen,  die 
so  zu  bestimmen  sind,    dafs  x,  y,  z  positiv  werden.     Wie  grofs 
sind  m  und  n  zu  nehmen? 

Auflösung.  I.  Die  /n  enthaltenden  Glieder  mögen 
verschiedene  Vorzeichen  (die  n  enthaltenden  Glieder  gleiche 
oder  auch  verschiedene  Vorzeichen)  haben  und  zwar  b  und  h  mit 
gleichen,  e  mit  entgegengesetztem  Vorzeichen. 

f  c  i 

A.    —  liege  innerhalb  der  Grenzen  -r-  und  — . 
e        ^  b  n 

Alsdann  ist  n  zwischen  den  Grenzen 

ae  —  bd        ,    dh  —  ge  ,^^ 

-j-z und  — : ^  ....  (1) 

bf —  ce  ei  —  fh 

zu  nehmen.     Ist  ß  ein   zwischen    diesen  Grenzen  liegender,   also 

für  n  zu  substituierender  Wert,  so  hat  man  für  denselben  noch  die 

Grenzen  des  7n  zu  bestimmen.     Es  geschieht  dies  einfach  aus  den 

Ungleichungen 

a  +  bm-{-cß>{),  d+em-{-fß>0,  g -{- hm -{- iß  >  0  (s.ob.  x,y,2). 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik,    m.  Teil.  23 
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Zusatz.  Sollte  die  AufJösung  für  Werte  innerhalb  der  Gren- 
zen Y  unmöglich  sein,  so  ist  sie  es  auch  für  alle  Werte  aufser- 
halb  dieses  Umfanges,  weil  die  eine  Unbekannte  den  Wert  a  —  ö/w, 
die  andere  h7n  —  a  erhalten  würde. 

f 

B.  —  sei  gröfser  als  der  gröfste  der  beiden  Werte 

c        ,    i 

T  "°^  T- 

Alsdann  ist  für  ein  |  P^®^  J^^®    }  e   die    eine    Grenze   von   n 
^  negatives  J 

^^^  i  kleinste  i    ^^^    ^°   ^  gegebenen  Werte,   die   andere   Grenze 

+  00. 

/- 

C.  —  sei  kleiner  als  der  kleinste  der  beiden  Werte 


e 


c         ,     t 

T  ""^  T 

Alsdann  ist  für  ein  |  ^    ^  !•   ^    \  e   die   eine    Grenze   von    ?i 
i  negatives  i 

der  I      ..p        I  der   beiden   in   Y  gegebenen   Werte,   die   andere 
Grenze  +00. 

IL  Sowohl  b,  e  und  Ä,  als  auch  c,  f  und  i  mögen  gleiche 
Vorzeichen  haben,  das  Vorzeichen  von  i,  e  und  Ä  entweder  gleich 
oder  auch  entgegengesetzt  dem  Vorzeichen  von  c,  /  und  i. 

Alsdann  kann  für  eine  der  Unbekannten  m  oder  n  jede  nur 
mögliche  positive  oder  negative  Zahl  genommen  werden.  Der  Wert 
der  andern  Unbekannten  ist  hierbei  aus  den  gegebenen  Gleichun- 
gen bestimmt  {a  -\-  hm  +  c^  >  0  u.  s.  w.). 

III  h,  e  und  h  mögen  gleiche  Vorzeichen,  c,  /und  i  jedoch 
unter  sich  verschiedene  Vorzeichen  haben.  Man  vertausche  als- 
dann m  mit  w,  um  I  anwenden  zu  können. 

Ein  Beispiel  zu  diesem  Satze  enthält  §.  92,  6. 

§.91.    Kettenbrüche. 

1.  Die  im  1.  und  2.  Teile  des  vorliegenden  Werkes  enthal- 
tenen Operationen  des  Rechnens  wurden  unmittelbar  aus  den  Axio- 
men und  der  Art  der  Entstehung  der  7  Species  ohne  alle  Mit- 
wirkung der  Algebra  abgeleitet.  Ein  höheres  Rechnen,  dem  man 
den  Namen  Analysis  beigelegt  hat,  tritt  ein,  wenn  das  Umformen 
von  Zahlenausdrücken  nicht  blofs  auf  Grund  jener  Sätze,  sondern 
unter  Mitwirkung  der  algebraischen  Sätze  möglich  ist. 
Zur  Analysis  gehören  daher  die  Kettenbrüche,    die  niedere  arith- 
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metische  Reihe,  die  geometrische  Reihe,  Eigenschaften  der  Bino- 
mialcoefficienten,  die  höhern  arithmetischen  Reihen  nebst  An- 
wendung (figurierte  Zahlen,  Interpohition),  rekurrierende  Reihen, 
gewisse  Umformungen  von  Reihen  (Umkehrung  der  Reihen),  die 
Combinatorik  (Syntaktik)  nebst  Anwendung  (Wahrscheinlichkeits- 
rechnung, Produkte  und  Quotienten  von  Polynomien,  der  bino- 
mische und  polynomische  Lehrsatz),  die  Determinanten,  die  Con- 
gruenzen,  die  Lehre  von  den  Funktionen,  die  Exponentialreihe, 
die  logarithmischen  und  trigonometrischen  Reihen,  der  Moivre'sche 
Lehrsatz  (nebst  verwandten  Sätzen). 

2.     Der  Kettenbruch  ist  ein  Bruch  von  der  Form: 
b 


«"}■ 


c  + 


d 


g  ... 
. .  .   nennt   man   die    Glieder   des   Kettenbruches, 

h  ^  d^f^  . .  .  .  die  Partialzähler,  c,  e,  ^,  .  .  .  .  die  Partialnenner, 
a,  c,  e, .  .  . .  die  Quotienten  des  Kettenbruches  (c  ist  also  der 
2.  Quotient  oder  der  1.  Partialnenner). 

Der  Kettenbruch  ist  endlich  oder  unendlich,  je  nachdem 
die  Anzahl  der  Glieder  eine  endliche  oder  unendliche  ist. 

Wir  beschäftigen  uns  nur  mit  dem  gemeinen  Kettenbruche, 
bei  welchem  sämtliche  Partialzähler  =  1  sind,  und  der  fast  allein 
n  Anwendung  kommt.     Die  Form  desselben  ist  mithin: 


abgekürzt:     q^{-^)  q^,  q^,  q^,  q.^  .  .  . 

Der  unendliche  Kettenbruch  ist  periodisch,  wenn  sich  die  Quo- 
tienten regelmäfsig  wiederholen,  z.B.  5(-|-)2,  3,2,3,2,3,... 

3.  Verwandeln  des  gemeinen  Bruches  in  einen  Ketten- 
bruch. 

1.  Beispiel,     -^rs"  =  ^  "1"  i^  (durch  4  gekürzt)  =  2  H r- 

16  16  _    ,    6 

1  ^^T 

(durch  3  gekürzt)   =2-\ — . 

5-f-- 


■H 


23* 
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49  49 

2.  Beispiel.      229r""^+ 229"  ^^^^^^  ^^  gekürzt) 

=  0H ^^    (durch  33  gekürzt)  =0+  ^ 


4  +  1^  ^         '  ■  M       1 


49  '   .   ü 

*"  33 


(durch  16  gekürzt)   =0 


4-i- 


14-—^ 


2  4-^,  abgekürzt: 

=  0(-l-)4,  1,2,  16. 

Im  1 .  Beispiele  ist  50  durch  23 ,  der  Divisor  23  alsdann  durch 
den  Rest  4  u.  s.w.  dividiert  worden,  folglich  erhält  man  die  Quo- 
tienten des  Kettenbruches  durch  die  Kettendivision. 
Für  das  2.  Beispiel  daher:  49:229  =  0 

229:49  =  4 
49:33  =  1 


33:16  =  2 


16:1  =  16. 
4Q 
Mithin  ^  =  0(+)4,  1,2,  16. 

3.  Beispiel.     0,741  =  ^j^?  741:1000  =  0 

1000:741  =  1 
741:259  =  2 


259 :  223  =  1 


223:36  =  6 


36:7  =  5 


7:1=7. 
Daher  0,741  =0(+)  1,  2,  1,6,5,7. 


4.  Beispiel.     5,61?  =5  +  ^. 


100:61=1  (der2.Quot.) 


61:39  =  1 


39 :  22  =  1 

22:17=1 
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22:17  =  1   (wiederholt) 


17:5  = 

3 

5:2  =  2 

2 

:1  =  2. 

K 

+■ 

1 

1 

,           1 

1 

1+— 

1 

Daher  5,61 

1+ 

1  + 
14- 


14 


3+-^ 


^^k 


oder  =5(+)l,  1,  1,1,3,2,2. 


4.     Verwandeln  des  Kettenbruches  in  einen  gemeinen 
Bruch. 

\ 

I.     2  H —       ?  Den  aus  den  beiden  letzten  Glie- 

3  j^ I dem  bestehenden  Doppelbruch  mit 

r_,  __1___  4  erweitert: 

6+T  =24-— L^, 

3+ — r 

l  129 

hierauf  mit  25  erweitert  =  2  H — — ,    alsdann  =  2  +  -rnr  ? 


3-f 


129 


1  w        953 
zuletzt  =-j^ 


Bevor  wir  (in  II)  für  dieses  zusammengesetzte  Verfahren 
ein  weit  einfacheres  und  brauchbareres  geben,  sei  darauf  hin- 
gewiesen, dafs  man  vom  Kettenbruche  in  der  Regel  nur  eine  be- 
stimmte Anzahl  von  Gliedern  (vom  ersten  an)  benutzt.   Hier  würde 

2 
man  demnach  mit  dem  1.  Quotient  2==  —  ,  dann  mit  den  beiden 

1         7 
ersten  Quotienten  2-]r  —  =  ~,  mit  3  Quotienten : 

^^  _    1         ^^  16        16' 
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2*29 
mit  4  Quotienten :  2(-|-)3,  5,  6  =  -öö-j   schliefslich  mit  allen  Quo- 

953 
tienten:  -mr  erhalten.     Diese  Werte   nennt    man  Partial-   oder 
412 

Näherungswerte.  Mit  dem  1.  Quotient  erhält  man  daher  den 
1.  Partialwert,  der  künftig  mit—  oder  P^  bezeichnet  werden  soll, 

mit  den  beiden  ersten  Quotienten  den  2.  Partialwert  (=  -rr-  oder 
Pg)  ^i-  s.  w.  Der  letzte  Partialwert  ist  selbstverständlich  dem  gan- 
zen  Kettenbruche  selbst  gleich  und  mag  mit  -~^  oder  P^  oder  K 
(Kettenbruch)  bezeichnet  werden. 

IL     Es  sei  allgemein  der  Kettenbruch: 
l 


^/i  + 


^2 


'^3  + 


^4 


—  gegeben. 


^1  ^1 

Der  1.  Partialwert :  Tr "^  ^i  "^ "T 5    also  Z^  =  q^,  N^=  1 

^2  =  ?l*2  +  l'    ^^2  =  *2- 
^3,1  ,  «3 


«.«-sH-l  «'3-9's  +  ' 


Der  4.  Partialwert ; 
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=..  +  -^--;       =..+         *''^"'' 


^4  ^2^3Ö'4+^2+^4 


''     '       ^3^4  +  1 
^1^2  ^3  ^4  +  ^1^2  +  ^1  ^4  +  ^3^4  +  1 

^2Ö'3^y4  +  ^2  +  ^4 
g4(glg2^3  +  gi+g3)  +  fag2  +  l) 

^4(^2^3  +  0+^2 

^4^3+^2 


^4^3  +  ^2 


^3  ^3^2+^1  ,     ^4  ^4-^3+  -^2 

Aus       — -  =  — ^-    ,    --     und  — -  = ,,    ,    -., 

^3  ^3^2  +  ^1  ^.  ^4^%  +  ^^'2 

Hefse  sich  schliefsen,  dafs  allgemein 

sei,  wo  also  q^^  der  auf  — ^ folgende,  dem  Partial werte  -~  zu- 

gehörige  Quotient  ist.     Wäre  dieses  Gesetz  richtig,  so  müfste 

aus  -3- und 


^n+^  ^„-I  ^n-. 


entstehen,    wenn    man    in    der    angenommenen   Formel    den    auf 
Z  Z 

"~^     folgenden,  dem  Partialwerte      ""^^     zugehörigen   Quotient 

1 
benutzte.     Derselbe  ist   offenbar  q^  -\ ,   weil  die  Quotienten 

von  q^  bis  ^„^j  zur  Bildung  dieses  Partialwertes  verwendet  wer- 
den müssen.     Man  erhält: 

Z  (^«  +  T^l^«-l+^n-2 


«+1  |.^^+^^^_|,y^__^  +  ,v 


!? 


n  +  l 
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^,+ 

^»_. 

'h 

-2     t 

?„+. 

*»+! 

1 

^n-^ 

^„+ 

^,-. 

-  2     ' 
-1 

?„+• 

«„+1 

welche  Form  in  der  That  jene  angenommene  ist. 

Man  bildet  demnach  irgend  einen  Partialwert,  wenn 
man  mit  dem  zugehörigen  Quotient  den  vorher- 
gehenden Partialwert  erweitert  und  zu  Zähler  und 
Nenner  des  erweiterten  Bruches  beziehentlich  Zäh- 
ler und  Nenner  des  zweitvorhergehenden  Partial- 
*  wertes  addiert. 

In  I  fanden  wir  für  den  Kettenbruch; 
2 (4-) 3,      5,  6,  4 


..    T^     .  1  2        7      37 

die  Fartialwerte:   -7-      ^    rrx- 

Der  4. ,  dem  Quotient  6  zugehörige  Partialwert  ist  dieser  Regel 
zufolge  nun:  6-37 -f  7         229    , 

1.  Zusatz.     Der  2.  Partialwert  folgt   mithin   aus  dem  1.  und 
0**"  in  folgender  Weise: 


d.i. 


folglich  ist  (/2^i  +  ^o=='^A^2+l  und  q^y  1 -}- N^^=rq^^^  woraus  sicli 
Z  =\  und  iy^  =  0,  oder  der  0^^  Partialwert  -i^=^-r  ergiebt. 


In  gleicher  Weise  findet  man  aus  dem  1.  und  0*®"  Partialwerte 
den  (— ly^-^^Y  u.  s. 


w. 


2.  Zusatz.     Da  ^„  =  y„  ^„_i +'^„_2^  so  niufs  offenbar 
Z^>Z^_^  und  eben  so  auch  i\>A'„_^ 
(*ein. 
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IlL     Beispiele  für  das  Bestimmen  der  Partialwerte. 
1.  Beispiel.     (Siehe  das  3.  Beispiel  des  3.  Satzes). 

^=0(+)l,     2,     1,      6,       5,         7 


,,     .  ,     ^     / 1  \    0         1      2      3     20     103     741 
Partialwerte  l"7rj  -f       y 


3      4     27     139     1000 


1.  Anmerkung.     Da  der  1.  Partialwert  (hier  —  )  stets  die  in 

der  gegebenen  Zahl  enthaltene  ganze  Zahl  dividiert  durch  l 
ist,  der  2.  Partialwert  aber  sehr  leicht  aus  den  beiden  ersten  Glie- 
dern des  Kettenbriichs  (hier   aus  0-1-—)   gebildet   werden   kann, 

so  benutzt  man  die  in  II  gegebene  Regel  erst  vom  3.  Partialwerte 
an.  Man  könnte  jedoch  den  2.  Partialwert  auch  aus  dem  zuge- 
hörigen Quotient  1,  dem  1.  Partialwerte  —  und  dem  0*®°  Par- 
tialwerte (-^j  jener  Begel  zufolge  finden: 

T-[Q]  +  (1)  ^  1'0-j-l  ^0  +  1  ^  1 
T.[ll  +  (0)        M  +  O        1+0        1- 

2.  Anmerkung.     Wie  schon  im  4.  Satze,  II  gezeigt  worden 
ist,  findet  man  den  7.  Partialwert  aus  dem  4.  f  —  j   und  3.  ( -^ ) 

durch  Benutzung  der  auf  den  4.  Partialwert  folgenden  Quotienten 
(den  5  ,  6.  und  7.  Quotient) : 


3  +  2 


-???-. 3  +  2 
36    ^^^ 


W-Vl-^-^^         ^.4  +  3 


^+7 


223-3  +  36.2         741 


223-4  +  36-3        1000 

2.  Beispiel.     d-^\?  680:57  =  11 

57:^53  =  1 
53:4^13 
4:1  =  4 
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3-^V  =  3(+)ll,     1,     13,      4 

,^     .  ,  3         34     37    515    2097 

Fartialwerte   -r        -rr 


1         11     12    167      680  • 

5.  Sind  sämtliche  Quotienten  ^j,  ^^,  q^  -  .  .  q^^  des  Ketten- 
bruches positiv,  so  ist  der  1.,  3.,  5.,  .  . .  (2w+  1)*®  Partialwert  klei- 
ner, der  2.,  4,  .  .  .  27^*®  Partialwert  gröfser  als  der  Wert  des  ganzen 
Kettenbruches. 

Beweis.     Der  1.  Partialwert  q.  <iq.  A ; ,  d.  i.  kleiner 

als  der  Kettenbruch. 


>K, 


,  folglich  —  > 

^2           n     \ 

JNun  ist  ^2*^^2   r    ^  _i_ 

q^-r-" 

daher  ^i  +        >  q^-^- 

2                            /-/ 

,   d.  i.   der   2.  Partialwert 

1        1 

^2 

'       *3--- 

1  l  1 

Ferner  q^Kq^A -. ,  folglich  -—  > , 

^     1     ^  1  1  ^  1 

^^+-^>^^+v+t::^  -TT-<— i — > 


^,  '       ^,  -H  . .  .  ■ 


ö'i  H ^-  <  ^,  H —^ ,   d.  i.   der   3.  Partial- 

wert  <K. 

Die  allgemeine  Giltigkeit  leuchtet  jetzt  schon  unmittelbar  ein. 

20 
Der  5.  Partialwert  -^  von  0,741  (s.  das  1.  Beisp.  im  4.  Satze, 

III)   mufs   mithin   kleiner   als   0,741,    der   6.  (-töö")    gröfser    als 
0,741  sein. 

OA  1  AQ 

Probe.    |y  =  0,74074...,    ^  =  0,741007... 

Anmerkung.     Die  ungeradzahligen  Partialwerte  (den  1.,  3., 
5.,  7.  ...  Partialwert)   nennt  man,    weil   sie   alle  kleiner  sind  als 
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der  Kettenbruch,  „Partial werte  derselben  Art".  Eben  so 
sind  die  geradzahligen  Partial  werte ,  die  alle  gröfser  als  der  Ketten- 
bruch sind,  Partialwerte  derselben  Art. 

6.  Die  Differenz  Z^N^_^  —  Z^_^^'^,  in  welcher  Z^  und  A'„ 
Zähler  und  Nenner  des  ?2*®°  Partial  wertes,  Z^_^  und  iV^_i  Zähler 
und  Nenner  des  vorhergehenden,  also  n — 1^®"  Partialwertes  sind, 
ist  stets  =(—1)". 

Beispiel.     Im  4.  Satze,  111,  ist  der  5.  Partialwert  des  l.Bei- 

20  3 

Spiels  =  ^_  ,   der  4.  =  — ,  folglich  ist 

ZgiY,  — Z^iV5  =  20  . 4  —  3  .27  =  -  1  =  (— if. 
Beweis.     Es  ist  (s.  4,  11): 

^0  1  ^1  ^1  ^.  ^1^2  +  1 


u.  s.  w. 


f2 


i\         0  '      .y,  1   '      .Y,  q^ 

Mithin  ist  Z^IS^^  Z^^\=-q^'0—'\  -  \  =  —  1; 
Z.^i\-Z^i\  =  (q^q,  +  l)'l—q^q^=+\; 

=  —  1  u.  s.  w.     Offenbar  läfst  sich  hieraus  schliefsen,  dafs 

^«^n-i~"^n-i^\  =  ±^  (^•^-  entweder  +1  oder  — 1) 
sein  wird  und  durch  den  Schlufs  von  7i  auf  n-\-l  zur  Gewifsheit 
erheben.     Denn  dieser  Annahme  zufolge  ist: 

=-z„-i^^»--z»^\_i==-(^A-i-'Z„-.^„)=-(±i)=  +  i- 

Ist  also  die  Differenz  für  den  ?^^-  1.  und  w*®M^artialwert  +  1, 
so  ist  sie  für  den  n-\-2.  und  w-f-1.  Partialwert  -|- 1.  Da  sie  nun 
für  den  2.  und  1.  Partialwert  + 1  ist,  so  mufs  sie  für  den  3.  und 
2.  Partialwert  —  1  sein  u.  s.  w. 

Zusatz.  Der  Quotient  q^^  ist  =  dem  Zähler  des  Bruches, 
der  aus  der  Differenz  des  n  —  2.  und  w*^°  Partialwertes  entsteht 
und  dessen  Nenner  das  Produkt  der  Nenner  der  beiden  Partial- 
werte ist,   multipliciert  mit  ( —  1)". 

Beweis.    Es  ist  ^=  ^"  v"~'   .  t""' •    ^^ch  q^  aufgelöst: 

Zn  —  2^n  —  Zu  '^n—2  ^n  —  2^^n ^    ^n  —  -2 

*»'"  2„A„_,-^„_..V-  (_i)" 

=  (^„    .^~^„'V,_,)(-1)". 
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Die   erste  Parenthese   aber   ist   der  Zähler   der   auf  gleichen 
Nenner  gebrachten  Differenz 


^y.L      g*.«r«. 

^»-i         (-1)" 

Beweis. 

^„          2„-x         2.'\_.-2„-.^. 

(-1)" 

a;    a'„-i         ^„-.^, 

^v„_.^. 

(siehe  den  6.  Satz). 

Beispiel.     Der  7.  Partialwert  des   1.  Beisp.  im  4.  Satze,  III, 
vermindert  um  den  6.  Partialwert 

741         103  1  (-  if 


1000        139  139-1000         139-1000' 

Der  4.  Partialwert  desselben  Beispiels  um  den  3.  vermindert: 
^3         2  _         1     _  (-1)^ 
4         3        "^3-4  3-4   * 

8,     In  jedem  Partialwerte   sind  Zähler   und  Nenner   relative 
Primzahlen. 

Beweis.     Nach  dem  6.  Satze  ist  absolut  genommen 

z 

Hätten  nun  Zähler  und  Nenner  des  Bruches  -^  ein  gemeinsames 

n 

Mafs  m,  >  1,  so  dafs  Z^  =  am,  i\  =  ßm,  so  wäre 

m{aN^_,-ßZ^_;)==l  ...(Y) 
Da  nun  ccN^_^  —  ß^n~i  ^i^^*  =^    sein   kann,    weil   »i-0   nicht 
=  1,  und  folglich  eine  ganze  ZM=^  sein  mufs,  da  cc,ßyN^_^^ 
^ n-i  o^^^ö  Zahlen  sind,  so  würde  Y  übergehen  in  my==\j  was 
unmöglich,  da  »j  >  1  angenommen  war. 


9.     Jeder  dem  Werte  nach  zwischen  2  auf  einander^  folgenden 
Z  7 

Partialwerten  -~-  und      ""^^    liegende  Bruch  -^  hat  einen  gröfsern 

Nenner  als  ^„^.j  (also  einen  gröfsern  Nenner  als  der  gröfste  Nenner 
der  beiden  Partialwerte). 

Beweis.     Liegt  der  Bruch    ^    zwischen  den   beiden  Partial- 
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werten,  so  mufs  die  absolute  Differenz  zwischen  -w-  und  einem  der 

beiden  Partialwerte  kleiner  als   die  Differenz  zwischen  den  beiden 
Partialwerten  sein. 

I.Fall.  Es  sei  die  absolute  Differenz  zwischen  dem  n-f-1. 
Partialwerte  und  dem  Bruche  ^  kleiner  als  die  Differenz  zwischen 
den  beiden  Partialwerten.     Alsdann  ist  also: 


< 


n-ri. 

\' 

d.i. 

z„ 

+,'^V 

-Zn 

^'„+. 

oder  dem  6.  Satze  zufolge: 

•         n-t-l  n-f-l 


< 


y  N 


P^n  +  l  "'w"'n  +  l 

und   mit  ftN„^i  multipliciert :  ß Zrt  +  i~^^n^i<  ~iy~' 

O 

Da  nun   die   linke  Seite   eine   ganze  Zahl   ist,   so  mufs  -!— 

n 

ein   unechter  Bruch,    d.h.  ß'>i\  sein.     Somit   ist   nachgewiesen, 

cc 
dafs  der  Nenner  ß  eines  solchen  Bruches  -^  gröfser  als  der  Nen- 
ner des  n**"  Partial  wertes  sein  mufs. 

2.  Fall.     Ist  die  absolute  Differenz  zwischen  dem  w*^"  Partial- 
werte und  dem  Bruche  -5-  kleiner  als  die  Differenz  zwischen  den 

P 
beiden  Partialwerten,  so  ist  also: 

n  •  « -f-l  n 

ß^n  —  ^  \  ^«4.1  ^^«  —    ^«  ^'«4-1 

•        n  n    ^         n  +  l      n  n      n-f-l 


ß^^  ^^n^'^^n^l 

'        n  n      «+1 


oder "ö— <  und  mit  ß N^  multipliciert: 


^«+ 
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Mithin  mufs  der  Nenner  ß  gröfser  als  N^,^  sein,  d.  h.  der 
Nenner  ß  eines  solchen  Bruches  -^  mufs  auch  gröfser  als  der  Nen- 
ner des  andern  {n  +  1*®")  Parti al wertes  sein. 

Beispiel.     0(+)2,     3,     6,      2,        5,         12 

^     .  ,  0         1      3      19      41       224       2729 

Jrartialwerte   -r 


1         2      7      44     95      519       6323 
Es  giebt  keinen  Bruch  mit  kleinerem  Nenner  als  44,  welcher 

dem  Werte    „„^^    so  nahe  käme  als  -r-r  oder  -^. 
6323  44  7 

10.  Die  Differenz  zwischen  2  auf  einander  folgenden  Partial- 
werten  ist  gröfser  als  die  Differenz  zwischen  2  auf  einander  fol- 
genden spätem  Partialwerten ,  die  Differenz  zwischen  dem  w*®" 
und  n^-  1.  Partialwerte  also  gröfser  als  die  Differenz  zwischen  dem 
w  4-  1.  und  71  -\-  2.  Partialwerte. 

Beweis.    Da  ^ri+2^  ^n-^\^  ^n^  ^^  ^s^- 

iVr„+2-^n  +  i>^«+i^n.  daher 

1  1 

<  -^^i ,  d.i.  (s.  den  7.  Satz) 


absolut:   -^!^— ^^<    ^«+^        ^" 


11.     Die  (absolute)  Differenz  zwischen  dem  vollständigen  Werte 

K  des  Kettenbruches  und  irgend  einem  Partialwerte  -^  ist  stets 

<  der  Quotient  aus  1  und  dem  Quadrat  des  Nenners  jenes  Par- 

Z„  1 

tialwertes.     Oder:  K <  "^T' 


Beweis.     Es  seien  ^?-^-  , 
ialwerte  und 

7           y 

— ^^^,  — ^  auf  einander  folgende 

^"...,  1     1 

J/ //      1 

a;~*''    *.+     ' 

/r--.,  1  ^^        , 

1 

In 

1 
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,  1 

WO  0  = 

1n^y+-Z 


—     offenbar   kleiner   als    1    ist.     Der 
2.  Anmerkung  zum  1.  Beispiele  von  4,  III  zufolge  ist: 

'^-\''1T-'V-^  daher: 

oder  (auf  gleichen  Nenner  gebracht): 

[  . . .  (Y) 
Nun  ,81—  =  —^ t:^—'  folglich: 

9nZnN„_,  +  Z,N„_,  =  q„Z„_,N„  +  Z„_,N„,  und  daher: 
'Z„-.JV-„-2„iV„_^  =  ^„(z„JSr„_,-Z„„,iV„)  .  .  .  (Q) 

Ferner  ist  Z„N„_^  —  2„ _ i -N„  ==  +  1  (entweder  + 1  oder  —  1 ), 
folglich  (mit  —  1  multipliciert) : 

Zugleich  geht  mit  der  vorletzten  Gleichung  Q  über  in : 

R  und  S  in  Y  substituiert: 


Da  nun  iV„(A; +ÄJV„^j^  >  A^„  JV„,  so  ist: 


,  d.  i. 


K-^  = j^^t| .  .  .  (W) 
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1  1 

<  — Y  ^"^^  weil  &  <  1 ,  so  ist 


^ <J 


desto  mehr    -^  ,_    .    ,  ,^ — ^  <  -1:7^ ,  d.  i.  (s.  W) 


^n        .       1 


K ^    < 


K      jv: 


Beispiel.    (S.d.9.Satz.)    |Ig-_il- <-L.,  d.i.  <^. 

12.  Der  Unterschied  zwischen  2  auf  einander  folgenden  Par- 
tial werten  (dem  n  —  1.  und  n^^^)  ist  gröfser  als  der  Unterschied 
zwischen  dem  nachfolgenden  Partialwerte  (dem  n^^^)  und  dem 
Werte  K  des  ganzen  Kettenbruches. 

Beweis.    W  (im  vorigen  Satze)  durch  b  gekürzt,  giebt: 

^-^=  — "^^   ^^' f-'ig««''» 


NN  N 

•^^n  -^^n  ^^n  —  l 


(z  z        \ 

— ^"~^  >  1^"^ —  ) 

kleiner  als  der  Kettenbruch  (Ä')  sind,  so  sind 

^2n+l  ^2w  — 1 

positive  Zahlen,  weil  ferner  nach  dem  vorhergehenden  Satze  die 
Partialwerte  sich  immer  mehr  dem  Kettenbruche  nähern,  je  mehr 
man  Quotienten  benutzt,  so  ist  erstere  Differenz  kleiner  als  die 
letztere. 

Mithin  ist   g'-^lJ±i.<K-hji=l-^  d.i. 

^2n  +  l  ^2n-l 

^2n+l    .^     ^2n-l 


>  -r; ,  oder: 


■^2«  +  l  -^2«  — 1 


die  ungeradzahligen  Partialwerte  nehmen  immer  mehr  zu, 
je  mehr  man  Quotienten  benutzt. 
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(Z  Z      \ 

— ^''"^ ,  — ^—\    sind   groß 
■^2n  —  2        ■^2n  ' 


ser 

^2n  rj.  1      ^2n- 


als  der  Kettenbruch,  folglich  sind K  und Ä'po- 


^2„  i^: 


-itive  Zahlen  und,  da  nach  dem  vorhergehenden  Satze  die  erstere 
Differenz  kleiner  als  die  letztere  ist,  so  ist: 


^2n  rr    ^    ^:>n-2 


K<  J^~'  —K,  d.i. 
Z 


■^2n  "^2ri— 2 


:-'n 


<-^^=^,  oder: 


■^2n  ■^2n  —  2 

die   geradzahligen  Partialwerte   nehmen   immer   mehr   ab, 
je  mehr  man  Quotienten  benutzt. 

14.  Auf  Grund  der  bisherigen  Sätze  ist  der  Unterschied  zwi- 
schen einem  Partialwerte  und  dem  Kettenbruche  geringer,  als  der 
Unterschied  zwischen  allen  anderen  Brüchen  mit  kleineren  Zahlen 
und  dem  Kettenbruche.  Folglich  kann  man  für  einen  gegebenen 
Bruch,  wenn  die  Rechnung  eine  sehr  bequeme  sein  soll  und  ein 
geringer  Fehler  zuläfsig  ist,  einen  seiner  Partialwerte  benutzen. 

1.  Beispiel.  Man  hätte  den  durch  englische  Gallons  aus- 
gedrückten Inhalt  verochiedener  Fässer  in  Liter  zu  verwandeln. 
Wie  kann  die  Rechnung  am  bequemsten  ausgeführt  werden,  wenn 
ein  Fehler  von  einem  kleinen  Teile  eines  Liters  gestattet  ist? 

Auflösung.     1  Gallon  =  4,543458  Liter. 

^AWinftr  i^  einen  Kettenbruch  verwandelt: 

1000000  :  543458=1 
543458:456542==.! 
u.  s.  w.     Folglich: 
4,543458  =  4  (+)1,     1,     5,       3,         1,      22,... 
5     9      50      159      209 


Partialwerte 


1^\  4_      A.  1_    ^ 
0/1  12       11 


0/1  1      2       11       35        46  • 

Es  ist  also  1  Gallon  =      4  Liter;  um  0,543  L.  zu  klein; 

1       „       =      5      „         „     0,456  „     „    grofs; 

1       ^       =      4^    „         „     0,043458  L.  zu  klein; 

"SO 
1       „       =^     ^      =4,545  ...Liter;   um   0,002  L. 

^^  zu  grofs; 

Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.     ID.  Teil.  24 
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1  Gallon  =^^Ltr.  =4,542857  Liter;   um  0,0006L. 
^^  zu  klein; 

1       „       =4k~    »      =4,543478      „       um  0,00002  L. 

zu  grofs. 

Um  also  eine  Anzahl  Gallons  in  Liter  zu  verwandeln,  könnte 

50 
man  ohne  grofsen  Fehler  1  Gallon  =—7-  Liter   benutzen,    mithin 

die  gegebene  Anzahl  Gallons  mit  50  multiplicieren  und  durch  11 

209 
dividieren.     Der  hier  zuletzt  berechnete  Partialwert  -777-  mufs  ein 

4t) 

verhältnismäfsig  sehr  genauer  sein,    da  auf  denselben  ein  grofser 

1 
Quotient  (22)  folgt,    denn  l   (der  6.  Quot.)  ist  von  I+-22"    ^^^^ 

wenig  verschieden. 

2.  Beispiel.     1  preufs.Fufs  =  0,3138535  Meter. 

^^^^^    in  einen  Kettenbruch  verwandelt: 

10000000 

=  0(+)3,     5,      2,      1,       2,         3,     6,  1,  1,7,... 
16        43       145 


T^      .  1         f^\^  1        5       11 

Partialw.:^^-j,y       Y    IQ    Jb 

Probe:  4^  =  0,333333 

.    -5^  =  0,3125 

44  =  0,314286 

OD 

5 

Es  ist  also  nahe  genug  1  pr.  Fufs  =  ^ä  Bieter, 


51      137       462  '  •** 

44  =  0,313725 
51 

^^        0,313869 


137 
145 


4ö2 
^16 


=  0,313853  U.S.  w. 


1  p 
genauer:  1  pr.  Fufs  =T-r  Meter,  u.  s.  w., 

51 
Daher  auch:    1  Meter  =-7^  pr.  Fufs,  u.  s.  w. 

10 

3.  Beispiel.     Die  Zahl  ;r  =  3,1415926536  giebt  den  Ketten- 
bruch: 3(-f)7,       15,        1,  292,  1,  1,  1,2,  1,  3,  1,  14,... 

^      .  ,  3        22      333      355 

Partialwerte:  y      "^    -J^     113- 

355 
Da  auf  den  Partialwert  — -r-   ein  sehr  grofser  Quotient  (292) 

110 
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folgt,  SO  wird  dieser  Bruch  bei  kleineren  Zahlen  doch  einen  äufserst 
wenior  abweichenden  Wert  sieben. 

Probe:     -^  =  3,14159292... 

355 

Der  Umfang  des  Kreises  ist  also  sehr  genau  mal  so  grofs 

als  der  Durchmesser. 

15.     Zwischen  je  2  auf  einander  folgende  Partialwerte  

Z  "~^ 

und  — —  lassen   sich  q   —  \    soorenannte  ^ebenpartialwerte   ein- 

-ehalten,  deren  Nenner  kleiner  als  JV„  und  gröfser  als  N^_^  sind, 
und   die   gleichfalls   dem  wahren  Werte  des  Kettenbruches  immer 

näher   kommen.      Denn    es    ist  — —  =  — - — ^^ — ; — "~   .     Nimmt 

man  mithin  nicht  q^  als  Faktor,  sondern  eine  der  ^^ — 1  Zahlen  1, 
*2,  3  bis  {q^  —  1),  so  erhält  man  offenbar  q^ — 1  Partialwerte,  deren 
Zahlen  kleiner  als  Z„   und  ]Sf„  und  o^röfser  als  Z„    ,  und  N     ,. 

Beispiel. 

^'l|-  =  0(+)2,      3,      6,       2,         5,  12 


6323 


-P,      .  ,  0         1       3       19      41       224       2729 

Partialwerte; 


1 

3 

19 

41 

224 

2 

7 

44 

95 

519 

1  2       7       44      95       519        6323 

19 
Da  der  4.  Partialwert  -—r-    mit   dem   Quotient  6   gebildet   ist, 

3  19 

so  lassen  sich  zwischen  —  und  -.—  :  6  —  1=5    Nebenpartial werte 

Q         I  -I 

einschalten,    wenn    man   in  nicht  q  =  q,  =  ^j    sondern 

q  •!  -f-  2 

q=l,  2,  3,  4,  5  nimmt.     Diese  sind  daher: 

1-3  +  1         4       2-3  +  1  7       3-3  +  1         10 


1-7  +  2         9' 
4-3  +  1         13 
4-7+2         30' 

2-7  +  2         16'     3-7  +  2 
5-3  +  1         16 
5-7+2        37* 

23 

-obe.      -|  =  0 

-|  =  0,4286 

"4=  0,5 

-i  =  0,4444 

14^ 
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/g -0,4375 

-^  =  0,4324 

;« -0,4348 

IQ 

il  =  M318 

11       '''''' 

272Q 
^3.^3-0,4315989. 

I.Zusatz.     Die  zwischen  und einojeschaltei 

benpartial werte  sind  derselben  Art  (s.  5.  Satz,  Anmerk.)  wie  — "-. 

19 
In  vorstehendem  Beispiele  ist  — —    der    4.   Partialwert,    daher    > 

19 
Kettenbruch,  folglich  sind  die  vor  — —    eingeschalteten   Nebenpar- 

tial werte  gleichfalls  gröfser  als  der  Kettenbruch. 

Beweis.     Da    die    Brüche    durch    — — —    gebildet 

sind  und  ?<?„  ist,  so  mag  q  =  q^  —  d  gesetzt  werden,  wo  deine 
der  positiven  Zahlen  1,  2,  ...  (y^  —  1)  ist.  Folglich  ist  der  ein- 
geschaltete Bruch: 

_  z„-dz„_, 

(siehe  den  4.  Satz). 

Ist  nun  — |—  (  ^1  •"      )  als  der  Kettenbruch,  also 


^-tC±x, 


so  ist    ^        (  (Gröfser)  ^^^  ^^'^  Kettenbruch,  also   ^"    ^  =K-\-y, 

wo  X  und  y  der  positive   Unterschied   zwischen   dem  Partial werte 
und  dem  Kettenbruche  sein  soll.     Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

Diese  Werte  in  Y  substituiert,  erhält  man  für  den  eingeschal- 
teten Bruch: 


§.  91.    Kettenbiüche.  373 

N^(K±x)  —  dN„_,(K+y) 

'^{ffn-<iN„_,)±{xK-^<JyN„L,)  _  xN„  +  dyN„_, 

Da  Zähler  und  Nenner  dieses  letzten  Bruches  offenbar  positiv  sind, 
so  ist  es  auch  der  Bruch  selbst,  und  mithin  hat  der  Nebenpartial- 

wert  dieselbe  Form  „ä^+  (pos.  Zahl)"  wie  der  Partialwert  — p. 

n 

2.  Zusatz.  Dem  Zusätze  des  6.  Satzes  zufolge  läfst  sich  vor- 
stehender (15.)  Satz  auch  aussprechen: 

Zwischen  zwei  unmittelbar  auf  einander  folgende  Partialwerte 

"~ —  und  —~-  lassen   sich   immer  so  viele  ebenfalls  dem  Werte 

^\     1  ^« 

n  —  1  n 

des  Kettenbruchs  immer  näher  kommende  Brüche  derselben  Art 
wie  -^  einschalten,  als  der  positiv  genommene  Zähler  des 
Bruches,  welcher  gleich  der  Differenz  der  beiden  auf  einander 
folgenden  Partialwerte  "~  und  -^  derselben  Art  ist,  Einhei- 
ten hat  weniger  eine.     Um  zu  bestimmen,    wie  viel  Nebenpartial- 

19 
werte  sich  im  letzten  Beispiele  vor  — -    einschalten   lassen,    sucht 

man  die  Differenz  der  beiden  Partialwerte  derselben  Art: 

^_J^^ 6_ 

44        2  88" 

Da  nun  der  Zähler  dieser  Differenz  =6  ist,  so  lassen  sich  6  — 1=5 
Nebenpartialwerte  einschalten. 

16.  Der  AYert  des  Kettenbruchs  bleibt  unverändert,  wenn 
man  alle  Partialzähler  und  die  geradzahhgen  Quotienten  durch 
dieselbe  Zahl  dividiert. 

Beweis.  h 


b                                                                       r 
-T—       ,  durch  r  gekürzt  ^a-\ 


c-A 


d 
~7 


U.  8.  W. 
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(nun   von  —  an  gekürzt:)    =a 


{c :  r)  -\ 


e  +  —^ 


(.:r)+-(*  =  '-^ 


17.  Bestimmung  des  Wertes  eines  periodischen  Ketten- 
bruches. 

Es  sei  x  =  0(-\-)a,  b,  c,  .  .  .  m,  n,p,  a,b,c...  m,  n,p,  a  .  . 
1 


x  = 


1 


1 

1 


«+4 


ist  offenbar  identisch  mit  dem 
endhchen  Kettenbruche : 


x  = 


Man  bestimme  daher  die  Partial werte 
bis  zum  vorletzten  Quotient  der  Periode 


P~i^        in  folgender  Weise 
x  =  0(+)a,  b,  .  .  .  .  m,     n,  {p  -^ x) 

1         a B     D 

Der  dem  Quotient  p -\- x  zugehörige  Partialwert  ist  nun  (nach 

dem  4.  Satze)  -^,     , — .  r~Tr  und  da  dieser  als  letzter  Partialwert 
D{p-{-x)'{-B 

dem  ganzen  Kettenbruche  gleich  ist,  so  ist: 

x=  ^  .      — r— ; — ;-,  uach  X  aufjS^elöst i 
D{p-^x)  +  B' 

ViC—  B  —  pDf  -\-\DU-\-Cp')-\-C—  B—pD 

^= Y~D • 
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Beispiel. 

a;  =  0(-f)2,     1,     5,  2,  1,  5,... 

T       T     ^;fo]gl  A=l,  B=2,  C=\,  I)  =  3,p  =  b. 

_  "Kl6'  +  4'3(1  +  1'5)H-1— 2-15  ^]/82-8 
^"~  6  3        • 

Probe: 

>%^  =  ^^555^f=i  =  0,351795  =  0(+)2,  1,5,2,1,5,... 

1.  Zusatz.     Für   den   periodischen   Kettenbruch   der   symme- 
trischen Form: 

x  =  Oi+)a,  b,  c,  . .  .  c,  b,  a,p,  a,h,  c,  .  .  .  c,  b,  a,p,  .  .  . 

erhalt  man :      — , ^7"7r 

a  BD 

als  Partialwerte.     Folglich: 


^/{vm' 


-\-\D{A+pB)—pD 


1D 
Beispiel. 
a;=0(4-)l,     2,       10,       2,       1,     20,  1,  2,  10,  .  .  . 
1_        12        21       44      65 
T       T     3        31       65      96* 
Mit  ^==44,  ^  =  65,  i?  =  96,  i?  =  20  ergiebt  sich: 
^_y(20-96f +  4-96(44  + 20. 65)  — 20-96   ^-^/j^      ^q 

2.  Zusatz.  Um  für  eine  irrationale  Linie,  die  sich  nicht  auf 
Quadratwurzeln  zurückführen  läfst,  eine  Näherungsconstruktion  zu 
finden,  kann  man  die  sie  ausdrückende  Zahl  entweder  direkt  oder 
nach  Verbindung  mit  leicht  construierbaren  Linien  (Quadratwur- 
zeln u.  s.  w.)  in  einen  Kettenbruch  verwandeln  und  die  ersten  Quo- 
tienten als  solche  eines  periodischen  Kettenbruches  ansehen, 
wobei  es  nur  darauf  ankommt,  die  etwa  zu  ergänzenden  Quotien- 
ten passend  zu  wählen. 

Beispiel.  Um  aus  dem  gegebenen  Radius  des  Kreises  =1 
näherungsweise  den  Kreisumfang  zu  construieren,  bringe  man  zu- 
nächst die  Umfangszahl  6,2831853072  mit  leicht  construierbaren 
Quadratwurzeln  in   Verbindung.     Geht  man  von 


ar-. 


1  +  hr    =1,11803398875. 
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aus,  SO  ist :  I    /         /  1  \  ^ 

6,283  ...=    /  1  +  fyl  +5  +  0,16515132. 

Der  Bruch  0,165  .  .  .  giebt  den  Kettenbruch  0  (+)  6,  18,  6,  11,... 
Wird  für  denselben  der  periodische  Kettenbruch: 

y  =  0(+)6,  18,  6,  18,.  ..  mit  den  Partialwerten 

—      —     genommen,    so  findet   man   mit  A  =  0, 
B=l,  B^ß,  p  =  \S  nach  dem  vorhergehenden  Zusatz: 
^_  ]/(T8.6f +  4»6(0+T8^-18»6  _^y^     ^ 

und  folghch  ist  der  Umfang  des  Kreises 


=  l/l+(]-)  +5+2/21-9 


l+(f)  +2(1/5^-2^-2) 
(oder  mit  dem  Radius  r) : 


+  (t)  "^^  *^^^^''^' ~ ^^''^'  ~  ^''^• 


Diese  Construktion  ist  von  allen  vorhandenen  die  einfachste 
(nur  Halbierung  des  Radius!)  und  genaueste,  denn  der  Wert  des 
construierten  Ausdrucks  ist  6,283185379. 

18.  Auflösung  der  quadratischen  Gleichung  durch 
Kettenbrüche. 

Beispiel.     a:^  +  20a;  =  5,  d.  i.  o; (20  +  a;)  =  5  oder 

5 


X 


"20 +0;' 


und  da  für  x  stets    ^^   . ojesetzt  werden  kann: 

20 +0;    ° 


X 


20  +  ^    20 


20 


20+A 


§.  91.     Kettenbrüche.  377 

Nach  dem  16.  Satze  ist  dies: 

1  0(+)4,     20,       4,     20,... 


x  = 


^20  +  — L-^  '       4      81      328  ••■ 

4+2Ö 

Ol 

^  =  0,2469512.., 

Probe.     Die  Gleichung  mit  der  quadratischen  Ergänzung  auf- 
gelöst, giebt: 

o:  =  —  1 0  +  yW^=  ^105  —  10  =  0,2469507. 

Allgemein  ist  die  Auflösung  für 

0:^4-0^^=^  oder  x{a-\-x)  =  C'. 

c 
x  = oder  mit  der  quadratischen  Er- 


a-\ ganzung  a:  =  — —  +    /  — +  c, 


Daher  ist: 

c 

a       \   /  a      , 

-2+\/  ^^'~ 

a-\ 

c 

V 

a 
c 

--"  + 

l/«'    .   ,_«  4 

1 

[/    4   ^'^        2   ^ 

a- 

,        ^ 

2  + 

a 
c 

1       1 

'    a 

-,' 

■|-  =  6  gesetzt:     ^6^+0=  6  + -^^-^^ j 
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19.      Verwandeln     der     Quadratwurzeln     in     Ketten- 
brüche. 

1.  Beispiel. 

]/22'=4  + ^ ,     y22-A  = 


^2"^ 


1  1^22  +  4  ,  1 


■f/22-4  ^3----        (]/22)   —  4'  13  •• 

]/22"+4  ,  1  ,  .     4,  ...+4  ,  1 


93 ^  ^ 


1/224-4                          1 
folglich   r/2  =  1  und  daher :     ~ =  1  + f       , 

''        ^4  •  •  • • 

]/22'— 2  1  6,1 


6  ^3+—^—         >'22-2  '        U"- 

^22"+ 2                        1            ,  .    4,.. .+2  1 
^^ =  '^'3  +  ";; »   ^•^- ö =  ^3  + 


^,   ....  ö  '^  ^4 

V22-\-2                       1 
folglich   ^3  =  2  und  daher:        ^     ^^       =2  + T 

]/22— 4    ^         1  3  ^  _1_ 

3  ,^+J_'      >/22-4         '^"^^5' 

]/22'-f4  ,  1 
^ =  ^4-+ 


^5  •  •  •  • 
Abgekürzt:     q^  =  y22  =  A',    =  ]/22'— 4; 

_  1  _    l/22"+4    _        J___V^22j-4__ 

^2-    -|/22"-4    ~  6  -^'      ^3-  6 

]/22'— 2  _  6  _    |/22"+2    _^ 


q= — —^ =1    (s.  ob.  q\      Mithin    mufs    q^=q.^,    ^10  =  ^^ 

]/22— 4  ^ 

sein  u.  s.  w. 

Oder  es  ist  |/22^4(-f)l,  2,  4,  2,  1,  8,  1,  2,4,2,  1,8,... 

2.  Beispiel.     VlÖT?     y^  =  )/rÖ7*=10;    —  =  'KTÖ7  — 10; 

^2 


107  +  10^  10,. ..+10  ^^ 


1/107—10  '^  '' 

1         l/röT+lO        ^         ]/lÖ7  — 4 

^  = ^^ ;   '/s 


l/TÖ7"+4   _  1   _   ]/TÖ7+4  _    1/107  —  9 

A ;  1 


13  '      q^  13  13 

13  l/TÖ7-h9 


9  u.  s.  w.     Man  findet : 


''        ]/iÖ7-9  2 

■f/TÖ7"=10(+)2,  1,  9,  1,  2,  20,  2,  1,  9,  1,  2,  20,  .  .  .  . 

20.     Wir  fügen  die  nachstehenden  Sätze  hinzu,  deren  Beweis 
hier  übergangen  werden  mag. 

I.     Die     Quadratwurzeln    geben    stets    periodische    Ketten- 
brüche. 
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IL     Die  Quadratwurzel  aus  ganzen  Zahlen  in  der  Form 
Va-\-b  (wo  b<2a-{-l)  ist: 

z.  B.  yW=  "KlO^  +  7  =  10  (+)  2,  1 ,  9,  1 ,  2,  (2 .  10),  2 ,  1 ,  9,  .  .  . 
III.     Es  sei 

]/7=]/a'H-^^  =  ö  4-«,  ß,,..ß,a,  2a,  a,ß,.,,  (s.II), 

-jr  der  dem  Quotient  2a  vorausgehende  Partialwert  (s.  17,  l.Zus.) 

und  die  Anzahl  der  Quotienten  der  Periode  =y,  so  ist  stets: 


B. 

■|/lT=3(+)l,   2,   1,   6,    1, 

2, 

1,  6,... 

^arti 

,  ,   ^   3    4   11   15  101   116 
"^"^^^^  1    1   3    4   27   31 

333 

89 

449 
120 

Hier  ist  c^l4,  a  =  3,  2a  =  6.     Die  Anzahl  q  der  Quotien- 
ten der  Periode  ist  4  (nämlich  1,  2,  1,  6).     Dem  Quotient  6  gehen 

15      449 
die  Partial werte  — — ,    ^^^    u.  s.  w.  voraus.     Folglich  ist: 
4  '    120  ° 

15^— 14-4^  =  225  — 224  =  1  =  (—1)*; 

449'—  14  .120'=  201601  —  201600  =  1  =(—  1)*. 


§.  92.     Diophan tische  Gleichungen. 

1.  Unbestimmte  oder  diophantische  Aufgaben  sind  solche, 
aus  denen  weniger  von  einander  unabhängige  Gleichungen  abge- 
leitet werden  können,    als  sie  Unbekannte  enthalten  (vgl.  §.76,  5). 

Sind  die  Glieder  der  diophantischen  Gleichung  nur  von  der 
i.  Dimension,  so  ist  die  Gleichung  eine  vom  1.  Grade,  deren  Form 
also  ax-\-hy  =  c  ist,  wo  a,  h^c  ganze  Zahlen  vorstellen. 

Ist  die  2.,  3.  Dimension  u.  s.w.  die  höchste,  so  ist  die  Gleichung 
vom  2.,  3.  Grade  u.  s.  w. 

Ohne  besondere  Bedingungen  würden  x  und  y  jeden  nur  mög- 
lichen Wert  haben  können  und  die  Auflösung  wäre  alsdann  un- 
möglich. Daher  tritt  bei  den  diophantischen  Gleichungen  die  der 
gestellten  Aufgabe  entsprechende  Bedingung  hinzu,  dafs  die  Un- 
bekannten ganze  und  gewöhnlich  positive  Zahlen  sein  sollen  (siehe 
das  Beispiel  in  §.76,  5). 

2.  Die  Auflösung  der  Gleichung  ax-^hy  =  ^c  ist  nur  mög- 
lich, wenn  das  gemeinsame  Mafs  der  ganzen  Zahlen  a  und  b  auch 
ein  Mafs  der  ganzen  Zahl  c  ist. 
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Beweis.  Die  Coefficienten  a  und  h  mögen  das  gemeinsame 
Mafs  m  haben   und   es    sei   a  =  c£m,    b=ßm,    folglich  ist  alsdann 

a'am-\-h'  ßm  =  +  c ,    durch  in  dividiert :  acc-]rhß  =  A • 

Q 

Da  nun  aa  und  hß  ganze  Zahlen  sind,  so  mufs  auch  —  ganz, 
mithin  m  ein  Mafs  von  c  sein. 

Die  Auflösung  von  lx-\-  \\y=\^0  ist  daher  möglich,  weil 
das  gemeinsame  Mafs  1  der  Zahlen  7  und  1 1  auch  ein  Mafs  von 
140  ist.  Dagegen  ist  die  Auflösung  von  9a; — 6?/=  34  unmöglich, 
da  9  und  6  ein  gemeinsames  Mafs  3  haben,  welches  kein  Mafs 
von  34  ist. 

3.  Ist  ax-\-'by  =  c  gegeben,  wo  a  und  h  ganz  und  positiv 
sein  sollen,  und  hat  man  eine  Auflösung  x  =  cc,  y  =  ß  gefunden, 
so  erhält  man  noch  andere  Lösungen,  wenn  man  den  Wert  von  x^ 
also  a,  um  ein  bestimmtes  Vielfache  des  Coefficienten  von  ?/,  also 

um   &,  2^?,  3&,  4&,  .  .  .  f  vermehrt     \      ^^   gleichzeitig   den  Wert 

'        '        '        '  V  vermmdert  /  ^  ^ 

von  y,    also  ß,    um   dasselbe  Vielfache   des  Coefficienten   von  x, 

also   um   a,  1a,  Za,...(  vermindert 
'V  vermehrt 

Beweis.  Der  gefundenen  Auflösung  zufolge  ist  ««.+ &/?  =  c. 
Folglich  ist  auch  acc-\-^nah-{-hß -\-nab  =  c,  d.i. 

a{a■^2nh)-{-l){ß'^  na)  =  c, 
und  daher  a:  =  a  +  n&,  y^ß^^na. 

Beispiel.  lx-i-Sy=101.  Hat  man  a;  =  3,  y=10  gefun 
den  (denn  7 -3  +  8  •  10  =  101),  so  ist  auch 

cc  =  3-\-Sn.  z/=10  +  7n, 
z.B.  a:==3  +  8-l=ll,  y=10  — 7-l==3. 

4.  Ist  ax  —  hy  =  c  gegeben,  wo  a  positiv,  — h  negativ  sein 
soll,  und  hat  man  eine  Auflösung  a;=a,  y  =  ß  gefunden,  so  er- 
hält man  noch  andere  Auflösungen,  wenn  man  den  Wert  von  x, 
also  a,  um  ein  bestimmtes  Vielfache  des  Coefficienten  von  y,  zu- 
gleich aber  den  Wert  von  y,  also  ß,  um  dasselbe  Vielfache  von  x 
vermehrt  (oder  beide  vermindert). 

Beweis.     acc  —  hß=c  und  folglich  ist  auch 
aa  -f-  ahn  —  hß—  ahn  =  c,  d.  i.  « («  +  hn)  —  h{ß-\-an)  =  c. 

Beispiel.  \\x  —  3?/  =  4.  Hat  man  x  =  2^  2/ =  6  gefunden, 
so  ist  auch  a;  =  2  +  3w  und  y  =  ^-\-\\n, 

z.B.  a:  =  2-|-3==5,  ?/  =  6  +  ll  =  17. 


382  §•  92.     Diophantlsche  Gleichungen. 


5.  Auflösung  der  Gleichung  ax-\^hy  =  c,  in  welcher 
ö,  ö,  c  ganze  Zahlen  vorstellen.  (Bei  gebrochenen  Coefficienten 
würde  man  die  Gleichung  zuvor  mit  dem  Generalnenner  multi- 
pHcieren.) 

I.  Auflösung  durch  die  Euler'sche  (indische)  Me- 
thode. 

Die  Gleichung  ist  zunächst  nach  der  Unbekannten  aufzulösen, 
welche  den  kleinsten  Coefficienten  hat. 

Z.B.  31a;-hl7?/  =  701.     Man   findet  y=-      17     ^ 

Nun  sind  die  ganzen  Zahlen  zu  bestimmen,  welche  man  durch 
Division  jedes  einzelnen  Gliedes  des  Zählers  erhält,  um  diese  von 
dem  Bruche  abzusondern  und  die  übrigbleibenden  Brüche  noch 
unter  demselben  gemeinschaftlichen  Nenner  zu  behalten.  Die  Rech- 
nung wird  hierbei  abgekürzt,  wenn  man  als  Quotient  nicht  unbe- 
dingt die  nächstkleinere,  sondern  die  zunächst  liegende  ganze 
Zahl  nimmt.     Daher: 

70l:17  =  41-f--A-  und  31:17  =  2  —  -^. 
17  17 

Folglich  ist  nun  ?/  =  41  4-  -p^  —  (2  —  -jy j  x,    d.  i. 
y  =  M-2x-^^^^^ (A). 


/          4  -h  3a;  \ 
Der    jedesmal    entstehende    Bruch  (hier  — — j  mufs 


eme 


ganze  Zahl  sein,  weil  ?/,  41  und  2x  ganze  Zahlen  sind  und  die 
Summe  oder  Diflferenz  von  ganzen  Zahlen  nicht  gleich  einem  Bruche 
sein  kann. 

Man  bezeichnet   nun   den  Bruch   mit  einer  neuen  Hilfsunbe- 
4_|_3^ 
kannten.     Es  sei  daher  — =p  (ganze  Zahl!),  folglich: 

A-\r^x=\lp. 

Diese  Gleichung  wieder  nach  der  Unbekannten  mit  kleinstem  Co- 
efficienten aufgelöst: 

0;  =  —^^—^;  17:3  =  6  — y,  4:3  =  l+y,  daher: 
a;=(6-|-)/?-(l-|-y),  oder  x  =  ^p-\-^-^^  .  .  .{B) 
Die  ganze  Zahl  ^^— ^ —  =  w  gesetzt,  giebt  p-\-  \=Zn. 
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Diese  Gleichung  nach  der  Unbekannten  mit  kleinstem  Co- 
efficient  aufgelöst:  p  =  'S7i — 1.  Da  diese  Auflösung  ohne  Bruch 
auftritt,  so  sind  die  Substitutionen  der  Hilfsunbekannten  beendigt 
und  man  drückt  nun  rückwärtsschreitend  die  verschiedenen  Unbe- 
kannten durch  die  zuletzt  eingeführte,  hier  durch  ?z,  aus.  Die  vor- 
letzte Unbekannte  jt?  ist  schon  durch  n  ausgedrückt:  p  =  '3n  —  1, 
und  folglich  setzt  man  diesen  Wert  für  p  in  die  Auflösung  der 
drittletzten  Unbekannten  (x),  also  in  B  ein. 

cT^6(3?i — 1) — 1  — 71    denn  — - —  war  ==n  gesetzt  worden    ; 

x=nn  —  l. 

Dies  und  =p  =  3n — 1  in  A  substituiert: 

?/  =  41  — 2(17n  — 7)  +  3w— 1,  oder  ?/  =  54— 31w. 
Die  Auflösung  der  Gleichung  ist  also: 

x=ll7i  —  7,  ?/  =  54  —  d\n, 
wo  n  (wie  überhaupt  jede  Hilfsunbekannte)  jede  ganze  Zahl  sein 
kann,   nicht  aber   unbedingt   positiv   zu   sein  braucht,    denn  in  A 

4  _L.  3^ 
kann  offenbar  — ,    d.i.  p  =  3n  —  1    auch   negativ    sein,    da 

nur  X  und  y  ganz  und  positiv  sein  sollen. 

Da  a:>0,  y>0,  d.i.  17n  — 7>0  und  54  — 31/^>0  sein 
mufs,  so  findet  man  mittelst  Determination  (s.  §.  90),  wie  grofs  n 
genommen  werden  kann,  damit  x  und  y  positiv  werden. 

\ln>l  — 31w>— 54 

w>-^  3l7z<54 

Für  n  kann  mithin  nur  die  ganze  Zahl  1   substituiert  w^erden, 

7 
da  keine  andere  ganze  Zahl  > -pr  und  <  l-|f  ist.     Folglich  ist: 

a;=17-l  —  7  =  10,  y  =  54  —  31  •  1  =  23. 
2.  Beispiel.     145a; -h  18  li/=  150607. 

_  150607-184,        1,0607:145=1039        ''■ 


145  '      145 

39 


184:145  =  1 


X 


('»--w)-('+i&)-^" 


145  • 


,=  l039-,-ii±^....(A) 
^145  ^ 
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Die  Rechnung  kürzt  man  ab,  wenn  man  den  entstehenden 
Bruch  gleich  einem  Produkt  aus  dem  gemeinsamen  Mafse  sämt- 
licher Zahlen  des  Zählers  und  einer  neuen  Unbekannten  setzt.  Da 
nun  48  und  39  das  gemeinsame  Mafs  3  haben,  so  setzt  man  nicht 

48+39?/  ,         48+39y       ^        ^,  r  i  .   .^      u  q 

— 7-7ir-^=p,  sondern  -Vr — -^^p.     Hieraus  folgt   (durch  3 

145  145  ° 

,.  .,.      ^  16+13?/ 
dividiert)  


145 
Daher  17 +  13?/=  145/?;    y  = 

y=np  —  l-\- 


145J9-16 

13 
2p  — 3 


13 
Es  sei    ^^~^  =r;  2/?  — 3=13r. 


13 


P  = 


13r  +  3 


6r+l  + 


r+1 
2 


(B) 


.  (C) 


Da  die  Unbekannte  r  im  Zähler  nur  noch  den  Coefficient  1 

r  +  1 
hat,    so  ist  nur  noch  eine  Substitution  nötig.     Es  sei  — - — =n, 

folglich  r+1  =  272  und  r=1n — 1.     InC  substituiert; 

p  =  6(2w— 1)  +  1 +  w=13w— 5.     In  B  substituiert: 
t/=ll(13n  — 5)  — l+r=ll(13n  — 5)— l+2w  — 1; 
y=lAbn  —  57. 

Aus  A:     ^=1039  — (145n  — 57)  — 3(13w  — 5); 

a;=llll  — 184w. 
Determination :     1 1 1 1  —  1 84  ?2  >0,  folghch  n  <  6^^^^ ; 

57 


145/z— 57>0, 
Daher  ?2=  1,  2,  3,  4,  5,  6. 


n> 


145* 


n 

;r=llll- 

184w 

y=145w- 

-57 

1 

927 

88 

2 

743 

233 

3 

559 

378 

4 

375 

523 

5 

191 

668 

6 

7 

813 

3.  Beispiel.    \lx=\Ay.  Fehlt,  wie  hier,  das  constante  Glied, 
so  mufs  offenbar  x  gleich  einem  Vielfachen  des  Coefficienten  von 
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y  und  y  gleich  demselben  Vielfachen  des  Coefficienten  von  x  sein, 
dem  x=  kann  nur   eine  ganze  Zahl  sein,    wenn  y  durch  11 

teilbar  ist  (s.  §.  68,  23).     Folglich  ist  x=14n,  y==lln. 

4.  Beispiel.  Die  4  Bauerfrauen  A,  B,  C,  D  verkaufen  Eier, 
^  29,  B  35,  C43,  D  47  Stück.  M  kauft  von  jeder  derselben  und 
giebt  für  jedes  Stück  denselben  Preis.  Den  Rest  nimmt  N,  der 
nicht  diesen  Preis,  aber  gleichfalls  für  jedes  Stück  denselben  Preis 
zahlt.  Alle  4  Frauen  hatten  gleichviel  gelöst.  Wie  viel  Eier  hatte 
M,  wie  viel  N  gekauft  und  zu  welchem  Preise?  (Die  Preise  in 
Pfennigen,  die  Zahl  der  Pfennige  ganz  und  prim  zu  einander.) 

Auflösung.  M  gab  für  jedes  Stück  j3,  A'  1  ^,  J/ nahm  von 
A  :  X,  von  B  :  ?/,  von  C  :  z,  von  B  :  u  Stück,  N  daher  29 — x^ 
35  — !/,  43  — z,  M—u  Stück. 

Hier  sind  x^  y,  z,  u  ganze  Zahlen,   p  jedoch   kann  vorläufig 

5 
gebrochen  sein,  denn  statt  der  Preise  —  und  1  ^  kann  man  auch 

5 
—  •3  und    1*3,    d.  i.  5  und  3  ^  nehmen,   um   ganze   Zahlen   zu 

erzielen. 

Folglich  hat  A:  px  +  29 —x,  B  :py -{-^b  —  y,  Cipz-^-Ad  —  z, 
D  : pu-\-Al  —  u  ^  gelöst  und  es  ist: 

jo^  +  29 — x=py-\-^b  —  y,   oder  p  =  1  4 


jja:  +  29  —  x  -=pz  -|-  43  —  z,  oder  jo  =  1  -f- 
px  +-29  —  x  =pu  +  47  —  w,  oder  p  =  \-\- 


x  —  y 

14 
X  —  z 

18 


X  —  u 


Daher = ,    oder  x  —  y  =  — ^-zi 

x  —  y        X  —  z^  ^  7 

6  18  ,  x  —  u 

oder  X  —  y  = 


X  —  y        X  —  u  3 

Mithin  =  — - — ,    oder    ^{x—z)^==l(x  —  u)    und 

7  o 

folglich  X  —  z  =  ln,  x  —  w  =  9??. 
Damit  ergiebt  sich  x  —  t/=3w. 
Daher:     ?/  =  a:  —  3w,  z  =  x  —  In,  u  =  x  —  9w. 

Der  Preis  p  =  H ^=  1  +  A.=  i  _{- A. 

x  —  y  Sn  n 

Scharig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    HI.  Teil.  25 
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Z.B.:     rr=25,  n  =  2  giebt 

y=\9,  2  =  11,  u=l  zu  \-\-~  =  2^, 
der  Rest  von  4,  16,  32,  40  Stück  zu  1  ^. 

Anmerkung.  Haben  die  Frauen  allgemein  a,  &,  c,  d  Eier, 
so  ist  die  Auflösung  folgende: 

b  —  a,  c  —  a,  d  —  a  mögen  das  gemeinsame  Mafs  m  haben; 
b — a  =  b'm,  c  —  a  =  cm^  d — a  =  d'm. 

a  —  a^ 
a^  Jeliebigj  jedoch  <a  —  d\  ^< — - —  und  ganz. 

M  kauft  von  A:  a^,    von    B:  b-\-a^  —  a-\-b' k  =  b^,    von  C: 

c-\-a^  — a-^  c  k=^c^^  von  D:  d-\-a^  —  a-{-d'k  =  d^  zu  k  y^. 

Den  Rest  kauft  N  zw  k'\'m  ^   {k-\-m  prim  zu  k). 

a  —  2 

Ist  die  in  m-— ■    enthaltene    2:anze  Zahl  =n,    so    ist    die 

d—  a  ^ 

Anzahl  der  Auflösungen  =  w    a  —  1 . 

°  L  2m  J 

Wie  bestimmt  man  diesen  Ausdruck  für  die  Anzahl? 

IL     Auflösung  durch  Kettenbrüche. 

Den  Quotient  aus  dem  gröfsern  und  dem  klein  ern  Coefficient 
der  Unbekannten  verwandele  in  einen  Kettenbruch  und  bilde  sämt- 
liche Partialwerte. 


Beispiel. 

15a;-f-26?/  =  901. 

1, 

3 

1         2      5 
1          1      3 

7 
4 

26 
15* 

Nun  ist  die  Differenz  aus  dem  letzten  (w*^")  und  vorletzten 
{u  —  1*^°)  Partialwerte  zu  bilden,  die  nach  §.  91,7  gleich  dem 
Quotient  aus  ( —  1)"  und  dem  Produkte  der  Nenner  der  beiden 
Partialwerte  ist.     Da  hier  die  Anzahl  (w)  der  Quotienten  5  ist,  so 

'''''  26_J^__(-n^_ \_ 

15         4  15-4  15-4  ^  ^ 

[Es  genügt  übrigens,  zu  wissen,  dafs  die  Differenz  aus  dem 
letzten  und  vorletzten  Partialwerte  =  1  dividiert  durch  das  Pro- 
dukt der  Nenner  ist.  Ob  dieser  Bruch  positiv  oder  negativ  ist, 
erfährt  man  leicht,  wenn  man  die  bekannte  Operation  der  Sub- 
traktion der  Brüche  hinsichtlich  des  Zählers  nur  mit  den  Einern 
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ausführt.      Hier   ist    der    Zähler   26-4  — 15-7= 4— 5, 

folglich  =—1.] 

Diese  Gleichung  ist  alsdann  mit  dem  Generalnenner  (hier 
15  «4)  zu  multiplicieren,  wobei  man  links  die  Differenz  aus  2  Pro- 
dukten erhält,  von  welchen  das  eine  den  Coefficient  von  x,  das 
andere  den  Coefficient  von  y  enthält.  Diese  Coefficienten  (hier  15 
und  26),  die  zugleich  stets  den  1.  Bruch  der  Gleichung  W  bilden, 
stelle  man  in  beiden  Produkten  voran.  Rechts  erhält  man  + 1 
oder  —  1.     Daher: 

26.4-15.7  =  -l  .  .  .  .  (Y) 

Die  rechte  Seite  mufs  ferner  das  Zeichen  der  rechten  Seite 
der  gegebenen  Gleichung  (also  des  constanten  Gliedes)  erhalten. 
Hier  ist  dasselbe  positiv  (nämlich  +901),  folglich  ist  die  Glei- 
chung Y  noch  mit  —  1  zu  multiplicieren. 

—  26-4+15.7  =  1. 

Alsdann  ist  die  Gleichung  so  zu  ordnen,  dafs  die  Coefficien- 
ten der  Unbekannten  dieselbe  Stellung  einnehmen,  wie  in  der  ge- 
gebenen Gleichung.     Folglich  ist  15  voran  und  26  nachzustellen. 

15.7  —  26.4=1. 

Die  Zeichen  der  beiden  Glieder  links  müssen  ferner  mit  den 
Zeichen  der  Glieder  der  gegebenen  Gleichung  übereinstimmen.  Ist 
eine  Änderung  nötig,  so  hat  man  diese  in  dem  in  Parenthese  zu 
stellenden  2.  Faktor  des  Produkts  auszuführen.     Daher: 

15  (7) +  26  (—4)=!. 

Multipliciert  man  jetzt  die  Gleichung  mit  der  constanten  Zahl 
der  gegebenen  Gleichung  und  zwar  links  die  in  den  Parenthesen 
befindlichen  Zahlen,  so  ist  zunächst  die  Form  der  gegebenen 
Gleichung  hergestellt: 

1 5  (6307)  +  26  (—  3604)  =  90 1. 

Eine  Vergleichung  mit  der  Aufgabe  15a; +  26?/ =  901  läfst 
nun  sofort  eine  Auflösung  derselben  in  ganzen  Zahlen  erkennen: 

a;  =  6307,  ?/  =  — 3604. 

Da  jedoch  negative  Auflösungen  vermieden  werden  sollen,  die 
Gleichung  auch  mehr  als  eine  Auflösung  haben  könnte,  so  hat 
man  noch  der  linken  Seite  das  Produkt  aus  den  beiden  Coeffi- 
cienten und  einer  Hilfsunbekannten  (n)  positiv  und  negativ  hinzu- 
zufügen : 

1 5 .  26w  —  15  .  26 w  +  1 5  (6307)  +  26  (—  3604)  =  901 , 

diese  Produkte  aber  so  mit  den  beiden  Parenthesen  zu  vereinigen, 
dafs  in  dieselben  nicht  negative  Glieder  allein  zu  stehen  kommen. 
Folglich: 

25* 
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15  (6307  —  26w)  +  26  (15w  —  3604)  =  901. 
[Also  nicht:  15(6307+26w)-h26(— 3604— I5n}==901.] 

Jetzt  hat  man  offenbar  die  gewünschten  Auflösungen: 

a;  =  6307  — 26w  und  i/=15?2  — 3604 

erhalten  und  es  ist  nun  noch  zu  untersuchen,  wie  grofs  n  zu  neh- 
men ist,  damit  x  und  y  positiv  werden. 

Die  Determination  giebt  aus 

6307  — 26w>0,  15?2— 3604>0: 
71  <  242^1,  n  >  240yV\ 

Mithin  sind  nur  die  nachstehenden  2  Auflösungen  möglich: 


a;=:6307  — 26w 


241 
242 


41 
15 


y=15w  — 3604 


11 
26 


Wie  die  höchst  einfachen  Operationen  erkennen  lassen,  ist 
die  Auflösung  mit  Kettenbrüchen  weit  einfacher  und  kürzer  als 
die  indische.  Die  auftretenden  gröfseren  Zahlen  können  nicht 
gegen  dasselbe  stimmen,  denn  die  durch  die  Determination  erhal- 
tenen Grenzwerte  von  n  geben  unmittelbar  für  die  eine  Unbekannte 
die  erste,  für  die  andere  die  letzte  Auflösung. 

Da  man  nämhch  bei  der  Determination 

6307:26  =  242^1  und  3604:  15  =  240tV 
erhielt,  so  ist  26 -242^1  =  6307,  15  •240^^  =  3604,  und  daher: 

26  f 242^1-  ^^ 


X  =  6307  —  26 .  242  =  6307  - 
=  6307  —  6307  +  15  =  15, 


26 


11 


2/  =  15 •  241  —  3604  =  1 5  [2A0j\  +  —j  —  3604  =  11. 

Die    übrigen   Auflösungen    aber    ergeben   sich   nach    dem    3., 
event.  4.  Satze. 


114 
41 


2.  Beispiel.      114a; +  41?/ =  20003. 
=  2(+)l,      3,      1,      1,        4, 


114 


25 


(i)i 


11 
4 


5 


25^ 
9 


114 
41 


41 


«=  + 


41-9 


Mit  41  «9  multipliciert: 

114. 9_41. 25  =  1;  114(9) 


41(-25)=1. 


§.  92.     Diophantische  Gleichungen. 


389 


Mit  20003  multipliciert: 

1 1 4  (1 80027)  4-  41  (—  500075)  =  20003. 
114-41n — 114-41^  links  hinzugefügt: 

1 14  (180027  —  41  ?0  -I-  41  (1 14?2  —  500075)  =  20003. 

a;=  180027 -41w,  ?/=  114^—500075. 

Aus  180027— 41  ?2>0,  114n  —  500075  >  0  ergiebt  sich: 

n  <  4390fi,  n  >  43863V¥- 
Daher  n  =  4387  bis  4390: 


a;=  180027  — 41 72 


4387 
4388 
4389 
4390 

3.  Beispiel. 


160 

119 

78 

37 


114^  —  500075 


43 
157 
271 
385 


-^  =  -^+2^;  mit  30  multipliciert: 


24 


=  l(+)24 


24?/  — 25a;=70  . 
1  1 


m 


25    ' 


25 
24 


.  (A) 
,    mit  24-1  multipl. 


24 

25-1— 24.1  =  1;       24(— 1)  — 25(-l)-=l     ] 
mit  70  multipliciert:   24(— 70)  — 25(— 70)  =  70  | 
24'25w  —  24'25w  hinzugefügt: 

24(25/2  —  70)- 25  (24w  — 70)  ==70. 
Daher  (s.  A.):     ?/  =  25w— 70,  x  =  2An—10. 
Aus  25n  — 70>0  und  24/2  — 70  >0  folgt: 

n>2|f,  w>2||. 
Mithin  w  =  3,  4,  5,  ...  bis  oo;  z.  B.: 


(siehe  A). 


^  =  25n  — 70 


5 
30 
55 


a;  =  24?z— 70 


2 
26 
50 


4.  Beispiel.     I.    5a;  — 3z/ —  7^;  =  17; 

IL    —ix-i-Uy-^ßz  =  l. 

A    x>i-                 A       T                5a;  — 72:— 17 
Auflösung.      Aus  1:     y  = ^ 


•  (A) 
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In  11  substituiert:     — 4a;  +  ll-  ^^~^^~^'^  -j-Sz^l, 

o 

mit  3  multipliciert:  43a;— 592=  190  .  .  .  .  (Z) 

-3=l(+)2,     1,      2,       5  ^^        ^^ 


i_      A    A    IL    li         ^^         8  43-8' 

1         2      3       8       43 
59-8  — 43-11  =—1;     —  43 -11  4- 59-8  =  — 1; 
43(11)  — 59(8)  =  1;  mit  190  multipliciert: 
43  (2090)  —  59  (1 520)  =  190. 
43(2090  — 59w)  — 59(1520  — 43^2)=190;  daher  (s.  Z): 
a;  =  2090  — 59w;  z=1520  — 43w.     In  A  substituiert  : 

10450  — 295w— 10640  +  30172— 17 
y  = ^ =  2n  — 69  .  .  .  (B) 

2090  — 59w>0,   2w  — 69>0,    1520  — 43w>0; 
w<35|f,    7z>34i,   n<35tt. 
Folglich  nur  w  =  35  und  daher: 

a;  =  2090  — 59-35  =  25;  t/  =  2.  35  —  69  =  1; 
;2=  1520  — 43-35  =  15. 
Anmerkung.     Hätte    die    Gleichung  A   in    der   Form  B  zu 

y= geführt,  so  wäre  die  Auflösung  unmöglich  gewesen, 

o 

wie  eine  Vergleichung  von  3?/ =  6^  +  68  oder  '6y  —  6w  =  68  mit 

dem  2.  Satze  erkennen  läfst. 

5.  Beispiel.  N  bezahlte  seine  Arbeiter  nur  in  ganzen  Mark- 
stücken. Er  gab  wöchentlich  3  Frauen  und  7  Kindern  2  Mark 
weniger  als  4  Männern,  4  Männern  und  3  Frauen  aber  100  Mark 
mehr  als  3  Kindern.  Wie  viel  Mark  erhielt  wöchenthch  jeder 
Mann,  jede  Frau  und  jedes  Kind? 

Auflösung.  Jeder  Mann  erhielt  x^  jede  Frau  y,  jedes  Kind 
z  Ji  wöchentlich.     Folglich : 

I.    3«/H-7z  =  4ic  — 2;     IL    4a;  +  3?/  =  32  +  100. 

Aus  I:     y  = ^ .     In  II  substituiert  und  durch  2 

ö 

dividiert : 


4a:-5z  =  51;    -|  =  1  (+)  4         ^ 


^^'41         4-1 
1         4 
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5.1-4.1  =  1;   4(— l)-5(— 1)  =  1;   4  (— 51)  — 5  (— 51)  =  51 ; 
4(5/^  — 51)  — 5(4n  — 51)  =  51; 
x==bn  —  51,  z  =  An  —  51  ....  (A) 

In  den  Wert  für  y  substituiert: 

20  w  —  204  —  2  —  28w  -f  357         151  —  Sn 


Da  y  und  n  ganze  Zahlen  sein  sollen,  so  ist 
151  — 8w 

y= — ö 


,  d.i.  dy=\bl  —  Sn  oder  3«/  +  8/i=»151 


in  der  bisherigen  Weise  nach  ganzen  Zahlen  aufzulösen.    Daher : 

8 


1 


=  2(+)l, 

2, 

8 
3 

2         3 
1         1 

8 
3' 

3 
1 

3-1  ' 

8.l-3.3  =  -l:    3(— 3)4-8(l)  =  -l;   3  (3)  +  8  (- 1)  =  1 ; 
3(453)  +  8(— 151)=15l;     3(453  — 8^)  +  8  (3/^— 151)=  151. 

Folglich:     t/  =  453  — 8Ä:  und  ^2  =  3^:— 151.     InAsubstit.: 

a;=5(3^— 151)  — 51  =  15^^  —  806; 

2  =  4(3^:— 151)  — 51  =  12^  —  655. 

15A:— 806>0,  453  — 8A:>0,  12^— 655>0  giebt: 

Ä>53H,  ^<56|,  >t>54TV 

Mit  k  =  M  würde  wohl  x  positiv,   z  jedoch  negativ  werden 
Daher  ist  nur  ^  =  55  und  56  zu  setzen. 


k 

X 

y 

^ 

55 

56 

19^ 
34  „ 

5  „ 

für     1  Mann,  1  Frau,  1  Kind. 

6.     Eine  Gleichung  mit  mehr  als  2  Unbekannten. 
I.     Auflösung  durch  die  Euler'sche  Methode. 

Löse  die  Gleichung  nach  der  Unbekannten  mit  dem  kleinsten 
Coefficienten  auf  und  verfahre  wie  in  5,  I. 

Beispiel.     17a;  +  22«/  + 23^  =  350. 


350  — 22y  — 23;2 
17 


21-J/-2 


5y  +  6z  +  7 
17 
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ii<s  sei     — - — T^ 


17 


=;? 


17/?  — 6z— 7        ^  ,    ,    1p  —  z  —  1 

=  6p  —  z 


5  ^  '  5 

2jo  — z  — ^ 


r;  ;2  =  2p  — 5r  — 2. 


5 

j^  =  3p  —  (2p  —  5r  —  2)  —  1  +  r =p  +  6r  +  1. 
ic  =  2 1  —  (;?  4-  6  r  4-  1 )  —  (2p  —  5  r  —  2)  — i?  =  22  —  4p  —  r. 
Daher 
a;  =  22  — 4j9  — r,  2/=l+p  +  6r,  z  =  — 2  +  2p  — 5r  .  .  .  (W) 

Um  nun  nach  §.  90,  3  zu  bestimmen,  wie  grofs  p  und  r  ge- 
nommen werden  müssen,  um  x,  ?/,  z  positiv  zu  erhalten,  hat  man 
zunächst  zu  untersuchen,  mit  welchen  Zeichen  p  und  r  behaftet 
sind.  Da  beide  verschiedene  Zeichen  haben,  so  liegt  der  durch 
§.  90,  3,  1  bestimmte  Fall  vor.  Da  ferner  h  und  h  gleiches  Zeichen, 
e  das  entgegengesetzte  haben  soll,  so  ist  entweder  zu  ordnen: 

a;==22  — r  — 4p,  ?/=l  +  6r+jt?,  2:  =  — 2  — 5r  +  2;;, 

also  r  an  die  Stelle  von  m  (in  §.  90,  3,  I),  p  an  die  Stelle  von  n 
zu  setzen,  oder  die  Gleichungen  sind  in  folgender  Ordnung  zu 
nehmen : 

f/  =  l+P  +  6r,  a;==22  — 4i?  — r,  2:  =  — 2  +  2p  — 5r, 

wo  p  an  die  Stelle  von  m,  r  an  die  Stelle  von  n  tritt.  Letztere 
Anordnung  giebt: 

a,  b,  c,    d,       e,       f,        g^     h,     i, 
=  1,  1,  6,  22,  —4,  —1,  —2,  2,  -5, 

i^  =  i-      ^  =  6     ^ 
e        A'     b         '    Ä 


±.  —  (K       -1 _01 


fei 
Da  —  zwischen  -;-  und  -r-    liegt,    so    gilt    Abschnitt  A    (in 
e  0  n 

§.  90,  3,  I)   und  die   durch  Y  gegebenen  Grenzwerte  für  r  (iden- 
tisch mit  n)  sind: 

-4  —  22  ^  ,  ,     44  —  8         ,^ 

=  -lA     und      oA_L-0    =^^' 


—  1+24  ''  20 

Folglich  r  =  — 1,  0,  +1. 

r  =  --l  giebt  (s.W)  a;  =  23  — 4i;,  y=p  —  b,  z  =  2p-\-3. 

23  —  4jo>0,  p  —  5>0,  2i?  +  3>0  oder 
P<5|,  p>5,p>-H. 

Mithin  keine  Auflösung. 
r=0:    a;  =  22  — 4i?,  f/=l+p,  z  =  2p  — 2. 
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Daher  p<b^,  p>  —  U  P>  ^'     Folglich: 


p 

X 

y 

z 

2 

14 

3 

2 

3 

10 

4 

4 

4 

6 

5 

6 

5 

2 

6 

8 

r=l:    a;  =  21— 4j9,  ?/=;?-l-7,  2;  =  2p  — 7. 
jo  <  5i,  P  >  —  7,  i?  >  3^.     Folglich : 


p 

X 

2/ 

z 

4 

5 

11 

1 

5 

1 

12 

3 

Die   Aufgabe  läfst   mithin  nur  die  vorstehenden  6  Auflösun- 


II.     Auflösung  durch  die  Kettenbrüche. 

Man  setze  das  mit  dem  gröfsten  Coefficienten  behaftete  Glied 
auf  die  rechte  Seite  und  verfahre  wie  in  5,  1. 

In  Bezug  auf  die  letzte  Aufgabe: 

17a;  +  22!/  =  350— 23z. 
22 


17 


=  l(+)3,     2, 


22 
17' 


22 


17         7         17-7' 

22.7—17.9  =  1;  17  (- 9)  +  22  (7)  =  1,  mit  350  — 232mul- 
tipliciert : 

17(— 3150  + 207z) +  22  (2450  — 161z)  =  350  — 23z 
17(22w  — 3150  + 207z)  + 22  (2450  — 17w—161z)  =  350  — 23z. 
Daher  a;  =  — 3150 +22w  + 207z;  !/  =  2450  —  17w— 161z. 
Da  z  positiv  sein  soll,  so  ist  z  =  l,  2,  3,  .  .  .  zu  setzen. 

Der  höchste  AVert  von  z  ist  offenbar  dann  vorhanden,  wenn 
X  und  7/  am  kleinsten  sind,  also  wenn  17«  1  +  22- 1  +  23z  =  350. 
Folglich  kann  z  nicht  gröfser  als  13  sein.  Diese  obere  Grenze 
und  vielleicht  auch  z=12  u.  s.  w.  ist  jedoch  nicht  immer  möglich, 
weil  es  sehr  fraglich  ist,  ob  17a; +  22?/  + 23z  =^350  für  x=l, 
y=l,  z^l3,  oder  für  x=\,  2/=l,  z=12  u.  s.  w.  zutreffen 
wird. 

z=l  giebt  a;==22?z  — 2943;  !/  =  2289  — 17w. 
Hieraus  folgt  n  >  133^^,  ?^  <  134||. 
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Folglich  1  Auflösung  mit  w=134. 
2  =  2  giebt  a;  =  22w  — 2736;  ?/  =  2128— 17w. 

71  >  124^8^,  n  <  125^,     1  Auflösung  mit  w=  125. 

207 

z  =  d.     Da  der  1.  Grenzwert  für  7i   stets  um  -K^=9Y\,der 

1  fil 
2.  um  =  QjV  fallen  mufs,  so  hat  man  sofort  w>  114f4^  und 

w<115{f,  folglich  1  Auflösung. 

z==4:;  n>10m,  n<  \OQj\,  folglich  1  Auflösung. 
z  =  Q  und  8  geben  noch  2  Auflösungen. 

7.     n  Gleichungen  mit   n-^1    Unbekannten   von    der 

^ö^°^-  I.  ax=by-\-c 

IL  dx=ez-\-f 

III.  gx  =  hu-\-  i 

IV.  kx  =  lv  -\-m  u.  s.  w. 

Auflösung.     Bestimme  aus  I  nach  dem  5.  Satze: 
x  =  A^n^^B^  ....  (I*) 

Setze  diesen  Wert  für  x  in  II  ein:    dAn^-\- dB^^ez-\- f,  be- 
stimme hieraus  in  gleicher  Weise  n^  =  Dn^-\- E^  womit  I*  in 

x  =  A^{pn.^-irE)-\-B 
übergeht.     Diese  Auflösung  von  der  Form: 

x  =  A^K^  +  B^  ....  (II*) 
genügt  nun  den  Gleichungen  I  und  II. 

II*  in  III  substituiert,    giebt  g(^A.^n..^-\- B^  =  hu-\- i,    woraus 
n^=  Gn^-{- H  folgt  und  womit  II*  übergeht  in: 

0^  =  4^3  +  ^3  ....  (III*) 

Diese  Gleichung  genügt  nun  den  Gleichungen  I,  II,  III  — 
u.  8.  w. 

I.Beispiel.  I.     3x  =  by-\-A9 

IL     5a;=4z  +  61 

IIL     7a;  =  13w-+-103 

IV.     8a:=lU'+L 
X,  Pf  z,  w,  V  sollen  ganze  und  positive  Zahlen  sein. 

5 

Auflösung.     Aus  I:    3a:  —  5?/  =  49.     Mit  —  und  dem  vor- 

o 
letzten  Partialwerte  erhält  man: 

a;  =  98— 5n,  !/  =  49  — 3w  .  .  .  .  (A) 
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Damit  hat  zwar  x  die  gewünschte  Form  1*  der  vorstehenden 
Deduktion,  um  aber  unnötig  grofse  Zahlen  zu  vermeiden,  berück- 
sichtigt man,  dafs  98  —  57^>0,  49  —  3;i>0,  also  ;z<19f  und 
w<16^  sein  mufs.     Man  setzt  daher  ?z=16  —  n^  und  A  wird: 

x=\S  +  bn^,  y=l-^dn^  .  .  .  .  (I*) 

Diese  Auflösung,  in  welcher  w^  =  0,  1,  2,  .  .  .  gesetzt  werden 
kann,  orenügt  nur  der  Gleichung  1. 

Der  für  x  gefundene  Wert  ist  nun  in  II  zu  substituieren: 

5(18  +  5Wj)  =  4z  +  61,  oder  4z  — 25^^^  =  29. 

25 
Der  Kettenbruch  für  ——  führt  zu 
4 

4 (25m  —  174)  —  25 (Am  —  29)  =  29,  folglich: 

2;  =  25m— 174,  ?^^  =  4m  — 29. 

Hätte  man  nicht  m,  sondern  sogleich  n^  eingesetzt,  so  würde 
man  n^^  =  4:n,^  —  29  und  aus  I*: 

o;  =  1 8  4-  5  (4  n^  —  29)  =  20 w^  —  127, 

also  die  gewünschte  Form  II*  der  obigen  Deduktion  erhalten  haben. 
Um  jedoch  unnötig  grofse  Zahlen  zu  vermeiden,  wurde  einstweilen 
m  gewählt. 

w^  =  4m  —  29  in  I*  substituiert,  giebt: 

a;  =  20m— 127,  ?/=12m  — 86,  aufserdem  2  =  25m— 174. 

Folglich  m  >  7.  Man  setze  daher  m  =  8  +  ^2  ^^^  ^^^  ^^^" 
stehenden  Auflösungen  werden: 

a;  =  20w,  +  33,  z/=12w,  +  10,  ^  =  25^^  +  26  .  .  .  (II*) 

Diese  Auflösungen  Tmit  n^  =  0,  1,  2,...)  genügen  nun  den 
Gleichungen  I  und  II. 

Der  für  x  gefundene  Wert  in  III  substituiert: 

7(207Z2  +  33)=13w4-103,  oder  13^—140^2=128. 

Folglich  w=  140m'  — 5504,  ^3=  13m'  — 512.  In  II*  ein- 
gesetzt : 

a;  =  260m'— 10207,  t/=  156m'  — 6134,  z  =  325m' —  12774. 
Da  m'>39,  so  setze  man  m'  =  40+^3  und  man  erhält: 


a;  =  260w^+193,   !/=  156^3  +  106  1 
z  =  3257^3 +  226,   w=  140^13  +  96.    J 


.  (III*) 


Diese  Auflösungen  (mit  n^  =  0,  1,  2,  .  .  .)  genügen  nun    den 
Gleichungen  I,  II  und  III. 
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Der  für  x  gefundene  Wert  ist  endlich  in  IV  zu  substituieren: 
8  (260^3-1- 193)  =11?;  4-1,  oder  11^  —  2080^3=1543. 
Man  findet  2;=  2080m"  — 291627,  ^3  =  11^'- 1543. 
In  III*  substituiert:     a;  =  2860/;i"  — 400987, 

2/=  1716^"  — 240602,  ;2  =  3575m"  —  501249, 
w=  1540m '  —  215924. 
Da  m">140,    so   setze   man  m'  =1A1  -\-n^,   und   es  ergiebt 
sich  nun:      a;  =  2860?^^  + 2273,  ?/  =  1716^^+ 1354, 

2  =  357572^4-2826,  u=lMOn^-\- \2\Q,  «;  =  2080n4  4- 1653. 

Diese  Auflösungen   (mit  w^  =  0,  1,  2,  3,  .  .  .  .)   genügen   nun 
allen  4  Gleichungen. 

n^  =  0  giebt  a;  =  2273,  ?/  =  1354,  ;^==2826,  w  =  1216, 

2;  =  1653. 
71^=1  giebt  a;  =  5133,  ?/  =  3070,  z  =  6401,  w  =  2756, 

i'==3733  u.  s.  w. 

2.  Beispiel.     Welche  Zahl    giebt  durch  5  dividiert  1,   durch 
7  dividiert  3,  durch  11   dividiert  5  als  Rest? 

X  1 

Auflösung.     Ist  die  Zahl  x,  so  ist  -^  =  y  -i-T^  oder: 

5  5 

I.   a;=5?/4-l,     IL   a;  =  724-3,     III.   a;  =  llw4-5. 
Da  X  zunächst  aus  I  in  der  Form  An^  -\-  B  dargestellt  werden 
soll,  dieselbe  Gleichung  aber  schon  in  dieser  Form  vorhanden  ist, 
so  setze  man  ^ ,_,  5  ^     1    j  /pj 

In  II  substituiert:     5^2^4-1=72:4-3,  oder  bn^  —  72:  =  2. 
Der  Kettenbruch  für  -^  giebt  n^  =  Q-{-ln^. 

In  I*  substituiert: 

0^  =  5(7^2  4-6),  oder  x  =  dbn^^^di  ....  (II*) 

In  III  substituiert: 

35/22  4-31  =  112^4-5,  oder  llw  — 35^2  =  26. 
Hieraus  ergiebt  sich:  n^=  11/134- 130.     Dies  in  III  substit.: 

a:  =  35(llw3  4-130)4-31,  oder  0^  =  385/23  4-4581. 
Die  Determination  giebt:  /Zg  >  —  11,9.     Man  setze  daher: 

^3  =  — 114-^  und  man  erhält: 
0^  =  385^4-346, 
wo  nun  k  =  0,  1,  2,  .  .  .  gesetzt  werden  kann. 
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Daher  genügt  den  3  gegebenen  Gleichungen: 

X  =  346,  oder  o;  =  73 1 ,  oder  a;  =  1 1 16  u.  s.  w. 


Anmerkung.  Sind  m  Gleichungen  mit  m-\-k  Unbekannten 
gegeben,  so  kommt  gleichfalls  das  hier  im  7.  Satze  gegebene  Ver- 
fahren, event.  auch  die  durch  das  4.  und  5.  Beispiel  des  5.  Satzes 
berührten  Operationen  in  Anwendung. 

8.  Auflösung  der  rektangulären  oder  zusammen- 
gesetzten unbestimmten  Gleichung,  d.  i.  der  Gleichung  von 
der  Form:  axy -\- hx -\- cy  =  d. 

Nachdem  die  Gleichung  nach  der  einen  Unbekannten  (z.  B.  y) 
aufgelöst  ist :  ^  _  j^  _|_  ^ 

^~~     ax-\-c     ' 
verwandelt  man  den  Quotient,  in  welchem  die  andere  Unbekannte 
{x)  im  Zähler  und  Nenner  voranzustellen  ist,   mittelst  der  Partial- 
division in  die  Form:  b 

ax~{-  c 

Sollten  A  und  B  gebrochen  sein,  so  ist  die  Gleichung  noch 
mit  ihrem  Generalnenner  zu  multiplicieren. 

Dieselbe  ist  nun  in 

n 

y  —  A  = -j- —  und  dann  {y  —  A)  {ax  -\-  c)  =  B 

ttX  ~p"  c 

zu  verwandeln.  Hierauf  ist  B  mit  jedem  in  demselben  enthaltenen 
Mafse  in  ein  Produkt  zweier  ganzen  Zahlen  zu  verwandeln  (z.  B. 

21  =  1.21,  3.7,-1 — 21,-3 7),  alsdann  y  —  A  gleich  dem 

einen  Faktor,  ax-\-c  gleich  dem  andern  zu  setzen  und  y  und  x 
aus  diesen  Gleichungen  zu  berechnen,  die  selbstverständlich  nur 
dann  giltige  Auflösungen  geben,  wenn  sie  als  ganze  Zahlen  er- 
scheinen. 

Beispiel.  JS  verteilt  203  Äpfel  unter  Knaben  und  Mädchen. 
Es  bekommt  jeder  Knabe  7  Äpfel  mehr,  als  die  Zahl  der  Mädchen 
beträgt,  jedes  Mädchen  11  Äpfel  w^eniger,  als  die  doppelte  Zahl 
der  Knaben.     Wie  viel  Knaben  und  Mädchen  waren  es? 

Auflösung,     o;  Knaben ,?/ Mädchen.     Folglich: 

^  (2/ -h  7) -1-?/ (2a;  — 11)  =  203.    Daher: 

3.ry+7:.-lly  =  203;    y==^^2^±^ 

oder  (durch  Partialdivision) 

7     ,          532  .    ,         ,  .  ,.  . 

y=  —  TT   '   ^7q TT»  ^^^  ^  multipliciert: 

o  o  \oX  —  1  j 
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(3y-f-7)  (3x— 11)  =  532. 

Da  532  =  2-2. 7-19,    so   sind  nach   §.25   die  in  532   enthal- 
tenen Faktoren:    1,  2,  4,  7,   14,  19,  28,  38,  133,  266,  532. 

Man  setze  daher  (3?/ -1-7)  (3a: — 11)  der  Reihe  nach 
=  1-532,  2-266,  4-133  u.  s.  w., 
dann  =— 1-  — 532,  —2-  — 266  u.  s.  w. 
Setzt    man    3?/+ 7  =  1,  2,   4,   7,  14,  38,  266,    oder    gleich    einer 
negativen    Zahl,    so    erhält   man   keine  Auflösung,    weil    alsdann  y 
entweder  negativ  oder  gebrochen  wird.     Nur  folgende  Gleichungen 
führen  zu  Auflösungen: 

3?/H-7=  19,  3a:— 11=28  :?/=  4,  a:=13 
32/-|-7=  28,  3a;— 11  =  19  :?/=  7,  a:=10 
3«/H-7  =  133,  3a;— 11=  4:!/=  42,  a;=  5 
3?/ 4-7  =  53-2,  3a:  — 11=    1  :?/=175,  x=    4. 

9.     Unbestimmte  Gleichungen  2.  Grades,   in   welchen 
die  Quadrate  beider  Unbekannten  enthalten  sind. 

I,     Die  allgemeine  Form  derselben  ist: 

ax^  +  ßxy  -h  yy^  +  Sx-\-ey -\-^={i. 
Diese  Gleichung  nach  y  aufgelöst: 

^~ßx  —  e-{-y{ß'  —  Aay)x''-\-2{ße  —  lYS)x-^e'  —  AY^ 

Da  7/  rational  werden  soll,  so  mufs  die  Wurzelbasis,  die  von 
der  Form  ax  -\-bx-\-c  ist,  eine  Quadratzahl  werden. 

y  =  y3x^  —  7a;-|-38  ist  z.B.  aufgelöst,  wenna:=ll  gefun- 
den ist,  denn   ^3  •  1 1^  —  7  - 1 1  -f-  38  =  1/324  =  18. 

Um  mit  möglichst  kleinem  Mittelgliede  zu  rechnen,  kann  man 

zuvor  x  =  z  —  d  setzen,  wo  d  die  dem  Quotient -r —  zunächst  lie- 

^  2  er 

gende    ganze   Zahl    ist.     Z.B.  7a;^  — 58a:+ 146.     Da  der 

^  *  / 

ganzen  Zahl  — 4  am  nächsten  liegt,  so  setze 
y  =  z-{-A)  =  z-\-4, 
womit  sich  das  Trinom  in  7  z^  —  2  z +  26  verwandelt. 
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IL     y  =Y  CLX  -\- b  X -\- (?  läfst  sich  rational  machen. 

Auflösung.     Man   setze  ax-\-hx-\-c  ={mx-\-c)  ,  folglich: 
ax^  -\-hx-[-  c^  =  m  x  +  2  cmx  -\-  c  ^  oder 
ax  -\-hx  =  7n  x  +  2  cmx. 

Durch  X  dividiert :    ax -\-h  =  m  x -{-2  cm,  daher : 

h  —  'lern 


x  = 


2 

m  —a 


Setzt  man  m  einer  beliebigen  rationalen  Zahl  gleich,  so  wird 
auch  X  rational.  Damit  aber  der  Quotient,  also  x,  wenn  es  mög- 
lich ist,  leichter  als  ganze  Zahl  gefunden  werden  kann,  nimmt 
man  für  m  entweder  eine  ganze  Zahl,  die  m^  —  a  sehr  klein  wer- 
den läfst,  oder  einen  Bruch  -^,  welcher  w«^  — «,  d.i.   (-^rl  — «in 

A       ,  .  . 

einen  Bruch  — ^  mit  möglichst  kleinem  A  verwandelt.     Da  nämlich 

im  letztern  Falle 

—  IZl^lJ^  -lh  —  l£L\  A S{hd-2cr) 

so   wird   für   diesen   Quotient   leichter   eine   ganze  Zahl   gefunden, 
wenn  A  eine  sehr  kleine   ganze  Zahl  ist.     Da  also   (-^j  — a  sehr 

klein,  mithin  nahe  (-^j  — a  =  0,  oder  annähernd  -^  =  1^0  wer- 
den  mufs,  so  ist  ^^1="^)  einem  Partialwerte  von    ya   gleich   zu 

setzen.     Nach  §.  91,  20,  III  lassen  sich  sogar  für  Ya  Partialwerte 

finden,  die  ^  in  1,   folglich  x  in ~,    d.  i.  in  die  ganze 

Zahl  S{b^ — 2cy)  verwandeln. 

Beispiel.     y  =  Vlx^  +  i\x -\-2'o=yi  x^-i- llx -\-b\ 

nr.  ^        .  .  .  .      n      -,  11   —   10m 

Mit  «=7,   ^  =  11,   c  =  5   findet  man  x  = ^ . 

m  —7 

Da  m^  —  7  sehr  klein,  also  nahe  m=yi  werden  soll,  so 
suche  man  für 
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|/7"=2(+)l,     1,     1,      4,      1,      1,       1,      4,. 


,.     ^     .  ,       ,      2         3      5      8 
die  Partialwerte  —       "T"    "ö^    ^ 

37 
14 

45 
17 

82 
31 

127 

48  • 

_      .  ,              11—20       „ 

w  =  2  giebt  x  =  — 5 =  3; 

2^  —  7 

5 

m  =  3  und  m  =  —  geben   keine  Auflösungen  in  ganzen  und 

positiven  Zahlen. 

8    /  127  \ 

Der  Partialwert  -^  (wie  auch  u.  s.  w.j  mufs  nach  §.91, 

20,111:  (-^)  — 7  oder  7 — l^j  ^^  — ^  verwandeln,  weil  derselbe 

dem  Quotient  (4)  vorausgeht,  der  das  Doppelte  der  in  )/  7  enthal- 
tenen ganzen  Zahl  ist. 

g 
m  =  -^  giebt  daher  für  x  die  ganze  Zahl  — 141. 

Um  die  hier  entstehenden  negativen  Auflösungen  zu  vermeiden, 

nimmt  man  mit  Rücksicht  auf  den  negativen  Wert  von  yl  die 
betreffenden  Partialwerte  negativ. 

g 
fn  =  —  —  z.  B.  giebt  x  =  399. 

o 

IIL  y  =  y  a^  x^  -{-  bx  -\-  c  läfst  sich  stets  rational  machen. 

2 

Setze  a  x^  4-bx4-c  =  (ax  -\-  m)  ,   woraus  x  =  -; 

b  —  lam 

folgt,  welcher  Quotient  für  ein  beliebiges  rationales  m  gleichfalls 
rational  wird  und  jenes  Trinom  in  die  Quadratzahl  {ax-{-my  ver- 
wandelt. 

IV.  y '^Y  ax^ -\- bx -\- c  läfst  sich  stets  rational  machen, 
wenn  b^  —  4<2C  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  denn  dann  läfst  sich 
(s.  §  86,  2,  2.  Aufg.)  jenes  Trinom  in  die  Form  {d -^^  ex)  {f -\- gx) 
verwandeln.     Man  setze  daher: 

[d  +  ex)  {f-\-  gx)  =  rn  {d-^  exf,  woraus  sich 
drn  —f 


g  —  m  e 


ergiebt. 


Da  q  —  m  e  sehr  klein,  also  nahe  =  0  oder  annähernd  m  ==  — 
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zu    nehmen    ist,    so    setze    man    für    m    einen    Partialvvert    von 


V- 


V.  y ax-\-hx-\-c  läfst  sich  rational  machen,  wenn  sich  die 
Wurzelbasis  in  die  Form: 

oder  {d  +  ex)  [f-\-  gx)  -\-  %  x 
oder  allgemein  {d-\-ex)  {f-\-  gx)  -f-  (ä  +  ixf  bringen  läfst. 

Denn  setzt  man: 
{d  4-  ex)  (/•-{-  gx:)  +  {li  +  ixf=  \m  (/•+  gx)  +  (Ä  -f  ix)f, 

.  ,  d  —  2  Ä/w  —  fm 

so  wird  o;  = ^ ^ . 

gm  -{-lim  —  e 

Da  der  Nenner  nahe  =0  zu  nehmen  ist,  so  löse  die  Glei- 
chung gm  +2  im  —  e  =  0  nach  m  auf  und  suche  für  beide  m  die 
Partialwerte. 

VI.  y=Vax^-{-'bx-\-c  läfst  sich  rational  machen,  wenn  für 
X  ein  Wert==w  gefunden  ist,  welcher  die  Wurzel  rational  macht. 

Beweis.  Es  sei  für  x  =  w\  y  =  ß  gefunden  worden,  folg- 
lich ist^  2  2   ,    ,      , 

y  =ax  -\-ox-\-c 


^  =  any  -\-hw  -\-c  subtr. : 
y'  —  ß*"  =  a  \x  —  rv)  -\-h{x  —  w),  d.  i. 
y={x  —  rv)  [a (o;  +  w) -h ^>] -f- /^^ 
y  =^{x  —  rv)  {ax  -\-  am  -\-'b)-Arß  . 
Es  sei   {x  —  rv)  {ax  -\-  aw  -{-  b)  -}-  ß^  =  [m  (x  —  rv)-\-  ß'f, 
folglich :  ax  -{-  aw  -\-  h  =  rn  {x  —  w)  -^  2  ßm ) 

nm  —  Ißm  -{-arv-^-h 

X 2  * 

m  — a 

r»      u  r>    X-  ij-  •  •                         I    2arv-\-b  —  2ßm 
Durch  Jrartialdivision:      x  =  w-\ ^ . 

m  — a 
Hier  ist  wie  in  II  für  m  ein  Partialwert  von  y  a  zu  nehmen. 

Beispiel.     V^x'  —  lx-\-A.h.     Zunächst   ist   durch  Versuche 
ein  Wert  für  x  zu  suchen. 
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Durch  Addition  der 
Differenzen  sind  die  Zah- 
len der  Wurzelbasis  leicht 
gebildet.  Viele  derselben 
erweisen  sich  aber  ohne 
besondere  Rechnung  nach 
§.62,  9  sofort  als  un- 
brauchbar. 

Man  gelangt  bald  zu  o;  =  9  mit  der  Wurzelbasis  225 ,  folglich 
ist  in  diesem  Falle  y  =  y22h  =  15. 

Mit  a  =  3,  &  =  7,  c  =  45,  w  =  9,  ß=\h\ 


X 

Wurzelbasis 

1.  Differenz 

2.  Differenz 

0 

45 

—4 
2 

8 

1 

41 

6 

2 

43 

6 

3 

51 

6 

4 

65 

14 

a;  =  9 


m 


6-9— 7— 30;?i 


)/y=l(+)l,     2,     1, 


oder  a;  =  9-f 


47  — 30»? 


m 
2,      1,     2, 


J_       2      5      7       19      26 
1         1      3      4      11      15 
7       9f^ 

Nur  2,  -^,  -j^,  . .  .  geben  brauchbare  Werte  (s.  §.91,20,111), 

die  wegen  m  ==(+//?)   auch  negativ  genommen  werden  können. 

47  —  30-3 


m 


2  giebt  a:  =  9 


m  =  -r-  giebt  x  = 
4    ^ 


.Q  26 

/9;    m  =  -r;r:x 
15 


m  =  —2 


116;    ;7i  = — :a; 


4; 

=  —1116; 
1601. 


Hat  man  einige  Werte  für  x  und  zwar  Wj,  w^,,  w^,  .  .  .  (jedes 
dieser  w  gröfser  als  das  vorhergehende)  gefunden,  so  ergeben  sich 
neue  mit  bequemerer  Rechnung  durch: 

oder  rv^==A-\-Bw^_^-{-Ctv^_^, 
je  nach  der  Beschaffenheit  der  Partialwerte. 

Hier  sind  die  auf  einander  folgenden  Werte: 


rv. 


rv^ 


TV, 


rv. 


TV, 


1?  "-2»  ^^3»       '"4»  "5' 

—  1116,    —79,    —4,    9,      116,      1601  u.  s.w. 
Um  jene  Formel  zu  bilden,  hat  man  zunächst  A,  B,  C  aus 
—  4  =  ^—79^—111667 
9  =  ^—   4B—     19C 
116  =  ^—   9^—       AC  zu  berechnen. 
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Man  findet  A  =  —14,  B=\4,  C=— 1,  daher: 
w  =  —  14  4-14w„    ,— ^„    .>. 

n  '  n  —  1  n  —  2 

Folglich 
«;e  =  — 14+ 14w,-/^;^  =  — 14  +  14.116  — 9  =  1601; 
/i;7  =  — 14 +  14w;g  —  ;2;5  =  — 14  +  14.1601  — 116  =  22284  U.S.W. 

10.    Besondere  Aufgaben  über  unbestimmte  Gleichun- 
gen 2.  Grades. 

I.    y==Vx-\-l  und  z  =  yx—l    für   dasselbe  o:  rational   zu 
machen. 

Auflösung.     a;  +  l=?/^,  o: — l=zl     Durch  Subtraktion  : 

2  =  y^—z%  oder  y'  =  z'  +  2. 

w^+2 
Setze  z  =  y  —  n,  so  ergiebt  sich  t/  =  — ^ ,  wo  für  w  jede  ratio- 

nale  Zahl  gesetzt  werden  kann. 
IL    a;  +  !/:a;^+/=3:5. 

Auflösung.     5a;  +  5y  =  3a;^+ 3?/^;  y  =  nx  gesetzt,  giebt: 

5(l+w)         ,    ,  ,  5(1 +n) 

a;== — 7^ ^  und  daher  y  =  nx  =  n 7 — — ^v", 

^{i+n)  3(1 +n') 

wo  für  w  jede  rationale  Zahl  gesetzt  werden  kann. 

III.     y  =  yi+x  und  z  =  y\—x  für  dasselbe  x  rational  zu 
machen. 

Auflösung.     l-\-x==y^,  1 — x=^z.    Folglich  ist: 

/-1  =  1— /oder  (i/  +  l)(^  — 1)  =  (1— ^)(1+^). 

1  +z 
Setze  ?/+l=(l  —  2)w,  mithin  y  —  1  =  — -^- — .     Beide  Glei- 

1  -\-z 
chungen  subtrahiert:     2  =  (1  —  z)  w ,  woraus 

n—1n—\ 


n-\-\ 


IV.    y'=x'-^a. 

I.Auflösung.     Setze   y  =  x-\-n,   folglich   {x-\-n)  =x  +a 
2 

und  daher  x  =  — ^ . 

2?z 

2.  Auflösung.     y^—x=a   oder   («/  +  a:)(?/  —  x)  =  a.     Zer- 

26* 
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lege  ö  in  2  Faktoren  =bc,  (&  >  c),  und  setze  y-]-  x  =  b,  y  —  x  =  c. 

T^ivi.^  h-\-c  h  —  c 

Folglich   ist  y  =  —^ — ,  x  =  — ^ — . 

\T  2,2  2         fr\^  2  2  2\ 

V.  X  -\-y  =z  .     [yjaev:  y  =z  — x ') 

1.  Auflösung.     Bekanntlich  ist  {a  —  hf  -{-  \ab  =  {a  -{-  hf. 
Damit  auch  4a&  ein  Quadrat  werde,  setze  a  =  rn,  b==n.    Daher 

\m  —  n)  +  (2 7nnf  =  {rn  +  n)  , 
wo   für  m  und  n  beliebige   ganze  Zahlen   {m  >  n)   gesetzt  werden 
können,  so  dafs  x  =  m  — n  ,  y==1mn,  z  =  m  -{-n. 

2.  Auflösung.     Setze  z  =  y-{-mx  und  es  ergiebt  sich 

\—7n 

^  ,  I  \—7n.  \-\-rn 

Daher  z  =  y  -\-mx  =  — x  -\-  mx  =  — ^r x. 

2m  2m 

Die  3  Zahlen  x.  — x.   — x  durch  x  dividiert,  mit 

2m  2m 

2m  multiphciert,  m  =  —  gesetzt  und  mit  ^    multipliciert. 

VI.  Dieselbe  Aufgabe  allgemein:  Man  soll  beliebig  viele 
ganze  Zahlen  so  bestimmen,  dafs  das  Quadrat  der  einen  gleich  der 
Summe  der  Quadrate  der  andern  ist. 

Auflösung.     Man  denke  sich  n  Zahlen  p^,  p,^,  p^,  -  »  -Pn  so, 

dafs         p,'+p^^+p,' + . . .  +Pn-:=p: . .  •  •  (Y) 

Setze  Pn=Pn-l  +  ^  .  .  .  .  (Z) 

Daher  p,^+P,^+.  .  .  +i?„_/ =;?„_/ +  2i?„_i  r  +  r', 

2     I  2     ,  ,  2  2 

folglich  p^_^  = ,  womit  Z  übergeht 

2,2,  ,  2     I       2 

Pi     +P2     +  '"-^Pn-2    +''  XT  ^W  V 

in  ü  =  —^ = :; -— .     Nun  folgt  aus  1 : 

.2,^2     ,                ,                2    .    fPi+P-'+'-+Pn-2   -''']' 
P,+P2    +  •  •  .  +Pn-2    +\ : -Yr / 
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Mit  {Irf  multipliciert: 

(2i,,r)^  +  (2;,,r)^+...+(2p„_,r)^ 

+  (p/+V+-..+P„_.^-rr 

Die  n  gesuchten  Zahlen  sind  mithin  durch  die  in  den  Paren- 
thesen der  vorstehenden  Gleichung  enthaltenen  Ausdrücke  bestimmt, 
wo  für  /?j,  Pg,  .  .  .jt?„_2  und  r  beliebige  ganze  Zahlen  gesetzt  wer- 
den können. 

VII.  Die  Seiten  eines  Dreiecks,  bei  welchem  der  eine  Win- 
kel 60"  ist,  durch  ganze  Zahlen  auszudrücken. 

Auflösung.  Die  den  Winkel  von  60"  einschliefsenden  Seiten 
seien  a;, «/,  die  dritte  Seite  z.     Folghch  ist: 

z  =x  -\-y  — 2xy cos^(^'^  =  x  -\-y  — Ixy'-^  oder 

2  2  ,        2 

z  =  X  —  xy  -\-y  . 


z  =  nx-\-y  giebt  y  =  -~ — ;—ir^ —  und  daher 

1  -f-  In 

{n+n-h\)x 


l+2n 

Die  3  Zahlen  x,  — — r—^ — x,  — - — r— ^ x    durch   x   divid., 

1+2/z  l-\-2n 

mit  \  -\-2n  multipliciert,  n  =  —   gesetzt  und  mit  r^  multipliciert, 

erhält  man: 

r  {2p  +  r),  r^  — p^,  p^  -{-pr  +  r^  als  Seiten  des  Dreiecks. 

VIII.  Die  Seiten  (x,  y,  z)  eines  Dreiecks  so  durch  ganze 
Zahlen  auszudrücken,  dafs  der  Inhalt  (u)  gleichfalls  eine  ganze 
Zahl  wird,  in  der  Gleichung: 

ix-\-y-]rz)  {x-\-y  —  z)  (x  —  y-i-z)  {-^x-\-y  + z)  =  u 
also  für  Xj  y,  z,  u  ganze  Zahlen  zu  finden. 

Auflösung.     Setze 
I*    x-{-y — ■z  =  m,     II*.   X  —  y-{-z  =  n,     III*    — x-{-y  -{-z==p. 
Die  3  Gleichungen  addiert :     x-\-y-\-z  =  m-\-n+p. 
Hiervon  I*,  II*,  III*  subtrahiert: 

m-\-n  m-\-p  n-{-p 

x  =  —^ — ,  y  =  — ^ — •  ^  — 


2 
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Nun  ist  u  ={m-\-n-{-  p)  mnp.     Setze  u  =p^v^,    wo    v    eine 

beliebige  Zahl.     Folglich  ist  (m -\- n -\- p)  mnp  =  p^  v^ ^  oder 

{m-\-n)7nn 
P^—2 • 


Man  hat  nun  x  = 


V  —  mn 
m-\-n 


m  ^  p ^  _,     {'ni-\-  n)mn 

2        2        2        2\v^  —  mn) 

{m  +  n)  ninv 
u  =  pv  = 5 . 


V  — mn 

Multipliciert  man  diese  4  Zahlen  mit  2{v^  —  mn),  so  ergeben 
sich  folgende  Lösungen ,  in  welchen  m ,  n,  v  beliebig  ( t^^  >  miij 
genommen  werden  können: 

ic  =  (m -f- w)  {v^  —  mn)'^    y  =  m{v^ -{- n)\ 
z  =  n\v^  -\-m')\  u  =  2vmn{m-\-n). 

Beispiel. 
rn  =  '^,  n  =  4,  v  =  Q  giebt  a;  =  7-24,  ?/  =  3-52,  ^  =  4-45, 
w=36.28  oder  (durch  12  dividiert)  a;=  14,  y=13,  z=15, 

11.     Höhere  unbestimmte  Gleichungen. 

I.Aufgabe.     x^-\-if  =  z^. 

Auflösung.  y^=z^  —  x^  oder,  wenn  7i  irgend  eine  rationale 
(ganze  oder  gebrochene)  Zahl  ist, 

2 

-^ 'ny  =  {z^ -{-x)  {z^  — x).     Folglich  setze : 

2 

I.  -^  =z^  -\-  x:     II.    ny  =  z  —  x, 
n 


Durch  Addition  beider  Gleichungen:  -^  +  w?/=2z*; 

y  = 2 ^^^ 

Es  sei  p  eine  beliebige  rationale  Zahl  und 

4  ,   o     2      /   2  ,       \2  .  ,  2n  p 

n  -\-^nz  =\n  -i-pz)  ,  woraus  sich  z  == ^— r- 

Sn — p 
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oder,    wenn    Sn — p^  negativ    sein    sollte,    z^=:—^ — ^-—  ergiebt. 

p  —Sn 

Beide  Ausdrücke  geben  nämlich  denselben  Wert  für  2^ 

Setzt  man  die  für  z  gefundene  Zahl  in  Y  ein,  so  erhält  man: 

n'p  ,  Sn 

yi=-7, 2   oder  y,  = -g — —, 

Sn — p  p  —Sn 

daher  auch  2/^  =  -^"?  2^2^^ • 

z  p 

Alsdann  ist  x  =  z  — ny   (s.  II),   gleichfalls    stets    positiv   ge- 
nommen. 

I.Beispiel.     n  =  df  p  =  b.   Damit  wird  8  w — jo^=  —  l,  folg- 
lich sind  hier  z^  und  y^  zu  nehmen. 

2.9.5  „^  4.3.90       ^_ 

z  =  —x =  90,  y== =  216, 

5'  —  8 . 3  5 

a;  =  90' -3.216  =  7452. 
2.  Beispiel.      n^^,p  =  3  giebt  (|-)  +  (y)  =  (y)  . 

Multipliciert  man  die  Gleichung  mit  3   ,  so  entsteht 

648' +  l08^  =  36^ 

Anmerkung.  Auflösungen  mit  ganzen  Zahlen  erhält  man 
unmittelbar,  sobald  man  n  ganz  nimmt  und  für  p  den  Näherungs- 
wert von  YSn,  der  dem  Quotient  2y  vorausgeht,  wenn  7^  die  in 
ySn  enthaltene  ganze  Zahl  ist. 

2.  Aufgabe.  Für  x  und  y  rationale  Zahlen  so  zu  bestimmen, 
dafs  x'  =  y''  (Euler). 

Auflösung.     Setze  y  =  nx;  x"''={nxf,  oder  x''  =  nx', 


x""-'- 


n  — 1 


x=  Yn,  daher  y  =  n  Yn. 

1                       1 
n  —  1  =  —  giebt  n  = [-1  und  folglich : 

.=  (-i+iy,,=  (|  +  l)(|  +  iy,oder 


r  +  1 
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Beispiele.     r=l:     x  =  2,  y  =  A.     Folglich  2*  =  4^ 

— ={i)"-=(5-)"™^»af=m^- 


§.  93.    Von  den  Progressionen. 

A.    Vorbereitende  Begriffe.    Einteilang  der  Reihen. 

1.  Eine  Progression  oder  Reihe  ist  eine  Folge  von  Zahlen, 
die  nach  einem  bestimmten  gemeinsamen  Gesetze  fortschreiten. 

Diese  Zahlen  heifsen  Glieder  der  Reihe,  und  mit  Rücksicht 
auf  ihre  Stellenzahl  (Index):  1.  Glied  (Anfangsglied),  2.  Glied,  ... 
letztes  Glied  (Endglied). 

Bezeichnet  man  in  einer  Reihe  von  n  Gliedern  das  1.  Glied 
mit  t^,  das  2.  mit  t^  u.  s.w.,  das  H^  Glied  mit  t^,  das  letzte  Glied 
mit  t^,  so  gewinnt  die  Reihe  folgende  Gestalt: 

^1'    ^2'    ^3'  •  •  •  ^r  — 1'    ^r»    K+V  '  '   *  ^«-1»    K- 

Die  Summe  aller  Glieder  der  Reihe  bezeichnet  man  mit  s. 
Mithin  ist  s  =  t^  + t^+  ... -{-t^. 

Die  Formel,  Avelche  s  aus  den  die  Reihe  vollständig  bestim- 
menden Elementen  finden  lehrt,  nennt  man  die  Summenformel 
oder  das  summatorische  Glied. 

Die  Formel ,  welche  das  Glied  t^  unmittelbar  aus  dem  Zeiger  r 
finden  lehrt,  so  dafs  die  Kenntnis  der  diesem  Gliede  vorausgehen- 
den Glieder  nicht  nötig  ist,  nennt  man  das  unabhängige  oder 
independente  allgemeine  Glied  der  Reihe. 

Leitet  die  Formel  jedoch  ein  Glied  aus  einem  oder  einigen 
der  vorausgehenden  Glieder  ab,  so  heifst  sie  eine  rekurrierende. 
(Eine  rekurrierende  Formel  ist  z.  B.  auch  die  in  §.  91,  4  für  den 
^ten  Partialwert  entwickelte.) 

Die  Reihe  ist  eine  steigende  oder  fallende,  wenn  jedes 
folgende  Glied  gröfser  oder  kleiner  als  das  vorhergehende  ist;  ferner 
eine  endliche  oder  unendliche,  je  nachdem  die  Anzahl  der 
Glieder  eine  endliche  oder  unendliche  ist. 

2.  Die  Progression  ist  eine  arithmetische,  wenn  für  die- 
selbe die  Differenz  der  unmittelbar  auf  einander  folgenden  Glieder 
bestimmend  ist.  Die  Differenz  zwischen  je  2  auf  einander  fol- 
genden Gliedern  ist  stets  so  zu  bilden,  dafs  das  Glied  mit  gröfse- 
rem  Index  um  das  mit  kleinerem  vermindert  wird. 

In  der  Reihe  31,  26,  21,  16,  11  ist  daher  die  Difl^erenz  zwi- 
schen je  2  Gliedern  — 5. 

Die  sämtlichen  Differenzen  zwischen  je  2  Gliedern  einer  ge- 
gebenen Reihe  bilden  wieder  eine  Reihe,  die  „1.  Differenzreihe" 
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genannt  wird.     Die  Differenzen  dieser  1.  DifFerenzreihe  bilden  die 
2.  DifFerenzreihe  u.  s.  w. 


Beispiel.     Gegebene  Reihe 
1.  DifFerenzreihe 
2. 
3. 


1,    8,   27,  64,  125,  216. 
7,  19,  37,  61,     91 
12,  18,  24,    30 
6,     6,     6. 

Eine  Reihe,  deren  DifFerenzen  unmittelbar  gleich  sind,  bei 
welcher  also  die  1.  DifFerenzreihe  aus  gleichen  Zahlen  besteht,  nennt 
man  arithmetische  Reihe  1.  Ordnung  oder  gemeine  (niedere) 
arithmetische  Reihe.     Z.  B.  : 

20,  23,  26,  29,  32,  35.     (DifFerenz  =3). 

Die  Reihe  ist  eine  arithmetische  Reihe  2.  Ordnung,  wenn  die 
Glieder  der  2.  DifFerenzreihe  gleich  sind.     Z.  B. : 


Gegebene  Reihe 
1.  DifFerenzreihe 
2. 


1,  9,  25,  49,  81,  121,  169. 
8,  16,  24,  32,  40,     48 

o,    8,     8,     8,      8. 

Die  Kubikzahlen  (s.  das  drittletzte  Beisp.)  bilden  eine  arith- 
metische Reihe  3.  Ordnung,  weil  die  DifFerenzen  der  3.  DifFerenz- 
reihe einander  gleich  sind. 

3.  Die  Progression  ist  eine  geometrische,  wenn  jedes  Glied, 
durch  das  vorhergehende  dividiert,  denselben  Quotient  giebt. 

B.    Von  der  gemeinen  arithmetisclien  Reihe. 
1.     Das  1.  Glied  bezeichnet  man  mit  t^  oder  «,  die  Differenz 
mit  d,  die  Anzahl  der  Glieder  mit  n,  das  letzte  Ghed  mit  t^  oder 
u  (ultimum)   oder  t,    die  Summe   der  Reihe   (d.  h.   der   sämtlichen 
Glieder  der  Reihe)  mit  s. 


2.    Das  allgemeine  Glied  ist: 

tr  =  h  +  (^- 

Beweis.       h~h"^'^ 

t,-t,  =  d 

t,-t,  =  d 

■ 

r 
Ii 

tr-i-'r-.=  <l 

li( 

tr-(r-t-<i\ 

• 

l)d 


(Y) 


1  Gleichungen,  wie  aus  den 
Indices  der  Subtrahenden  ersicht- 
lich ist. 


Die  Summe  derselben 


giebt:    t^  —  tj^  =  ir — \) d  oder 

/^=  /^  +  (r  —  1 )  Ä?  [independente  Formel]. 
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Setzt  man  r  =  n,  so  ergiebt  sich  t^  =  t^-\-{n—  \)d  oder  das 
letzte  Glied  ist: 

I.     u  =  a-\-{n — \)d. 

3.  Da   i^  —  t^_^  =  d,    so    ist    t^  =  t^_^-\-d    (rekurrierende 

Formel)    und  t^_^-=t^  —  d.     Man   erhält   mithin  irgend  ein  Glied 

der  Keihe,  wenn  man  das  vorhergehende  um  die  Differenz  ver- 
mehrt oder  das  folgende  um  die  Differenz  vermindert.  Daher  ist 
auch: 

u.  8.  w.     Ferner   folgt   aus    /  —  /      ^=d:    t     ,=t  —  d=u—  d, 

ö  n  n  —  1  « —  1  n  ' 

aus  t^  —  t^_^=^1d\  t^_^  =  t^  —  2d=u  —  1d  u.  s.  w. 
Die  gemeine  arithmetische  Reihe: 

kann  daher  auch: 

«,  a-\-d,  a-\-2d,  . .  . ,  u  —  2<?,  u  —  d,  u 
geschrieben  werden. 

4,  Bestimmung  des  summatorischen  Gliedes. 
Nach  dem  3.  Satze  ist: 

s=^.  +  (a^d)  +  ia^2d) +(w  — 2rf)  +  (w— rf) -hw 

Die  Glieder  in  umgekehrter  Ordnung  geschrieben: 

s  =  u  +  (u-d)-\-iu  —  2d) -\-ia-\-2d)-hia  +  d)  +  a. 

Beide   Gleichungen  addiert   (die  Glieder  mit   gleichem  Index 
in  ein  Glied  zusammengezogen): 

i  w  w 

2s==(a  +  u)  +  (a  +  u)-[-(a  +  u)-\- 

n—2  n—l  „ 

....  +(a  +  w)  +  (a  +  w)  -i-(ör  +  w). 

Die  rechte  Seite  enthält  wmal  das  Glied  (a-\-u),  folglich  ist 
2^  =  w(«4-w)  und  daher: 

Aufgabe.     Wie  grofs  ist  die  Summe  der  natürlichen  Zahlen 
1,  2,  3,  ...w? 

Auflösung.     Hier  ist   a=l,   die  Anzahl  der   Glieder  =n, 

.  ,  ,.  ,                1  -fw        w(w+l) 
u  =  n,  folglich  s  =  n ^ —  = ^ . 
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5.  Bei  der  arithmetischen  Reihe  kommen  die  5  Elemente 
(7,  d,  w,  w,  s  in  Betracht.  Aus  je  3  derselben  kann  nun  mittelst 
der  Formeln  I  und  II  stets  eins  der  beiden  übrigen  Elemente 
dadurch  bestimmt  werden,  dafs  man  aus  diesen  Formeln  das  Ele- 
ment eliminiert,  welches  die  neue  Relation  nicht  enthalten  soll  und 
hierauf  diese  Relation  nach  dem  zu  suchenden  Elemente  auflöst. 

Mithin  giebt  es  im  ganzen  20  Formeln,  von  welchen  wir  hier 
nur  einige  entwickeln  wollen. 

1.  Aufgabe,     d  aus  a,  n  und  s  zu  berechnen. 

Auflösung.     Hier  ist  aus  1  und  II  u  zu  eliminieren. 

Aus  I:  u  =  a-\-{7i  —  1)^,  in  II  substituiert: 

a-{-a-\-{n  —  1)^ 
s  =  n ^ ,  woraus 

III.     <?=— 7 TT-  folgt. 

n(n—\)        ^ 

2.  Aufgabe,     s  aus  a,  d^  n  zu  berechnen. 

f  •     TT      u  X-.  ♦    .                  a-\-a-\-{n  —  \)d      , 
I  m  II  substituiert:    s==n hr oder 


IV.    s==n\a  +  ^'^^—^d'\. 


3.  Aufgabe,    w  aus  d,  u,  s  zu  berechnen. 

Da  hier  a  fehlt,  so  ist  aus  I  und  II  a  zu  eliminieren. 

Aus  I:     a  =  u  —  (n  —  \)d,  m  11  substituiert: 

s  =  —  \u  —  {n—\)d-\'u\,  oder 

V.    s  =  un —{n  —  1). 

Diese  Gleichung  nach  n  aufgelöst: 


^  _  (2^  +  <?)+]/(2^4-<?)'  — 8<^ 

^^'    """  1d 

4.  Aufgabe,    n  aus  ö,  </,  s  zu  berechnen. 
Hier  kann  IV  sofort  nach  n  aufgelöst  werden: 

^^.        __  <if-2a+]/(2a  — <?f +  8<fa 

^^^'    '^~  Td  • 

Beispiel.     «  =  36,  </=  — 3,  ^  =  216,  n? 

_  — 3  — 724:y75^+8(— 3).216_  75  +  ^441 
n  — ^  _--_^ 

^   75+21 
~~         6 
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Daher  entweder  9  oder  16  Glieder. 

Probe.     36,  33,  30,  27,  24,  21,  18,  15,  12 

und     36,  33,  30,  27,  24,  21,  18,  15,  12,  9,  6,  3,  0, 

—  3,  —6,  —9. 

Die  Summen  beider  Reihen  sind  offenbar  gleich,    da  sich  die 
7  letzten  GHeder  der  2.  Reihe  heben. 

5.  Aufgabe,     s  aus  a,  d,  u  zu  bestimmen. 
Aus  1  ergiebt  sich: 

VIII.     n=l-\ — .     In  II  substituiert: 


w-j-  ö  r^  ,  u  — 


IX.    ^==^::-^  1 


'-]■ 


6.  Aufgabe.  Wie  grofs  ist  die  Summe  der  natürlichen  Zah- 
len von  k  bis  J9? 

Auflösung.  Hier  ist  das  1.  GHed  (a)  ==A-,  das  letzte  (u) 
=/?,  die  Differenz  (d)  zwischen  je  2  Gliedern  ^1.  Folglich 
nach  IX: 

_P_±A[i  ,  p—k']_ip  +  k)(p-\-i-/c) 

'"      2      L^"^      1      J~  2 


=  2035. 

7.  Aufgabe.  Das  7.  und  12.  Glied  einer  arithmetischen  Reihe 
beträgt  zusammen  100,  das  5.,  9.  und  22.  Glied  zusammen  210. 
Wie  grofs  ist  die  Summe  der  ersten  30  Glieder? 

Auflösung.  Das  1.  Glied  =a;,  die  Differenz  ==?/.  Folglich 
ist  (s.  Y  im  2.  Satze)  das  5.  Glied  =x-\-Ay,  das  7.  Glied  x-]-^y 
u.  8.  w. 

Daher  x-{-Qy  +  x-h  ^iy  =  iOO  oder  P.  2a;+ 17j/=  100. 

Ferner  o;  4-4t/  +  a:  + 8f/  +  ^4-21?/  =  210  oder 
IP.   x-hny  =  70. 

Aus  beiden  Gleichungen  folgt  x  =  — 18,  ?/  =  8. 

Mit  a  =  — 18,  t?=8,  w  =  30  findet  sich  nun  aus  IV: 


=  30(-18  +  i«^.8) 


2940. 


6.     Eine  Reihe   (arithmetische,    geometrische    u.  s.  w.)   inter- 
polieren   heifst:    Zwischen  2  auf  einander  folgende  Glieder  eine 
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Anzahl  Glieder  so  einschalten,    dafs  sie  mit  den  gegebenen  Glie- 
dern wieder  eine  Reihe  derselben  Art  bilden.     (Vergl.  §.73,  26,  le.) 

Aufgabe.  Zwischen  die  beiden  Glieder  67  und  89  einer 
arithmetischen  Reihe  sollen  8  Glieder  so  eingeschaltet  werden,  dafs 
sie  mit  jenen  Gliedern  67  und  89  eine  arithmetische  Reihe  bilden. 
Wie  heifst  das  5.  dieser  8  Glieder? 

Auflösung.  Von  den  10  in  Frage  kommenden  GHedern  ist 
67  das  1.,  89  das  10.  Ist  die  Differenz  zwischen  je  2  dieser  10 
Glieder  =d,   so  ist  89  =  67  +  (10  — 1)  ^  [s.  Y  im  2.  SatzeJ  oder 

22 

89  =  67-f-9^,  folghch  d=—^'     Da  nun   das   5.    der  eingeschal- 

teten  8  Glieder  das  6.  der  Reihe  von  67  bis  89  ist,  so  ist  dasselbe 

22 
nach  derselben  Formel  Y=  67 +  (6  —  1) -ö-  =  79|. 

C.    Geometrische  Reihe. 

1.  In  der  geometrischen  Reihe  (s.  Abschnitt  A,  3)  nennt  man 
den  Quotient  aus  jedem  Gliede  und  dem  vorhergehenden  Expo- 
nent und  bezeichnet  denselben  mit  e  (oder  q). 

a,  w,  w,  s  haben  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  arithmetischen 
Reihe. 

2.  Bestimmunoj  des  allgemeinen  Gliedes. 


>  — 2 
t 


r  —  1  Gleichungen,  wie 
aus  den  Indices  der  Di- 
visoren ersichtlich  ist. 


Multipliciert  man  diese  Gleichungen,  so  entsteht: 


folglich  i^  =  ty^'e 


oder  -7-  =  e 


r  — 1 


.  .  .  .  (Y) 

Ist  t^  das  letzte  Glied,  geht  also  r  in  7i  über,  so  ist: 

T  n  — 1 

I.     u  =  ae 
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3.  Nach  der  vorstehenden  Formel  Y  ist 

folglich  kann  die  geometrische  Reihe 

a,  ae,  ae  ,  ae   .  .  .  .  ae 
geschrieben  werden. 

4.  Bestimmung  des  summatorischen  Gliedes. 

s=a-\-ae-{-ae^  -\-  . .  .  +öe"~^  +  ae"~\ 
Mit  e  multipliciert : 

es  =  ae -\' ae^ '{'  ...  -^ae^~^ -\-ae^. 

Vermindert  man  die  letzte  Gleichung  um  die  vorhergehende, 
so  erhält  man: 

s  =  ae^  —  a,  oder  (e — \)s=^a{e^  —  l),  daher: 
__   a(e"-l) 


es 


II. 


ß  — 1 

a(l-e") 

\  —  e 


,  oder  (mit  —  1  erweitert); 


5.  Aus  3  der  Elemente  a,  e,n,u^  s  der  geometrischen  Reihe 
kann  man  (wie  in  B,  5)  eins  der  beiden  übrigen  bestimmen  und 
mithin  20  Formeln  entwickeln. 

I.Aufgabe,    s  aus  a,  ß,  u  zu  berechnen. 

de  eu 

Aus  I:     w  = ,  folglich  e"  =  — ,  in  II  substituiert: 

e  CL 


ß  — 1 


oder 


III. 


eu  —  a 
e—1 


2.  Aufgabe,    s  aus  «,  n,  u  zu  bestimmen. 

n  — 1 

Aus  I :  ö  =  >^  ~  5  in  II  substituiert ; 


n  — 1 


n  — 1 


n  —  1 


a    ^   a 

n—\ 

^    a 
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n  — 1 


IV.       S  = 


l/w 
u  ]/ a 

^    a 


n  — 1_ 


— 1 

a 


3.  Aufgabe,     n  aus  e,  u,  s  zu  bestimmen. 


u 


Aus  I :     fl  = ,  in  II  substituiert : 

-^(e«_l) 


,  oder  {e —  l)5  =  ew   1 


e— 1 

l__^-ie-i)s     ^^^^    r._ eu^    ^^^^^^^ 

^  eu  eu—{e  —  1)^' 

V     n—\   I    ^9U  —  lg[eu  —  {e—\)s\ 
Ige 
4.  Aufgabe.     Die  Summe  der  Reihe: 

a -\-  ae -{-  ae^  -\- ae^  -\-  .  . .  in  inf. 
zu  bestimmen. 

Auflösung.  Nach  §.66,  14,  Zus.  ist  diese  Reihe  nur  für 
e  <  1  convergent  und  daher  auch  nur  für  diesen  Fall  summierbar. 
Da  die  Reihe  aus  unendlich  vielen  Gliedern  besteht,  so  ist  n=^oo 

und  II  giebt  s=  ^^!~^     .     Nach  §.  62,  7,  7.  Zus.   ist   e'°=0, 

folglich  'y  =  — ^j —  oder 

VI.    s=^- (ö<l  und  n=oo!). 

Beispiel.     8  +  8.|[  +  8(-^)V8(-^)V....mm/: 
^  ^'^'         324. 


i__ü        81  —  79 
81 


5.  Aufgabe.  Zwischen  die  beiden  Glieder  h  und  c  einer 
geometrischen  Reihe  sollen  k  Glieder  so  interpoliert  werden,  dafs 
sie  mit  jenen  Gliedern  h  und  c  wieder  eine  geometrische  Reihe 
bilden.  Wie  grofs  ist  das  r*®  der  eingeschalteten  k  Glieder?  (Vergl. 
Abschnitt  B,  6.) 
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Auflösung.     Das  1.  der  in  Frage  kommenden  ^  +  2  Glieder 
ist  h,  das  k-\-1^^'.  c.     Setzt  man  den  Exponent  =ß,  so  ist 

*  +  !__ 

c  =  he^'^'-  (s.  Formel  1),  daher  e=  |/y. 

Das  r*®  der  eingeschalteten  Glieder  ist  das  r4- 1*®  jener /:  + ^  Glie- 
der, mithin  ist  dasselbe  (nach  Formel  1): 


le^r  +  i)-i_^^r_^ 


v^  -(:-)"■ 


6.     Eine  Reihe  von  der  Form: 

nennt  man  eine  arithmetisch-geometrische  Reihe,  wenn 

eine  arithmetische  Reihe  1.  Ordnung  bilden. 

1.     Wie  grofs  ist  die  Summe  s  der  arithmetisch-geometrischen 
Reihe:         i +2e  +  3/+ ••.+(«- !)«"-'  +  ««"-'? 

Auflösung.     Multipliciert  man 

l+26  +  3ß'+...  +we"~'=5 
mit  e,  so  erhält  man: 

Diese  Gleichung  von  der  vorhergehenden  subtrahiert: 

l+e-j-e  4-  ...  +6"~  —  ne^  =  s  —  es. 
Die  Glieder  \  -\- e-\-  .  .  .  -{-e^~    bilden  eine  gewöhnliche  geo- 


eren 

Summe  nach  11 

— 1 
-1 ' 

folglich  ist 

e"- 

-^       ne^- 

■■s{\- 

-^), 

oder 

e  — 

.1        ^^  - 

s(e- 

^\)  =  ne'- 

e  — 

-1 
-1 ' 

daher 

ne'' 

^"- 

-1 

.  .  .  . 

(Y) 

e  —  \ 

{e- 

if 

II.    Wie  grofs  ist  die  Summe  s  der  arithmetisch -geometrischen 
Reihe : 

ö,  {a  +  h)e,  {a-\-U)e\  {a-{-U)e\...  [«  +  («-- l)^*]e""'? 
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Auflösung.     Die  Summe  der  Reihe  kann  auch  geschrieben 
werden : 

s=:a-{-ae-\-ae'+...+ae'"~''-[-be-{'2be^-\-^be^+... 

...+(n-l)be''-\ 
~     bilden   eine   geometrische 
""^^""^^      Folglich  ist: 


Die  Glieder  a-{-ae+  .  .  . -{-ae 
Reihe,  deren  Summe  nach  Formel  II: 


s=^a 


1 


e—1 


Die  Glieder  der  Parenthese  bilden  die  arithmetisch- geometrische 
Reihe  des  vorstehenden  Abschnitts  1,  wenn  dort  n  —  1  anstatt  n  ge- 
setzt wird.     Daher: 


s  =  a 


e-i  ^ 


be 


in—\)e 


n  — 1 


L       e  —  1 


ie 

n  — 1 


d.  L 


be 


1) 
—  1 


III.     Wie  grofs  ist  die  Summe  s  der  Reihe: 
Auflösung.     Die  Reihe  kann  auch 


(Z) 


t^  +  7  +  V-+-- 


1 


I 


geschrieben  werden. 

Die  Reihe  in  der  Parenthese  ist  der  in  Abschnitt  I  summier- 
l 
ten  gleich,  wenn  dort  —  anstatt  e  gesetzt  wird.     Folglich: 


1  — e' 


h 


(«•-1) 


Schur  ig,  Lehrbuch  der  Arithmetik.    HI.  Teil. 


(W) 
27 


-^  1. 
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D.    Anwendung  der  geometrischen  Reihe  anf  regelmässige  Ver- 
mehrnng  und  Verminderung  eines  yerzinsten  Kapitals. 

1.  Aufgabe.  Ein  Kapital  c,  welches  zujo%  ausgeliehen  wird 
und  von  dem  die  Zinsen  nicht  abgetragen  werden,  wird  nach  je 
n  Jahren  um  das  Kapital  d  vermehrt  Auf  welche  Summe  (k)  ist 
das  Kapital  nach  a  Jahren  angewachsen  ? 

Auflösung.  Da  die  Zinsen  nicht  abgetragen  werden,  so 
wächst  das  Kapital  c  mit  Zinseszinsen  an  und  zwar  nach  den  ersten 

n  Jahren  auf  c  (^  +  Tn7r)  ?    oder,   wenn    der   Zinsfaktor   (Zins- 

exponent)  I+täTT  ^^^  9  abgekürzt  wird,  auf  cq"^  an.     Mit  dem 

nun  hinzugelegten  d  ist  mithin 

das  Kap.  c  nach  n  Jahren  auf  c^"  -{-  d  angewachsen. 

Diese  Summe  wird  nun  wieder  auf  n  Jahre  ausgeliehen  und 
um  d  vermehrt,  folglich  ist 

das  Kap.  c  nach  2n  Jahren  auf  [cq"-\-d)  q^-\-d 
nach  3n  Jahren  auf  cq  "  +  dq  "  -\-  dg'  +  d, 

=  ciq')''+diq")''-'+d{q')''-'+...+dq'  +  ä 
angewachsen. 

Mit  q  =1}  wird  dies; 

c})' -^r- dh""'^ -^  dh^'^ -\- ,  , , -\- d}? -\- dh  ^  d 

oder,  weil  die  Glieder  der  Parenthese  eine  geometr.  Eeihe  bilden, 


c  wächst  also  nach  hn  Jahren  auf 

c(.f  +  ^-^^=.."*  +  ^--^  an,. 

oder,  hn  =  a  gesetzt: 

c  wächst  nach  a  Jahren  auf 

I.     k==cq  -{-d-^ an. 

q  —1 

2.  Aufgabe.     Das  zu  p^lo  ausgeliehene  Kapitale  wird  nach 
je  n  Jahren  um  r  vermindert.    Wie  gross  (k)  ist  es  nach  a  Jahren? 
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Die  Auflösung   ist   offenbar  in  I  enthalten,   wenn  d=  —  r 
gesetzt  wird,  daher: 

q  —1 


II.     k  =  cq  —  r' 


/ 


zu 


Zusatz.  Wird  das  Kapital  nicht  nach  je  w  Jahren,  sondern 
jährlich  (am  Schlüsse  jedes  Jahres)  um  r  vermindert,  so  ist  w=l 

setzen  und  q"  wird  =  f  1  +  )  ,  daher  jener  Nenner 

^"-1  =  14--^-!=-^ 
^  ^100  100 

und  II  geht  nun  über  in: 

III.      ;t  =  cs»-i^(?"-l). 

S.Aufgabe.  Das  zu  jt?Vo  ausgeliehene  Kapitale  wird  nach 
n  Jahren  um  d  vermehrt.  Nach  Ablauf  von  je  n  Jahren  aber  wird 
stets  eine  um  e  gröfsere  Summe  hinzugelegt,  als  das  vorhergehende 
Mal,  also  nach  2n  Jahren  d-\-e,  nach  dn  Jahren  </-|-2ß,  nach 
An  Jahren  d-\-3e  u.  s.  w.  Wie  grofs  (A)  wird  das  Kapital  nach 
a  Jahren? 

Auflösung.  Nach  n  Jahren  wird  es  cq"^ -{- d  =  cb -{- d  (aieha 
die  vorhergehende  Aufgabe). 

Nach  2n  Jahren:  {cb -\-d)b-^d  + e  =  cb^  +  db-^d  + e. 

„     Sn        r,         (cb^-hdb-hd  +  ejb  +  d-^^e 

=  cb^-{-db^  +  db-\-d-[-eb  +  2e 

„     An  Jahren:  (cb^  +  db' +  db'\-d -{- €b-\-2e)b  + d-{-^e 

=  cb''  +  db^  +  db^'i-db-\-d  +  eb^  +  2eb  +  de. 

„     bn  Jahren:  cb^  +  db"^  +  db^  -\- db^ -{- db  +  d  +  eb^  +  2  eb^ 

-i-^eb  +  Ae. 

„     hn        „        cb''  +  db''~^'\-db''~^+ ...-\-db  +  d-\-eb'"'' 
+  2  eb^~^  -^Seb^~^-i-...+ih  —  2)eb-\-ih—l)e 
==cb'  +  d{i-hb^b'-\-,.,  +b'-')-^e[b'-' 

+  2b''-^  +  db'"'^  +  . .  .  +ih  —  d)b^  +  ih  —  2)b 

4-(Ä-l)]. 

Die  in  [  ]  befindliche  Reihe  ist  derjenigen  in  Abschn.  C,  6,  III 
gleich,  wenn  n  =  h — 1  und  e  =  b  gesetzt  wird.  Folglich  wird 
der  vorstehende  Ausdruck: 

27* 
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cq 


nh 


(?°-i) 


Setzt  man  nun  nh==a,   also  h  =  — ,  so  ist  das  nach  a  Jahren 

n 


angewachsene  Kapital 


==cq''  +  d 


q  —q 


—  1 


^(,"-1^  ^"-1 


,  oder 


IV.    k^cq'+ ^A!^ — L  +  ik^, 


£•    RentenrechniiD^. 

1.  Nach  dem  Zusätze  der  2.  Aufgabe  des  Abschnitts  D  kann 
offenbar  das  Kapital  c  aus  den  gegebenen  Gröfsen  p  (resp.  ^),  a 
und  /:  berechnet  werden,  d.  h.  das  Kapital  berechnet  werden, 
welches  bei  einer  jährhchen  Verminderung  um  r  nach  Ablauf  von 
a  Jahren  noch  nicht  aufgezehrt  ist,  sondern  noch  einen  bestimm- 
ten Kest  k  übrig  läfst.  Da  dieser  Rest  aber  auch  =0  sein  kann, 
so  würde  mithin  auch  folgende  Aufgabe  berechnet  werden  können : 

A  übergiebt  dem  B  ein  Kapital  unter  der  Bedingung,  dafs 
ihm  letzterer  18  Jahre  lang  am  Ende  jeden  Jahres  2000^  zurück- 
zahle und  dafs  mit  der  letzten  Zahlung  von  2000./^  am  Ende  des 
18.  Jahres  das  Kapital  aufgezehrt  (der  Rest  ^=0)  sei.  Welches 
Kapital  hat  A  dem  B  einzuhändigen  ? 

Diese  Aufgabe  veranschaulicht  die  Begriffe  „Rente"  und 
„Rentenrechnung".  Unter  Rente  versteht  man  nämlich  eine  be- 
stimmte Summe,  welche  Jemand  für  ein  eingezahltes  Kapital  am 
Ende  bestimmter  Zeitabschnitte,  gewöhnlich  jährlich,  eine  gewisse 
Reihe  von  Jahren  hindurch  zu  genielsen  hat.  Die  Person,  welche 
die  Rente  empfängt,  heifst  Rentner  (Rentier,  Rentenierer).  Die 
Person  (resp.  Gesellschaft),  welche  für  das  ihr  übergebene  Kapital 
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die  Rente  auszahlt,  heifst  Rentengeber  (Rentenanstalt).  Das  dem 
Rentengeber  übergebene  Kapital  wird  auch  Mise  (Einlage)  genannt 
und  ist  mithin  der  „Wert  der  Rente". 

Die  Rente  ist  eine  Zeitrente,  wenn  sie  auf  eine  bestimmte 
Anzahl  von  Terminen  berechnet  ist,  eine  Jahrrente  (Annuität), 
wenn  sie  eine  voraus  bestimmte  Zeit  lang  am  Ende  jedes  Jahres 
bezahlt  wird,  eine  Leibrente  (Lebensrente),  wenn  sie  der  Rent- 
ner genau  bis  zu  seinem  Tode  erhält,  so  dafs  die  Erben  weder 
etwas  vom  Kapitale  zurückerhalten,  noch  hinzuzuschiefsen  haben. 
Die  Anzahl  der  Jahre,  mit  welcher  die  Leibrente  zu  berechnen 
ist,  ist  offenbar  die,  welche  Personen  vom  Alter  des  Rentners 
durchschnittlich  noch  zu  leben  haben.  Diese  „wahrscheinliche 
Lebensdauer"  ist  von  verschiedenen  Statistikern  ermittelt  und 
in  den  sogenannten  „Mortalitätstafeln"  niedergelegt  worden. 

Nachstehende  Tafel  enthält  die  wahrscheinliche  Lebensdauer 
einer  Person  männlichen  Geschlechts. 


Alter 

in 

Wahrsch. 

Wahrsch. 

Wahrsch. 

Wahrsch. 

Jahren 

Lebensd. 

Alter 

Lebensd. 

Alter 

Lebensd. 

Alter 

Lebensd. 

0 

27,8 

28 

27,8 

52 

14,4 

76 

4,8 

4 

42,4 

32 

25,4 

56 

12,5 

80 

3,9 

8 

40,9 

36 

23,1 

60 

10,6 

84 

3,3 

12 

38,0 

40 

20,9 

64 

8,9 

88 

2,8 

16 

34,7 

44 

18,7 

68 

7,5 

92 

2,4 

20 

32,2 

48 

16,6 

72 

5,9 

96 

1,1 

24 

30,1 

2.  Wie  schon  bemerkt,  enthält  der  Zusatz  der  2.  Aufgabe 
des  Abschn.  D  die  Rentenrechnungen  unmittelbar,  wenn  c  das 
Kapital  (Wert  der  Rente,  Mise),  p  der  Zinsfufs,  also 


14 


P 


100  ' 

a  die  Zeit   in  Jahren,   r   die  Rente  ist   und  k  =  0   gesetzt  wird. 
Folglich  ist:  ^qq^ 

O^cq" (q''  —  l)  und  daher: 

die  Rentengleichung:     I.    cpq"*  =  iOOr{q''  —  l). 
Aus  I  ergiebt  sich: 

II.    Die  Mise    c  = (1 ) . 

P     \        q") 


III.    Die  Rente  r  = 


cpq 


100  (/-l)' 
a  findet  sich  aus  I  in  folgender  Weise: 
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a  4  rkn.         a  Ann  a  lOUr 

algq  =  lff{100r)  —  lg{\00r—cp\  daher: 

TAT      T-.-     T  u                2 -j-Igr  — Ig  (100  r  —  cp) 
IV.     Die  Jahre  a  =  — —^ p^ ^ 

Um  aus  I:  ^  zu  berechnen,   würde  man  eine  Gleichung  vom 
vom  a+  1*^°  Grade  aufzulösen  haben.     Denn  mit  J9  =  100^  —  100 

(berechnet  aus  g==l  +  ...^  )   geht  I  über  in; 

c/(100^— 100)=100r/— lOOr; 
cq*      — C(i=rq  — r;   q  =  — gesetzt: 


r;  mit  y^       multipliciert : 


a  +  l  a  a 

y  y       y 

C'—cy  =  ry  —  ry''^^\ 

Die  Auflösung  ?/=l,  welche  diese  Gleichung  offenbar  hat, 
ist  ungiltig.     Denn  das  in  y  enthaltene  q  folgt  aus  der  Gleichung: 

^  =  cq—d^  ^-^  (s.  Abschn.  D ,  11  u.  111). 

Nun  ist  aber  diese  Gleichung  mit  q  —  1  multipliciert  worden, 

g°-i 

Auflösung  eine  jener  Gleichung  nicht  zukommende  (siehe  S.  39  im 
vorliegenden  III.  Teil). 

Nachstehende  vom  Verfasser  gefundene  Formel  erspart  uns 
die  Auflösung  einer  Gleichung  vom  a+l*«"  Grade  und  giebt  ^ 
nicht  nur  sehr  genau,  sondern  auch  mit  höchst  bequemer  logarith- 
mischer Rechnung: 


anstatt  —^^ —  zu  kürzen,  folglich  ist  die  in  q — 1  =  0  enthaltene 


^  (aH-l)c       \ar) 

Beispiel.  Die  Arithmetik  von  Spitz  enthält  in  §.  209  eine 
Aufgabe  mit  «=14,  r==600,  p  =  ^^,  c  =  6133,7.  Vorstehende 
Formel  giebt  für  diese  Werte  von  «,  r  und  c\ 

j3  =  4,4987! 

3.     Der  mittlere  Zahlungstermin  einer  Rente. 

Soll   der  Rentengeber   die  Rente  r   nicht   am  Ende  jedes  der 
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a  Jahre,  sondern  den  nominellen  Wert  der  Rente  oder  das  Ab- 
lösungskapital ar  auf  einmal  zahlen,  so  müfste  dies  offenbar  zu 
einer  Zeit   in   x  Jahren  geschehen,    zu  welcher   das  ursprüngliche 

Kapital  [l ^j   [siehe  Formel  II]    auf  die   zu   zahlende 

Summe  ar  angewachsen  ist.     Folglich  ist: 

(1 ]'q=ar\      q= y-^ r; 

xlg q  =  lg a-\- lg p -\- oik ^  —  Ig  '^^^  —  ^q{q^  —  ^)\ 
YI     x  =  a  1    ^g^-^^QP  —  '^  —  ^g^^''  —  ^) 

ig(i 

4.     Verwandlung  einer  Rente  in  eine  andere. 

Soll  für  eine  Rente  eine  gröfsere  oder  kleinere  mit  veränderter 
Zeitdauer  substituiert  werden,  so  soll  offenbar  für  die  veränderte 
Rente  dasselbe  Einzahlungskapital  gelten.  Mithin  braucht  man  nur 
aus  der  gegebenen  Rente  die  Mise  zu  berechnen  und  aus  dieser 
alsdann  die  neue  Rente. 

Aufgabe.  Eine  Gemeinde  erhält  für  ewige  Zeiten  alljährlich 
30000./^  ausgezahlt.  Dieselbe  will,  dafs  diese  Abgabe  nach 
40  Jahren  aufhören  soll.  Wie  viel  (=  r)  müfste  sie  nun  bis  dahin 
jährlich  erhalten?     (Mit  5  o/^  berechnet). 

Auflösung.     Für  jenes  Kapital  30000 ^/^  gilt  a  =  oo. 
Folglich  ist  nach  11  der  Wert  der  Rente: 
100-30000 


{\ ^ö-^  ^  600000  (1  —  0)  =  600000. 

V         1,05     1 


600000.5-1,05*^ 


Nach  ni  ist  nun  r  = 7 -rr^ — —  =  34966,9^. 

100(1,05*'  — 1) 


F.    Arithmetische  Reihen  höherer  Ordnung. 


1.  Die  Ableitung  der  Sätze  der  arithmetischen  Reihen  höherer 
Ordnung  (s.  Abteil.  A)  erfolgt  am  einfachsten  auf  Grund  des  nach- 
stehenden Satzes  der  Binomialcoefficienten. 


(y+(J)+C)+....+(;)-('4!), 


Beweis. 


Nach  §.  62,  7,  5.  Zus.  (H.Teil,  S.107)  ist  (  V)  +  (  V)  =  (^5^)> 
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11.10.9-8    .    11.10.9.8.7         12.11.10.9.8 


d.i. 


1.2-3.4        '       1.2.3.4.5  1-2-3.4.5 

illgemein:   (^  j  + ^^J^.  ^  j  =  ^^;jl  ^  j,  daher  ist  auch 

(rj  =  (r  +  lj-(r+lj 
(r)  =  (r  +  lj-(r  +  l) 


V    r     )-(r+l)      (r  +  l) 

i'.HlXlHrU)    D-^ch -Addition: 

1.0-(— l)...(l-r) 


=  0, 


l-2-3...(r+l) 
folglich  wird  aus  Y:   (1) +  (2)  +  . . .  +  (^)  =  (^^+ }). 

2.     Die  arithmetische  Reihe  2.  Ordnung. 

I.     Die  gegebene  Reihe  sei:  /^,  t^y  ^3  •  •  •  .  ^„_2»  ^«-p  ^n 

1.  DifFerenzreihe :      a  «2  ^3 ^n-2  ^n— 1 

2.  „  b     b b 

Da  die  Glieder  der  2.  Diiferenzreihe  einander  gleich  (==&)  sind, 
so  ist  die  1.  DifFerenzreihe  eine  arithmetische  Reihe  der  1.  Ord- 
nung (Abteil.  B)  und  folglich  gilt  für  dieselbe: 

ar  =  a  +  {r'—l)b  [s.  Abteil.  B, Y]. 
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Daher  ist  h^^h 


a  =a 


j  =  a  -h  (w  —  2)b.    Durch  Addition : 


...in-2)]b. 
Da  nun  t^-{-a  =  i^ 

tj^  +  a  -\-  a^  =  t^-{-  a^  =  t^  u.  s.  w.,  so  ist : 

Ferner  ist  1  +  2  +  3  +  . .  .  +  (w  —  2)  nach  B,  4 
_  ^n-\)in-2) 
2 
Folglich  geht  die  Summe  jener  Gleichungen  über  in: 


I*. 


t^  =  t^-{.(n  —  l)a-\-- ^ b,  oder 


[.„  =  .,  +  («7^)a  +  («7l). 


Beispiel.         61,  54,  49,  46  .  . . 
1.  Differenzreihe:      7      5      3  . .  . 
—  2—2    ... 

Wie  grofs  ist  das  25.  Glied  der  gegebenen  Reihe? 
Nach  Pist  ;^^=61+(24).7  +  (|*).(-2) 

94  .9*^ 

=  61+24-7  +  -j^2^-(-2) 323. 

IL    Bestimmung  des  summatorischen  Gliedes. 
Nach  Formel  I*  ist: 
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/„==^^+f^  .      ]^~^[      2     )'     I^urch  Addition 


',+'.+..■+'.— ',+[(l)+{?)+---("T')]" 

+[(y+«)+-+('i')> 

Kürzt  man  die  Summe  einer  jeden  Keihe  ^j  +  ^2  +  •  •  •  ~i~  ^» 
mit  -^(Q  ab  und  wendet  man  rechts  die  im  1.  Satze  entwickelte 
Binomialcoefficientenformel  an,  so  entsteht: 

m     ^t„)  =  nt,  +  (l)a  +  (iy 

3.     Die  arithmetische  Reihe  3.  Ordnung. 

Gegebene  Reihe:     t^,  t^,  t^ t^_^,  i^_^,  t^, 

1.  DifPerenzreihe :        a     a.,  a., a„    „  a„    , 

2        6  n  —  2       n  —  1 

2-  .  b     h,    b, ft„_, 

3.  „  c     c     c . .  . .  c. 

Hier  ist  /„  =  ^^  +  «  +  Ö2  +  «3+ •••+««-!  •  •  •  (Y) 

Die  auf  ^^  folgenden  Glieder  a,  a^,  .  .  ,  «„_i  bilden,  weil  die 
Glieder  ihrer  2.  DifFerenzreihe  einander  gleich  (=c)  sind,  eine  Reihe 
2.  Ordnung,  bei  welcher  das  I.Glied  =a,  das  1.  Glied  der  1.  Diffe- 
renzreihe =  b,  das  1.  Glied  der  2.  Differenzreihe  =c  ist. 

Folglich  ist  nach  II*,  wenn  n — l  für  n  gesetzt  wird, 

Dies  in  Y  substituiert: 

m*.     <^  =  <^+(„_l)a  +  («-lJ6  +  («-l)c. 

Hieraus  folgt  ferner :  t^  =  t^ 

i3  =  <,  +  2a  +  (2)&  +  (2), 

\  +  t,  +  h+  ■  ■  ■K  =  nh  +  [l)a  +  {^^)b  +  {^^c. 

'  4 
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Das  summatorische  Glied  der  Reihe  3.  Ordnung  ist  mithin: 
m     ^it„)  =  nt,  +  (l)a  +  [;)b  +  [l)c. 

4.  Die  Ableitung  des  allgemeinen,  sowie  des  summatorischen 
Gliedes  der  Reihen  4.,  5.  Ordnung  u.  s.  w.  bietet  nun  keine  Schwie- 
rigkeit. 

G.    Ton  den  figurierten  Zahlen. 

Bildet  man  gemeine  arithmetische  Reihen,  deren  1.  Glied  =1 
und  deren  Differenzen  der  Reihe  nach  =1,  2,  3,  .  .  .,    so  erhält 

^^^''  1,2,3,4,5,...  (DifFerenz  =  1) 

1,  3,  5,  7,  9,...(        „         =2) 

1,  4,  7,  10,  13,...  (        „         =3) 

allgem.:  1,  1+^,  1+2^,  1+3^,  l-\-Ad,...(        „         =  d). 

Bildet  man  ferner  aus  jeder  dieser  Reihen  eine  neue  Reihe  in 
folgender  Weise: 

(I.Glied),  (I.Glied +  2.  Glied),  (1.  +  2.  +  3.  Glied), . . . 
so  erhält  man  aus  der  1.  Reihe: 

1,  1-1-2,  1+2+3,  1+2  +  3  +  4,...,  oder: 

1,3,6,10,  15,... ^i^....(I) 

Aus  der  2.  Reihe : 

1,  (1+3),  (1+3  +  5),  ...,  oder: 
1,  4,  9,  16,  25,...  w'  ...  .  (H) 
Aus  der  3.  Reihe : 

1,5,12,22,35,...  "(g''^-^)   ....  (in) 

Aus  der  4.  Reihe : 

1,  6,  15,  28,  45,  .  ..w(2w— 1)  ....  (lY) 
Aus  der  allgemeinen  Reihe: 
1,  2  +  d,  3  +  3rf,  i  +  6d,  5+lOrf,...  "(tf»-^^  +  2)   ^  ^Y) 

Die  Zahlen  der  Reihe  I  nennt  man  dreieckige  Zahlen,  Dreiecks- 
oder Trigonalzahlen,  der  Reihe  II:  viereckige  Zahlen,  Vierecks- 
oder Tetragonalzahlen,  der  Reihe  ITC:  fünfeckige  Zahlen,  Fünfecks- 
oder Pentagonalzahlen  u.  s.  w.  Für  die  so  gebildeten  Zahlen  hat 
man  den  gemeinsamen  Namen:  Polygonalzahlen. 

Summiert  man  in  gleicher  Weise  die  Zahlen  dieser  Reihen 
I,  n,  .  .  .,  so  erhält  man  die  Pyramidalzahlen,  und  zwar  aus  I: 
1,  (1  +  3),  (1  +  3  +  6),...  oder: 
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1,  4,  10,  20,  35,...   ^(^  +  ^H^  +  2)     ^.^   3eckigeii   Pyramidal- 
zahlen ; 

TT  4       c      >!.      OA      e:-  W(W+1)  (2w-f-l)         i-         .       ,. 

aus  11:      1,  5,  14,  30,  5o,  . . . — ^^ ^     die    4eckigen 

Pyramidalzahlen ; 
„    ni:    1,  6,  18,  40,  75,...    ^  ^ft"^^   die  5eckigen  Pyramidal- 

1  *  i2 

zahlen ; 
„    Y:     1,34-^,64-4^,10  +  10^,154-20^,... 

n(w4-l)(^«  — <?4-3)    ,.      ,  ,  c>     1-        T3         -^  1    1,1 
. . .  — ^^ t)   Q ^^^  d-\-2  eckigen  Pyramidalzahlen. 

Die  Namen  dieser  Zahlen  entstammen  folgenden  Anordnungen: 

•  •*•    •*•*.  u.  8.  w.  oder  l  3eckige  Zahlen, 
1,   3,      6,    ...  J 

..  :;:  1 

•  II    1 1 1  u.  8.  w.  oder  l  4 eckige  Zahlen. 
1,   4,      9,    ...  J 

Legt  man  Kugeln  in  Pyramidenform  auf  einander,   so  ist 
ihre  Anzahl  den  Pyramidalzahlen  gleich. 


Druck,  von  Q.  Qrumbach  in  Leipzig. 
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Berichtigungen. 


Im  3.  Teil. 

Seite  15  Zeile  3  v.  u.  ist  +  a  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung 
zu  entfernen. 
«      32      M      2  V.  n.  setze  statt  setzte. 
,      41      „14  V.  u.  1^^  statt  l^V 
,      65      „      2  V.  o.  2  x'^  statt  x  V. 
„      87      „      9  V.  o.  ±tsm360''  statt  ±«171360". 
^      89      „      6  V.  o.  ±  i .  0,0075  .  .  statt  +  .  0,0075  . . 
,    121      „      4  V.  u.  +  6„  =  statt  -|-  a„  =. 
^161      ,      9  V.  o.  8.  n.  statt  8.  I. 
»    210      „    16  V.  o.  ist  „und  £"  zu  streichen. 
,    217      „    11  V.  u.  a— 12  statt  a- 12. 
,    219      „    10  und  Zeile  8  v.  u.  768  statt  48. 
^      7  V.  u.  256  statt  16. 
.267      „      4  V.  o.  x^  —  x'' statt  x^  —  2  x^ 

Aufser  den  am  Schlüsse  des  2.  Teiles  angegebenen  Berichtigungen: 

Im  1.  Teil. 

Seite  256  Zeile  13  v.  o.  1000  statt  100. 

Im  2.  Teil. 

10      „      15  V.  o.  §.93(?  statt  §.95. 

14      ^        5  V.  u.  y  statt  ^. 

y,  54  .  18  V.  o.  Ä/  statt  hm. 

.  55  y,  12  V.  o.  (a  — 3*)  statt  (a  — 4*). 

y,  59  «,  12  V.  u.  mit  —  1  statt  mit  1. 

,  61  „  13  V.  o.  Beispiel  statt  Beispiele. 

„      107      „        3  V.  u.  (ifc  4-  l)   statt  {k  —  l). 

3  3 

130      «        7  V.  o.  —7i = statt- 


„    ...  j^  —  a'... 

183      ,       10  V.  o.  a,  a-f-l,  a  +  2  statt  a  (a+1)  (a4-2). 
212      „        5  V.  u.  Rest  statt  est. 

216      „        7  V.  u.  dieser  statt  diese.  3  _ 

228      „        4  V.  o.  enthalten  einige  Exemplare  statt  "y/x^:  "j/x. 
245      „        6  V.  u.  (—  yf )  i  statt  (—  -/ft. 
266      y,        6  V.  o.  -f  2  yö"  stau  —  2  >/ 5^ 

271  ist  in  der  Figur  der  Funkt  bei  11  noch  mit  «i  zu  bezeichnen. 

272  Zeile     5  v.  u.   VIt'  statt  ■y/Y. 

307      y,        8  V.  o.  7a  —  86  -h  K  statt  7a  —  86  —  K- 

334      y,      14  V.  u.  3  .  60^  .  2  statt  3  .  60^  .  c. 

354      y,       16  V.  u.  briggs  statt  riggs. 

393      ,        5  V.  u.  0,000836  . . .  statt  0,0083  . . . 


'H'^ 


Im  Verlage  von  Fr,  Brandstetter  in  Leipzig  ist  ferner  erschienen: 

Lübsen,  H.  B.,  Ausführliches  Lehrbuch  der  Analysis 

zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  prak- 
tischen Lebens.  Siebente,  verbesserte  Auflage,  gr.8.  (204  S.) 
3,60  M. 

,  Ausführliches  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra 

zum  Selbstunterricht  und  mit  Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  prak- 
tischen Lebens.  Einundzwanzigste  Auflage,  gr.8.  (261  S.)  4M. 

,  Einleitung  in  die  Infinitesimal-Bechnung  zum  Selbst- 
unterricht. Mit  Rücksicht  auf  das  Notwendigste  und  Wichtigste. 
Mit  53  Figuren  im  Text.  Sechste,  verbesserte  Auflage,  gr.  8. 
(360  S.)     8  M. 

,  Ausführliches  Lehrbuch  der  Elementargeometrie. 

Ebene  und  körperliche  Geometrie.  Zum  Selbstunterricht,  mit 
Rücksicht  auf  die  Zwecke  des  praktischen  Lebens.  Mit  193  Fig. 
im  Text.  Fünfundzwanzigste,  verbesserte  Auflage,  gr.  8. 
(178  S.)     3  M. 

,  Ausführliches   Lehrbuch   der  analytischen   oder 

höheren  Geometrie.  Zum  Selbstunterricht,  mit  Rücksicht  auf 
das  Notwendigste  und  Wichtigste.  Mit  122  Figuren  im  Text- 
Zwölfte  verbesserte  Auflage,    gr.  8.    (210  S.)    4  M. 

-,  Einleitung  in  die  Mechanik.   Zum  Selbstunterricht, 


mit  Rücksicht   auf  die   Zwecke    des   praktischen   Lebens.     Mit 
162  Figuren  im  Text.   Yierte  Auflage,   gr.8.   (309  S.)   6,80  M. 

Lobe,  Dr.  M.,  Sammlung  von  Aufgaben  aus  der  Arith- 
metik. Für  Gymnasien,  Realschulen  und  höhere  Bürgerschulen. 
Zweite  Auflage.    3  Hefte. 

Heft  I:  Grundrechnungen  mit  ganzen,  unbenannten  und  gleich- 
benannten Zahlen.  —  Grundrechnung  mit  ungleichbenannten 
Zahlen.    51/4  Bog.    geh.  75  Pf. 
Heft  II:  Rechnungen  mit  Dezimalzahlen.  —  Rechnungen  mit 

gemeinen  Brüchen.     51/2  Bog.    geh.  80  Pf. 
Heft  III:   Prozentrechnung.  —  Verteilungs-  und  Mischungs- 
rechnung. —  Verhältnisse    und  Proportionen.     4^4  Bogen, 
geh.  75  Pf. 
,  Auflösungen  zu  den  „Aufgaben  aus  der  Arithmetik" 


Heft  1—3.    31/4  Bog.    geh.  1  M. 

Druck  von  G.  Grnmbach  in  Leipzig. 
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